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1. 

Beiträge  zur  Sumuiirang  der  Reihen. 
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Herrn  Hofrath  Oeitinger 
tu  Fnüburg  U  B* 


!•  taauKliwv  4er  reelpreken  FeieHewreilieB» 

I.  I. 

Di«  Grundlage  ffir  die  SuniHiiftteg  einfacher  Reihen«  deren 
Glieder  mit  einerlei  oder  abwecheelnden  Gliedern  yereehen  sind, . 
bilden  folgende  Gleichungen:  > 

9   Ao  -  Aj  4  Aa  —     . . . . A« » A„+i  +    *  Aq. 

JT  bedeutet  hier  irgend  eine  Function  von  dr;  die  Glieder  der  Reihe 
entstehen  dadurch«  dara  x  je  uro  einen  bestimmten  Wertb  (Jz) 
wSebst,  und  J^^^fit,  Xm^ftx-^nJx)  bedeutet  Das  Vielfacbe 
der  Zunahme  iet  durch  die  Stelleniahlen  angezeigt.  bezeichnet 
den  ersten  negativen  Unterschied  (irofiir  auch  das  Zeichen  £ 
geschrieben  wird)  nnd(^>  die  erste  negative  Aufstnfung  derFune- 
ttenen,  welche  die  einzelnen  Glieder  der  zu  snmmirenden  Reihe 
ersengt  Die  Begrfindung  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen- 
iDdetsichin  meinerLehre  von  den  aufsteigendpn  Functio- 
nen. $.  7^  nachgewiesen. 

So  oft  die  Darstellung  von  J-^  und       für  irgend  «ineFunc- 
tieii  gelingt,  kann  man  auch  die  fragliche  Reihe  sumniiren.  Da 
mmm  mnm»  nie  ich  sv.hon  in  der  oben  angeführten  Schrift  undspiter  * 
aacfa  In  meinerXbeorieder analytischen  Function en{.10:u.90. 

Ttiell  XXTX.  1 


3  üettinfer:  Beiträge,  «rv  SumfUOning  d€r  HMem, 

•    ,,,«    •     •  »         •  •  *  * 

l(«M^  JiAbe/-di«  ^lej^tifen  U^tmcbieäe  nnd  Änfstufangen  der 
Fondiimen  darstellcD  kanii,  eo  wird  es  ftuch  möglich  sein,  jede 
Im  einzelnen  Faüe  vorliegende«  durch  irgend  eine  Function  er- 
sengte Reihe  zu  eummiren. 

Die  Darstellung  des  Summenausdriiclcs  einer  Reihe  beruht 
nun  anf  Entwicklung  der  zwei  in  1)  und  2)  angezeigten  Auedrflcke. 
Beide  sind  wesentliche  Bestandtheile  des  Suromenausdrocks  und 
werden  auf  eine  und  dieselbe  Weise  erzeugt.  Man  kann  die  Summe 
auch  zwischen  den  Grenzen  a  und  n  nehmen.  Dann  entstehen  fol- 
gende Ableitungs-Glelchungen : 

3)     JTa + ^«4*1  ^"  -^Ä+a  *  •  •  •       ^      Ao+ii+i  —  ^""^  Xm» 

(ür  7i>a.  Bis  jetst  hat  man  sich  vorzngsueise  mit  Sumroirung 
von  Reihen»  deren  Glieder  mit  einerlei  Zeichen  verbunden  sind» 
beschäftigt«  und  die  Snmmirnng  der  Reihen»  deren  Glieder  mit  ab* 
wechselnden  Zeichen  verbunden  sind«  wenig  oder  gar  nicht  beachtet» 
Die  Reihen  der  letzten  Art  machen  sich  aber  in  einer  systematt* 
sehen  Behandlundsweise  wohl  seihstverst&ndlich  geltend  und  können 
ferner  nicht  aus  der  Theorie  der  Summenrechnung  ausgeschlossen 
bleiben,  worauf  ich  schon  im  l3tenThcil  dieses  Archivs  p.  ^6. 
in  einem  Aur^at/.e  über  Diffcrenzcu-  und  8unmienrecbiuing  hinge- 
wiesen habe.  Euler  hat  sieh  zwar  im  Jten  Theile  seiner  Dif- 
fe  r  e  n  zi  al  reo  h  n  u  n  q  "  mit  Smmnirung  von  l^eihen,  <l<Tpn  (Jbe<ier 
mit  abwechselnden  Zciehofi  verliuinleii  siinl,  hesehaltigt ,  hat  al»or 
hiefiir  keine  Thcorif»  ueui  ben,  sruKlerri  sieli  nur  aiil  Sunimirun^; 
der  Potenzenreihen  bci»chrankt.  Der  von  ihui  lür  litesen  speciellcn 
Fall  gewählte  Bntwiekelungsgang  ist  aber  sehr  niiihevoli  unr!  lohnt 
mit  geringer  Ausbeute,  wie  die  von  ihm  gegebenen  Resultate  zei- 
gen. Diess  mag  wohl  der  Grund  gewesen  sein«  warum  bis  jetzt 
dieser  nicht  uninteressante  Ziieig  der  Snmmenrecbnung  weniger« 
als  er  verdient,  berficksichtigt  wurde. 

Die  Gleichungen  5)  nnfl  4)  liild*  n  die  Grundlage,  worauf  derselbe 
auf  gleich  erfolgreiche  NVci.-ie  bearbeitet  werden  kann,  wie  es  l>ei 
den  Reihen  der  ersten  Art  bereits  geschehen  ist,  und  ich  verweise 
in  dieser  Beziehung  auf  die  oben  angefahrten  Schriften«  worin  dl« 
Belege  bieaci.  gegeben  sind. 

In  den  Gleichungen  1) — 4)  sind  die  Grenzen,  zwischen  welchen 
die  Summe  einer  Keihc  genoninipn  werden  soll,  willknhrlich  und 
hängen  daher  von  der  ATinalnne  des  Werthes  für  a  und  n  ab. 
Ausser  dieser  Aouahme  aber  ist  nichts  der  Willkühr  überlassen. 
Man  hat  nnn^  da  man  sich  nnr  mit  den  in  1)  and  3)  beselchnebno 
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Rfib#n  besehäfligta«  ^-^A+i  und  J-^Xa-^^i  (oder  2r]ir„^|, 
/JK«4^i>  dm  Surotnenaosdrack  md  ^''^A'o  oder  ^^^^Ta  di« 
«mitfibrlich  to  bestimmende  Consta nte  genannt  Diese  Ben^B- 
wtm^  ist  io  ao  ferne  nicht  richtig»  als  die  Oaratellnng  der  Summe 
irewntlicK  anf  der  Werthermittelang  beider  Ausdriiclce»  nicht  dei 
Iben  allein  heraht»  wie  dieae  der  Fall  bei  Darstellung  der  Summen- 
aasdrflcke  ffir  alle  begrenate  Reihen  ist  Nur  dann  tritt 
and  J^^Äa^H^g  Torcugsweise  als  Summenaosdmclt  auf,  wenn* 
J-'^Xq  oder  J-'^Xa  eine  solche  Gestalt  erhält,  dass  der  hiefiir 
sich  ergebende  Ausdruck  verschwindet.  Aber  aucli  im  Falle  de:» 
%*er>chwin<lens  mitrrliepjt  dieser  Aufdruck  hätifis;  einer  besondern 
ßeachtaog,  wie  ciiest»  bei  der  Summirung  der  Potenzenrethen  vor- 
kommt 

Bei  Darstellung  der  Summe  kann  aber  auch  dsr  Fall  eintreten, 
dass       Xn^i  oder  d-^Xa\nH  irerschviindet  und  dann  tritt  die 

Werth- Bestimmun!;  von  J—^Xiy  und  J''^Xao\s  Hauptaufi^abo  auf, 
Uie  hieraus  sieh  ergebendeti  Ansdriieke  erseheinen  dar)ii  keines- 
wee«  als  ^^  ill Kührlieh  zu  bestiinmende  ronsianten,  soiidt m  als 
Grf!r)zn prtlii'  der  in  Fra^e  stehenden  Siuniiien.  Diess  Loiüial  z.  13. 
b»i  l>ar>t»  lliiii2j  der  Suininrnausdriicke  liir  die  reciproken  Potenz* 
Kciberi  und  Facultiiten-Iu  ifieii  vor,  womit  u  ir  uns  naher  hier  besrhlir- 
ti^en  wollen,  wobei  wir  jeiloch  den  Sprachgebrauch«  wie  er  sich 
eiaaui  gebildet  hat,  beibehalten  werden. 


{.  2. 

Wir  wenden  uns  nan  aar  Summirung  der  redproken  Potena* 
feibeo.  Die  Ausdrücke,  welche  hier  in  Betrachtung* kommen,  und  die 
sich  in  den  oben  genannten  Schriften  entwickelt  finden,  sind  in 
allgemeiner  Form  folgende: 

 1^  1  p.^x 

.  -^.T)»  
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4  Oetilnger:  Beitragt  wrSummtrung  Mkitu 

Bei  unendlich  zanehmendem  n  verschwindet  die  twfllte  Reibt 

und  die  erüte  bildet  deu  Greuzwerth  für  die  uoendiich  fortlavfeDde 
Reihe: 

1  1  1  1  L 

5  ^  (S+Jijf  ^(«T2Z7)P  +  («+ajj7)P  +  (p-l)ad»-i4Ä» 

Die  (  oellicieiiten  der  einzelnen  Glieder  sind  die  BernouUibchen 
Zahlen.   Der  Kürze  wegeu  be<ieutet 

Tn  2)  §.  I.  hat  man  fiir  ein  geradet^  und  ungerades  n  su  uq- 
terscheidea.  £s  entsteht  dann: 

,      1  1_._J  L_  ^ 

1  p.Jx 

1       1     ,     1  L_.   ,     ^  ^ 

1  p.Jx  

r;>l3(^g)>  Ms(^^)^ 
+  8(ä+(2»-2M*)'+'""4(x+(2ii-2)^:/:)p-*'*     ' ' " 

Wkd  das  Schlassglied  in  3)  auf  die  rechte  Seite  gebracht,  ao 
gewinnt  man  aocb  eine  xweite  DaratelluDg; 
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04iiim§9r:  B9ittä§€  mt  aitmmirun§  dir  HHkm*  S 

»_      J      ,       t  1_      .  1  _ 

 1   p.J.r 


B«i  Qoendlich  waebsenileiii  i»  FerscbwiDd^n  die  «weiten  ReflM« 
fai  Sj'-CO  and  es  ergibt  eich  dann  folgende  Grenswertb*Beetimmiiog: 

1         1  1  I 

Die  CoefficienteD  der  Glieder  dieser  Reihen  sind  die  Vorzählen 
der  ersten  negativen  Aulätuluiigarcihe  und  liabeu  folgende  Wertbe: 

'     UM  i#  3202291 

-^1  ^  221930581 
^•=4*  -"n^  g  

.*  1  ^722116521 
ilij--^,   j  $ 

^1  ^  968mi688«27 

1\    }   ^     n  „  14717607114151^ 

„31                „  2093<M>Ob79252(i71 
iV^s-j  »  «»w^  8  » 

„691               ^  86125672963301143 
^7=-g-»  iwi«=  4  ^» 

^     4561             „  129848163681107301953 
JifÄ=-j-»  ^ir^  gj  ■ 


>#    MM  86832Q3961O4960823611 

'*»='Tä — »        ^11=  4  • 

«.  n.  w.  Sie  divefgiren,  wie  die  BernouUiecben  Zahtot  iebr  aterir. 


L.yiu-cd  by  Google 


§.  3. 

Wendet  man  nun  die  Gkiobungen  des  rorigen  Paragraphen  fKif 
besondero'FäUean  ond  setzt  «  =  1,  Ja:  =  \,  so  entstehen  die  reci- 
proken  Potensrelben  der  natfirlicfaen  Zahlen.  Aus  1)  $.  erhilt 
man  sofort: 

1        I       ^   L   ^ 

')       H  2p  +  3,.  +  4P  +  •  •    —     ~  ^  2»r 

6p  bestimmt  sich  auf  die  bekannte  Art,  indem  man  einen  Wertb 
für  71  annimmt,  diu  l>Pi»leitendc  IxiifH?  von  der  rechten  anf  die 
linke  Seite  bringt  nnd  hic^raus  die  Zulilcnwerttie  ffir  (^p  horechnet. 
Auf  iWcf^G  Art  sind  tlle  Werthe  ftlr  (J  für  die  40  ersten  Potenzen 
berechuet  und  in  der  uacbfolgendeu  Tafel  zusammengestellt. 


Digitized  by  Google 


f)  Ci»!,  «44  «34  066  848  226«, 

C,ä1.  202  056  903  159  5942. 
C  4  =  1,  082  323  233  711  138i, 
e  6=1,  036  927  755  143 .3699» 
€•^1,  077  343  061  984  4491, 
C  7=1,  008  349  277  381  9227. 
C  a  =  l,  004  077  350  197  9443, 
C  «=sl,  m  008  392  826  0822, 
Qo^l,  ODO  994  575  127  8180, 
C„  =  l,  000  494  188  604  1194. 
C|a=l.  000  240  080  553  3080, 
C,3  =  l,  00t>  122  713  347  5785, 
000  061  248  135  05^. 
Q^ssl,  000  030  588  236  3070, 
e,e=l.  000  015  282  259  4086, 
C,r  =  l,  000  007  637  197  6379. 
C,0«1.  000  003  817  293  264  99, 
C;9=l,  000  001  908  212  716  65, 
Cio  =  l.  000  000  953  962  033  87. 
Cji  =  1 .  000  000  476  932  986  78, 
C^sl,  000  000  238  450  502  66, 
CW-t*  000  000  119  219  925  96, 
C24=I .  000  000  .059  608  189  051  258. 
Cto  =  I,  000  000  029  803  503  514  650, 
€^=],i)00  000  OU  901  654  839  365« 
C^=l,  000  000  007  450  711  789  836, 
•     C28  =  l,  000  000  OO;)  72.)  334  024  789, 
C»  =  l,  000  000  001  802  059  723  512. 
C^=:l,  000  000  OÜO  931  327  432  420, 
C„:=sl,  000  000  000  465  662  906  004v 
Ci,=  l,  000  000  000  232  a3l  203  307, 
Ci,  =  l,  000  000  000  110  415  501  727, 
C^ssl,  000  000  000  058  207  720  879» 
C^=:l,  000  000  000  029  103  850  445, 
Cie  =  l.  000  000  m)  014  551  921  891. 
Ciy  =  1 ,  000  000  000  007  275  959  835, 
C^^l.  000  000  000  003  637  979  647, 
000  ODO  OOO  001  818  989  660, 
€«0=1,  000  000  000  000  909  494  784. 


Fflr  die  17  ersten  PotenstD  stnd  sie  auf  16  Dpcinmlf^telien» 
von  der  ISten  bis  236ten  Potenz  auf  17  Stellen,  von  der  24sten  bU 
4O0toii  auf  20  Stellen  bercclinet.  Die  '2late  Stelle  Ut  zwar  aoge- 
gebeo,  ihr  Werth  ist  jedoch  nicbl  ganz  sichert  Aher  nicht  wähl 
mehr  als  nm  die  Einheit  unsicher. 

Euler  hat  die  Werthe  der  C  bis  zur  Uten  Potenz  (Diffe- 
renzial-Rechnnng  2tar  Tbeil  §.151)  und  darunter  einige  un- 
ricbtip:  ani;c£;eben;  Legendre  bat  die  unrichtigen  berichtigt  und 
die  Werthe  bis  zur  Saaten  Potenz  (Traitö  d.  fonct.  ellipt.  T.  IL 
p.432.)auf  16  Stellen  berechnet  Die  von  Legendre  angegebenen 
'Stimmen  mit  den  hier  mitgetbeilten  !M^ertben,  mit  Ausnahme  von 
flbereln»  wo  die  16te  Stelle  dlAerlrt 

Die  besondem  FfiUe»  die  sich  aus  1)  ergeben  sind: 

3)   1  +     +       p--- f  ^ 

III        1        1        1  5 

^  "•"gl  +5»  +  4p+****JJI 

^       1    .   l       ^   .  JL       1    ,     3  5 

m 

1      1      1       ^  1 

=  «-4  -  ai  +  2««"" äs?  +  e«' — ft»» + 2«" ""w**^- 
1.1  1 


1     1  __L_.  JL  ^ 

=  W  -  fii  +  2„»- 12»4  %»«"'2»w+8.»**~  ßii»*+*  ' '  * 
1.1. I.l.  1 

1       1       1^7        1   .    33  91 


Ly  Google 


i+i  +  i  +  lo.  1 

7,7       11       143  165 

* 2*    3* !•  '  •  *  •  5* 

_^_JL,    L__^.J  33^      143  200 


1.  s.  «r« 


$.  4. 

m 

Um  die  äiimnienausdriicke  fiir  die  reciproken  Potenzreih 
mit  ab%vechselnden  Zeichen  %u  erhalten,  hat  man  xssj,  ^j;  = 
in  tij,  4)  und  5)     2.  zu  setzeo.   Hindurch  entsteht: 


n      1  I4.I   I4.  1 


^"''*'2(2ii--l)P    4(2«  — l)Fr»"*'Ö(2w  — 1)P+»  • 

4(2ii^  1)P+»    16(2»--i)i»+'   ^'"''2(2^ 

*  4(2w)M-i  +  4(2ii)F+»    IS(S5m^  ^ 


Der  Werth  Dir      iat  bei  uneDdlicb  wecliseiidemiii 


OUtin§^r:  9tUr4H  Mir  Smmmirtmo  tftr 

^  ,1.1    1  1 

Er  bestimmt  sieb  auf  folgende  Weise.  Werden  auf  beiden  leiten 
der  Gleichung 

dia  geraden  Glieder  doppelt  abgezugeu»  eu  euUtebt 

und  hieraus,  wenn  der  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung  einge* 
fuhrt  wird; 

Hiernach  erhält  man  au«  ü) 

Es  lassen  öich  daher  die  Werthe  der  H  aus  der  Tafel  2)  $.3. 
ableiten.  Die  sich  ergehenden  Werthe  «ind  in  der  uach^tebeudeo 
Tafel  «ntbalteu. 


0^iJimff€r:   Beiträge  zttr Summirunff  der  Reihen, 
6)   H  t  =»g2  =  0,  693  147  180  559  8453  


=0, 

822  407  033  424  1132, 

=  0, 

901  542  677  369  6957, 

 e 

=  0, 

947  032  829  497  2460, 

 ii— 

==0, 

972  119  770  446  9093. 

=0, 

985  551  091  2^)7  4351. 

Vir 

992  593  819  922  8302, 

=0, 

99<5  233  001  852  6479, 

=  0, 

998  094  297  541  6054, 

=  0, 

999  0«J3  507  598  2225. 

=  0, 

999  517  143  498  0607. 

=  0. 

999  757  685  143  8584, 

*  -* 

91KJ  878  54-2  763  2652, 

=0. 

999  939  170  345  9798. 

=0, 

909  969  551  213  0993, 

=0. 

999  984  764  214  9061. 

=0. 

999  992  378  292  0411. 

-0. 

999  996  187  869  610  11. 

=  0. 

999  998  093  508  171  68, 

=0; 

999  999  046  611  581  52. 

=0. 

999  999  523  258  215  54, 

=  0, 

999  999  761  613  230  98, 

=0, 

999  999  880  801  318  54. 

=0, 

999  999  941  398  892  394  628. 

^2A 

-=o. 

999  999  970  198  856  962  833. 

^2Ä 

=0, 

999  999  985  099  232  007  569. 

//^ 

=0, 

999  999  992  549  550  484  964. 

=0, 

999  999  996  274  753  400  110. 

=0. 

999  999  998  137  369  418  112, 

=0, 

999  999  999  068  682  281  455. 

=0, 

999  999  999  534  340  3:30  655 . 

=0, 

999  999  999  767  169  915  951 , 

^83 

=0, 

999  999  999  883  584  858  057. 

i5/,4 

=0, 

999  999  999  941  792  399  047. 

=0, 

999  999  999  970  896  789  530. 

^« 

=0, 

999  999  999  985  448  091  444. 

=0, 

999  999  999  99:}  724  044  607. 

=0, 

999  999  999  996  362  021  933. 

==0. 

999  999  999  998  181  010  843. 

^40 

=  0, 

999  999  999  999  090  505  381. 

Hieiana  ergeben  ekfa  mni  felge»4e  beeonibreiii  VlUe: 

*    2»^3«  (2«)« 

— ^••~2(2n)«    2(2n)»  "~2(2n)»  "**  2(2fiy"'2(2»)«"^  2(2tt)"  ' 
11     1  _J_ 

_  13  S         21  153  1706 

•"^»    2(2u)»  +  4(2ft/"'4(iiij«  +  4(2«)»    4(2ji)>o  ^4(2»)" 

_  1  l  5         14        255  1706 

-"^^  2(2«)*  +  (2«)»     2(2»)'  +  (2»)»    2(2«)"  +  (2«)^»     * ' * ' 


2»^3»^4»^*'*'  (2»)* 

—  II        1  5         35         03         2805  l>]lf>5 

— ^«""äp«)*  +  4(««)«  +  8(2«)*  +  2(2»)»    8(2«)»    4(2«)»«    *  *  — 


1  3  7         63        1683  31031 

— 2(2/0^  ^  2(2n)'''2(2n)»    (2/0 "*2(2fi)"  ^  5(2«)»»"" 

» 

1.1      l  1 


1  ~  «I  + !»    jir  • 


2»  ^3^    4»^-r-  --  (2«)' 

_  1  7    _    21         231  7293 

""-*''*^2(2«)T"*^  40»)»    2(2»)*^  +  2(2«)«    4(2»)i«"*"  "* 

1  2         15    ,   198  7293 

=^i-S^+^-^)ir  +  0S)ii-j{55a+  •  • 


u.  w. 


Miimf€r:  BHirdge  war  Bmmiänm§  ^  HHkm  \% 

_       1   _    I         1     ,    1         17  31 

^«  *♦* 2(2ii)  ^  4(2n)» ""SCSO'  +  4(2«)«"'  16(2ii)» 4(2Ä)®*"— ' 

1         1         1         1    ;  17 


giT^a    4»  ^••••^(2»— 1)* 

''•+2(2jt)«^2(2ii)a     2(2it)*  +  2(2«/     2(2»)»  ^2(2») 

i  1         _J  3  17 

''^"*"12(2«~l)*'"2(2iir-l)*+2(2»— 1)»  2(2ii-|)'^^2(2»— i;»^""' 

1  3  5  21  153 

^*    ä(Si?  ^'4(3ji)*    4(aii)«  +  4(2»)»    4(2ii)w  + '  * " 

_1  3_        T)  n  153 

^»+2(2ii-l)«  4(2ii-l>«^4(Si=lp  4Ciji-l>«^^4(«ii^l)*«"'''" 

*    2*  +3*    4*  (2«— 1)* 

2(2«)* (2ii)»'"2(2«)7     (2h}»    (>i)»r    (2«)"""**'  * 

1   1_  5  14  «l  

**"*'2(2»--l)*    (2«-.l)»  "*"2(2«-.^^"(2«-l)«+(2»-l)""^* 

1  6         35         03        2806  22165 

^*+2(2ji)»  +  4(2«)«    8(2»)«  ^  2(2«)w""8(a»)«"*'  4(5)^r"' 

«     _1  S  38     •       63  2805 

^•+2(2«— !)•  4(2»— l)«+8(2«-l)«~2(2»-l)^o+8(2«-.l)»'"— 


_  1  3  7     .  16S3 

1  3  7  63  10)83 

""^'^^CÄ/  ^ 4^J)«    2(2») w    2(2ii}>«    4(2»)"  ^ 


• » •  • 


1  7  21  m  7253  

''*'2(2»— 1/   4(2»— 1>»^2(2«~1)»«   2(2«— 1  j »*'*^4C2jt— 1)**^"^ 

o.  8.  w.  Die  Torstebenden  Reihen  geburen  zu  den  balbconver- 
gcoten  und  man  kann»  mn  die  nfilhige  Genauigkeit  zu  erbaltes, 
ihren  Reet  beatimnien. 

Obgleich  die  Njiitterii  Glieder  fffrHeihe^)  sehr  divergiren,  so 
Bind  doch  ihre  Sumnien  durch  tiie  in  5)  anuou;el>enen  Wertho 
bestimmt.  Man  kann  nun  diese  Gleichung  benutzen,  um  den  Grenz« 
Werth  der  Vorzahlen  der  ersten  negativen  Anfiitarangareibe  an  be- 
atimroen.  Aue  3)  bat  man  nämlich 

11     11    17    31    691  4561 
ig2— 2  +  ^— g  +      jg+ ^  —  ^  +"4  •••• 

Die  Vorzahleo  der  ernten  negativen  Anfatufungsreibe  haben 
folgenden  Zeichenwechael : 

1    11    1    17    31  m 
2-4  +  8-4+16^  4     S  • 

Aendert  man  nun  in  der  vorstehenden  Gleichong  die  Zeieben 
nnd  zählt  naeb  der  Aendemng  die  Einheit  atf  beiden  Seiten  m, 
eo  wird 

g)^  l-.|gtea  a06  602  81d  440  0648.... 

1    1    1    1    17    31^091    4561  , 

'*4-4+8"i  +  IS""T+"5  • 


Die  bisher  p^efundenon  Resultate  geben  Veranlassung  zu  noch 
weitern  Aofrenduogen.   Setzt  man  a^^l,  in  1)  so 

caMeht 

J>   i+S  +  gp  +  ..-.j2n+l)p—2(p— 1)^2^6  Ift 

%J5  I  1  p 

Ii»     •  •  •  • 


Fflr  «in  onendlicii  waeiwanilei  n 

2)  -  ^^^ 


2(^-1) +2 +6  "15  ^  63  15 

Ans 

III] 

erhält  man,  wenn  die  geraden  (vlieder  auf  die  rechte  Seite  ge- 
bracht werden : 

III 

HItrau  aad  mm  10  vbfiU  m* 

Dntli  EfnMnmg  dlem  Warthes  In  1)  stuioiit  nto 

Ift   1    i    1    i  ^     — n  1 

^   *  +31»  +  5P  +  7F  +  •  •  (5+1)?  -     -  3^l)(2ii+l)f-i 

2(56i+l>F    6(2«  +  l)p+i  ^  löCinVl)»^»  ~'63(2»+l)i^r- 


OttUnftr:  BtUrigt  mtr  Stmmtnmf  ätrlMt*»' 


ÜMtiiBint  mu  Dan  di«  W«rtbe  der  Dp  «m  n,  »o  «tgibt 
MgMMto  Tafel: 


6) 


/>,= 
/>-,= 

1»,= 

/),= 
D,= 
/»,= 

Ao= 
/)..= 
A«= 

A.= 

/>M  = 

/>3i  = 


iiiiMiiiii: 


233  700  550  136  1698, 
051  im  790  204  6451, 
OU  678  031  604  1921, 
004  628  782  795  1306, 
001  447  076  640  9421, 
000  471  548  052  3763. 
ÜÜO  155  i:y  0-25  iUtil, 
000  051  345  183  8438^ 
000  017  041  363  0449. 
000  005  666  051  0901, 
(MX)  m\  «85  84.S  5832, 
000  ÜÜO  628  055  4219, 
209  240  5193^ 
069  724  703% 
ÜÜO  OOÜ  ()2.'3  237  1574, 
000  000  007  744  8395, 
000  OOÜ  002  581  437  55, 
000  000  000  860  444  U, 
000  000  000  286  807  09» 
000  000  0(K)  095  601  16. 
000  000  000  Oil  >>00  77, 

,  000  000  000  010  622  20, 
,  000  000  000  003  640  722  94, 
,  000  000  000  001  180  228  74, 

000  (X)0  (KX)  000  393  413  47, 
,  ÜÜO  000  000  ÜÜO  131  137  40, 
[,  000  000  000  000  043  712  45, 
000  000  000  000  014  570  81, 
000  m)  000  000  004  856  94, 
000  OOÜ  (X)0  000  001  618  98, 
000  000  000  OOÜ  OÜO  539  66, 
000  000  000  000  000  179  89, 
000  000  000  000  000  059  02, 
000  000  OOÜ  000  000  019  98. 
000  000  000  000  000  006  66. 


L.iijui^cd  by  Google 


(feiiim^er:  Beiirdgt  turSummirung  der  ReiAtn,  17 

Hieraus  ergeben  «ich  folgende  besondere  Fälle: 

III   I  1 

*  +p  +     +  7«  ^      (2« i        ^*    2(2»  +  1) 

_1  1  4  16 

^  2(2i+l?"~3(2it  j-l)»"*"  15C2ii-|-l)»""2lC2it+l)7  +  '  — ' 

III"        1      _  I 


3*  ^  6»  ^  7»    •  •  •  (2fi  + 1)»  ""^^3  4(2it 

,      1  1      ,      g  8  , 

*  2(2» + !)■    2(2fH  1)*    3(2/1+ 3(2» + 1)«  + 

1     J_    J[   1  ^  1 


34  1  54x74^-  •  •(2,i^l)4— 6(2»+l)> 

I  2  5  64 

2(2«  +  l)*    3(2H  +  l)*+4(2n+l/  9(2«+l)» 

^  +  ^  +  5*  +  ?*+  ••(2»llp~^*~ 

_1  ?_4._2  16  176 

+  2c2n+l)»    6(2»+l)«'*^3(2n+l)«  (2»+l)w+(2«>l)W-*" 

1.1.14.14.   n  -^il_ 

*  +  34  +  6«  +  7«  ^  •  •  (2»+l)ö-  ^«  lÖC2»+i)» 

 1  1  66  32  2112 

2(2«+!/    (2n+If  +15(2«+1)»    (2»+l)"  '*"5(2«+l)M— ** 

1^  Jl^   1_   1 


y-r  57^-77 -r...^.^^l^y-«^y  12(2»+!)« 

1  7       ,  ^  ]7ö   «  4570 

+  *Ai'^  +  l>'     6(2«+l)«+6(-2»+l)W    a(2»+l)W  +  5(2»+l)M— 

l+3e  +  5«+Ji+--  (2ii+l>»  =  ^»  "  I4(2ii-f  1)«^ 

1              4             8        •     704  0152 
+  2(2«  +  l)«    3(2ii+l)«+(2«+l)"""7(2»-».r)i»  ^6(2«+l)»*  


i^yi  u-cd  by  Google 


W         0eiitnffer:  ßetirdpe  nur Sunmirutiff  dir  Mttkm. 

Settl  mm  «aü  umd  ^«»3  «od  1  ttatt  •  in  I)  m 
entotehf 

NuD  sei 

J      1      1  !  ^ 

Min  lifti  aber 

I 

Aon  fi)  und  3)  ergibrtieb 

1 

und  hieraus 

III  ]  1  * 

^  ä(2ii)P  ~  a{2ii)P^*  ^  15(2ii)H-»    63(2»)!»+»  16(2ii)H-^ 
Ans  4)  leitet  sieb-  folgende  Tafel  filr  die  WeHbe  der  F  ab. 


i^yi  u-cd  by  Google 
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6)  F^el,  411  233  Öia  713  OMNI, 

F.ai,  150  257  112  894  9492, 
007  645  202  106  9461, 

iFi=l,  032  403  992  348  2303. 

/'«=:1,  015  895  085  343  5070. 

Fy  =  ],  Oü7  877  728  729  5402, 

F,  =  l,  003  922  177  172  G4ö2, 
001  957  047  042  2384, 

i^io=i>  000  077  533  7Ö4  7733, 
000  488  522  653  0293^ 
000  244  200  704  7248, 

l^it-lt  000  122  085  292  1567, 

fi4=l,  000  061  038  804  5395. 

F„=l,  ÜÜO  030  518  511  0038, 

F,<,=1 ,  000  015  259  022  2512, 

Fir=l,  000  007  629  462  79«, 

i"»«  1,  000  003  814  711  ^4  4. 

F|gs=l,  000  001  907  352  2724  3, 

^20=1,  ÜÜO  ÜOO  053  675  2261  7, 

^4,  =  !,  000  000  476  837  385  62» 

^S2»l»  000  000  238  418  635  79,  ' 
000  000  119  209  303  76, 

#«4=rl,  000  000  050  604  648  328  315, 

i^25=:l  ,  000  000  020  802  323  275  909, 

F2e=:  I ,  ÜOO  000  0i4  901  161  415  898, 
F„^\,  000  000  007  450  680  652  436. 
JFi,=5l,  060  OÖO  003  725  290  312  340, 
Fm=1,  000  OOü  (H)l  862  Ü4ü  Jo2  7U0. 
F3o=l,  0(>0  OfH)  OOÜ  0;{1  322  575  483, 
^3,  =  !,  000  000  000  465  661  287  525, 
^M^l,  000  000  OTH)  232  830  643  708, 
^s»=l.  000  OOO  000  116  415  321  840, 
F^.^J,  000  000  im  058  207  660  016, 
i'34=l,  000  ÜÜO  000  029  103  830  458.  ' 
no=:l,  000  000  000  014  55]  915  229, 
^»7=1,  000  000  000  007  275  957  614, 
F,8=:l,  000  000  000  003  637  978  807, 
F,9  =  l,  000  000  000  001  SIS  080  404. 
F^^X,  000  000  ÜOO  000  909  4U4  701. 

uidui^cd  by  Google 
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7)   ' +  p  +  ••••0gj^ 

—         4»    2(2« ~  SöiSp  ^  löCiii)*    2i(S)* 15^1)^  • 
' +55+43 +6»  +  --*(2«)» 

 L_.  J_  _A^^ 

4(2ii)*  +  2(2ii)»~2Ci«)«  +  3(2ii)«^3(2»)« 

1    i.    i.     ^  1 


^        6(2ii)>  +  2(2«)*    3(2»)*  +  4(2»)^    9(2n)»  +  (2»)^*"  * '  *  * 

1   ■  Oft  •  .Ift  •  •  •  •  /O 


2*^4*^0*^  •••(2tt)» 
^ '^•~6(2n)4    2(2«)* ""6(2«)«    3(2«)«    (-2«)*«  +  (2w)"* 

l  +  2«+P+S«+  *  (2^ 

_   1_        1  1  56       _32^  2112 

lU(2fi)«  +  2(2ji)»""(2ii)y  ^  l6^»'"(2ji)"  +  5(2»)"~  •  • 


 7         28         176    ,  4576 

12(2»)«    2(2iO'    6(2^0»    6(2»)»«""  5(2Jo»"«  +  5(2«) 

'  +  2»'*^  4«  ^  ö»'*""  *(2»)» 


^      .  1  1         4         8        7€5    ,  gi5^ 

""^•""njSr    2(2«)»'^  3(2«)»  +  (2«)»7^7(Sö***6(2«)»*"'' 


Q.  e«  w. 


Euler  bat  in  seiner  Difrerential-Rechniing  (2.Tb].§.  IK7) 
angegeben,  wie  man  die  Werthe  der  D  und  //  finden  künne. 
Di«  Werthe  seliMt  bat  es  nicht  berecbiiet.  Das  voo  ihm  ange- 


i^idui^cd  by  Google 


0tiSin9§r:  Biittäff^  mir  8wnmHwi§  äm'  BHkm$,  il 

pktM  Verfabren  ist  dort  iiacbxMehen.  Die  Summintog  be- 
«biikter  8eib«n,  wie  sie  bier  in  $.4^  {.6  gegeben  ie^  bat  er 
edklni^theiit.  Die  Grand  läge  des  Calcnls  iet  eine  andere,  we* 
mget  bewegiiche  und  anwendbare  als  die  Natur  der  Sacbe  es  er- 
Mert,  weswegen  diess  wobl  bei  ibm  und  in  den  spSter  bierOber 
OMMesenen  Schriften  unterblieb« 

DirCatcul  Iftsst  aber,  wie  man  leicht  erltenn^  die  mannigfal« 
%iteii  Anwendungen  nu.  Setat  man  nfimlicb  sc^l,  in 3) 

f.  1,  se  entsteht 

*^3r  ^  äF    7p  ^         (4«— 1)? 

=  ^  +  f  -  [pl»  +  ieip]5-17.8blr  +  2(4n~l)F 

■**  2(4n -  I)F  H  (4«— 1)1»+»  +  (4»-J)P+»~(4«-l)P+' 

nd  man  kann  nach  der  belcannten  Methode  die  Werthe  der  be- 
glMteaden  Reibe  auffinden.  Die  Snmmirnng  dieser  und  fibnllcher 
ficiben  durfte  aber  schwer  nach  den  von  Euler  gegebenen  Pri* 
•Imtn  au  ermitteln  sein. 


Ii*  QreiiBwertli-Befitiiiiniiuif  derrotensrellfeen  gauzer 
jeMem»  4mtmm  «Heiler  mit  albweeiwelBAeii  Beieliem 

▼ernelicii  eteC 


$.  7. 

Die  Summe  der  Potenzreihen  der  natffrlicben  Zahlen »  deren 
GBedcr  mit  abwechselnden  Zeichen  versehen  sind,  wird  nach 
^•383.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  gewonnen, 
vtnn  dr%=0,  ^x=1  gesetzt  und  die  nOtblgen  VerSnderungen  ge- 
■webt  v\  tirtlen.   Man  erhält 

=  }(an+  D»  +  Jcin + 1  )!>-»  -  J(p),  (2» + 1)»-»  +  J  (p)»(2«  f  I  )F-» 

17 

♦         Ip»-*  +  J^|»)»J0^-•-J(p)..Or-•+ß(p),.O»-»  


Digitized  by  Google 


33         0€  tu  mg  er:  Beiträge  *ur  summinmg  der  Heihen. 
Aus  üt.  362.  wird  bei  den  oMmlichen  VoratuseUungen : 

1  .  .      1    .      ,  .  1,  .       _  .  I 


16 


17 

+  rH^p)r(2n)>-»'-.„, 


Ol 


Hierin  bedeutet 

Die  Vorzählen  geboren  der  ersten  negativen  Aufstufungsreihe  ao. 

Wird  I)  und  2)  snsammengesSblt  und  die  Summe  durch  2  ge- 
tbeilt,  80  eoUtebt:  ^ 

9  l-2i»+3^-4P  +  ....  +  (2»-l)P-(2ji)P  +  |(2ii  +  I)F 


Nnn  Ist 


Diireh  Einführung  eoUteht  aus  3) 


Goq 


QeitiHgtr:  BeUräge  %ur  Summirung  der  JieiAen,  33 

+  |(>«)i->[(i+^p-«-ij 

-  ,^).(2«)»-'l(I  +         - 1] 

m 


•  •  * 

+  ^0P~|.OP-»  +  ^(;;),.Qp-»-|(p)^.Or-»+.... 

Je  grüMcr  »  wird,  desto  mehr  nftbert  elcb  der  Werth  vee 
(1  der  Eiobeit  aod  ßült  bei  ODeediicb  groeeem  n  mit  ibm 

soMmveo.  In  dlceem  Felle  verechwlndet  die  Doppelreibe  In  4) 
vkI  man  erhftlt  deber 


6)   Lim(lF    2i'  -f-  3p —4p — ....  +  (2ft  -     —  Qln)r  -i- 1(2» + 1)!») 

Scbreibt  nen  noo  x  etett  tbi  ond  beieicheet  die  Feietebeede 
Reibe  dercb  Si—y-^af,  eo  bet  men  fttr  «=l  bie  «s«e 

Da  DQO  lei  verllegenden  Felle  Op-*:=1  wirdt  ween  p — kssQ 
Mf  und  dieee  enr  bei  esgeredeo  Zeblee  etett  f  öden  bete»  ee  er- 
geben eleb  blereoe  folgeode  Grenswertbe: 


StA  Oeltiuger :   ßeiirdi/e  »ur  Summiruuff  äet  Reiäen. 

LiiDl5(-"}'-»jr»(-)'^(ar+l)»J=.  + 
Lin,[5(-)«-«ar*(-)'^(:r+l)*J=  . 

Lliii[Ä(-)'-*«'(-/J(*+l/J=+ jj  • 

U.    8.  IT. 

Die  Grenzwerthe  fallen  mit  den  Vorzahlen  der  ersten  negativ«» 
Aufstufungttreihe  zusammen. 

Ist  p  eine  gerade  Zahl  uod  >  1 ,  ao  gehen  alle  Glieder  der 
Reihe  Id  6)  Id  0  Aber,  und  man  erhält 

6)  Llin[S(-)»-»««p(~)'|(a?+  l^P)^0, 

let  psO»  ee  wird  atte  6)  ^ 

9)  LliiiIÄ(-)«-»j:<»(+)«}(ar+l)0]=J- 

Etiler  bat  eich  mit  Beetimmimg  dieeer  Greoawertbe  In  eei- 
ner  DlffereotlaNRechnong  %  ThI.  {.  186.  heachlftigt  Stellt 
man  die  von  ihm  gewoonenen  Reeoltate  io  der  hier  gebrauchten 
Beseicbnong  dar«  eo  hat  man 

Lim5(-)«-*«»s  j, 

Q,    8.  W. 

Oerin  ist  dan  sweHe  Glied  U«<f  1)  «maer  Aebt  gebumen/ 

Es  wird  nun  zwar  nach  dem  Vorgange  von  Euler  allgemein 
angeoemmen»  daee 


9€iiim§tr:  Bdir^e  mit  Symminmg  4$r  MUm.  äHS 


1— ^  +  3*— 44+.,..=0, 
u.  «.  w. 

Ui  Mit  den  hier  i^efundenen  Resultaten,  deren  Begründung  klar 
rorüpst,  stimmt  aber  diese  Annahme  nicht  überein.  Ich  seUe  die 
»Stelle,  Rulcr  seine  Ansicht  begründet,  in  der  Uebersetzung 

von  iMichele«eu  her,  damit  der  Le^er  bierin  sieb  ein  ürtheil 
kMiden  kaun. 

,,!^lan  erkennt  hieraus,  daaa  bei  den  geraden  PotestSteo,  den 

„Till  ausgenoninjen,  wenn  n=0  ist,  die  hinzuzusetzende  GrOsse 
„fcrschwindet,  urid  tlab«  in  diei^ca  Fällen  die  Summe  der  geraden 
^.Anzahl  von  Gliedern  von  der  Summe  der  ungeradeii  Auzabl  hlos!* 
„in  Ansehung  der  Zii(hen  verschieden  ist.  Wer»n  also  x  eine 
„ooendlicb  grosse  Zahl  ist,  so  fallt  diese  Unterscheidung  weg, 
j^weil  eine  unendlich  grosse  Zahl  weder  gerade  noch  ungerade 
genannt  werden  kann,  und  es  müssen  also  dabei  die  ziveifel- 
y^kaften  Glieder  weggelassen  werden«  Hieraus  folgt,  dass  die 
^Smanie  der  Reihen  dieser  Art,  wenn  sie  ohne  Ende  fortlaufen, 
i^Uoss  in  der  blnzuzn  fügenden  beständigen  GrCsse  bestehe.  Au 
itdiesem  Grande  ist 

1-1  ^.  1—1-1,.. ..snj, 
u.   s.  w.** 

Die  hier  enliriekelten  Sätze  lassen  si<:h  leicht  verallgemeinern. 
Setzt  man  in  352.  der  Lehre  von  den  aufsteigenden 
fnnctlenen  2»— 1  statt  »,  so  entsteht 

+  ^^a?)»(x+(2«-lM;r)i'-»-r..... 

Digitized  by  Google 


S«Cit  man  3m  «talt  ti  in  Jh.  963.«  so  entoteht 


Wird,  l\)  und  12)  zusammeii  i^ezahlt  und  durch  2  gemeMen» 
wird  ferner 


•    h  '  , 

geieMeb^n  und  der  erste  Factor  aufigeschieden,  so  gewinnt  man 

1 

— («  +  (2»  -  \}^lx)v  +  2  (jp  +  2« 

-  ^(a:  +2«^;r)f-  "^i^^J 

.     .    »  f  : 

11  *     I  1  * 

IT  ' 

Bei  unendlich  sonehmendem  n  geht  (1  r^^)p  lndleBln- 
a'  -|"  fi^X 

heit  fiber  und  es  verschwinden  die  Glieder  der  Doppelreihe  In  13). 
Mao  erhäit  daher 


Ly  Google 


aeaingtt:  MM^  Mir  amminmg  dSir  MAm.  17 

Hiernach  tiaben  alle  blerher  gehörigen  Reihen  GrenxwerÜie, 

welche  sich  nach  der  Besonderheit  der  fHlle  gestalten  werden. 

Setst  man  nun  a  statt  x,  x  etatt  2»  —  ]  und  h  statt  Jis  io 

ao  sieht  man  hieraoa  för  ein 'onendllch  wachsendes  x 

-,  i  ^ 

15)   Liro[Ä(-)'(fl  ^xh)?{-r  y  ^(ri + (4?+ 1)A)] 

Wird  a=l,  A=2s  2»  3t  4....  gesetat.  so  entsteht 

\^        Uio[Ä(-)*(l+2»)H-)'+H(l+2(«-fl))*]=  0. 

LimrS(-)»(l+2*)»(-)*fH(l4.2(s?+l))»]=  0, 

Lim  iSir-YiX  +2ar)*(-)'+*;(l +2(a:+l))4]  =  Ifi, 
Lim  +2ar)»(-)'+4(l  +2(a:+l))*]=:  0,- 

LüiirÄ(-)*(l+ar)«(-)*+4(l  +2(;r+l))«il=-3ft5. 
Lira L5(-)'(l  f  2;r)^(-)^+H(>  +2(ar+l))n=  0 

Q*  '  S»  W. 

Für  a  =  l,  A  =  3,  /?  =  !,  2,  3. ....wird 

17)         Lira[S(-)'(l  +3(a:+l))i]  =-  i . 

Lim       Wl  +3sW-)'<^H(l  +S(«+1))*J      1 . 

Lim[Ä(~)*a+3a:)8(-)'+4(l+3(ar+l))»]=-|.V, 

Lim t5(-.)'(l  +3a:)*(-)'  f  ^(1  +3(j:+))4]  II 

II.   s.  w. 
Für  flssl,  A=4,  2,  3....  wird 


09iUn§9r:  BHiräse  %ur  Summirung  der  Heiken. 
18)         LI«[S(^)*(1  -|-4ar)H-)'+'(l-f  4(^+1))»]  =-4, 

LinifÄ(-)'(I  +4a;)3(-«)x+i(i  +4(ar+l))»J  =  +  5,5, 

Liiii[5(-K(l+4«)^-)*fi(|+4(«f  lj;^J    +  28,6 

n.   8.  w. 


III    ^nminlriiiig  der  reelproken  F*lciil(AteB«BellieBt 
deren  Glieder  mit  abweehaelttden  Selehen  verMheB 

m 

{.  8. 

Ans  Nr. 351.  und  352.  5,73.  der  Lehre  von  den  aufatei- 
geodeti  Panctionen  ist 

ii^izi  man  hierin 
so  eotstebt 

^    («+(ii+lM:r)Fl-'*+*^  «pM** 
NoD  ist  ans  Nr.  342.  der  oben  angeführten  Schrift 

Feriier  mi,  wenn  y  eine  Function  von  x  bedeutet, 

Durch  Einführung  der  Wertbe  aus  4)  in  3)  entsteht 

8) 


Mtim§eT:  BtUräg*  witrSummimw§  dir  MlMt,  |9 

C&teniebeidet  nao  swiachen  einem  geraden  und  «ogcraden  it 
aad  ftthrt  die  entaprechenden  Weräe  aoe  5)  eiiit  eo  ergeben 
fkl  folgende  swel  Daratelinngens 

1  1  1        _  1  

•  » 
1  1  1  I 

_  „  ;?9l>(^3r)g   ptlH^u)y 

^  bat  hierin  die  Wertbe  0»  1,  2,  3,  4....  zu  durchbofeD.  Setzt 
man  nan  x=^\,  Jx^l,  so  entsteht 

P  P(P  i  1) 


2C2«f  2;i'.i  ^  4(2/i-f  2}p+i Ii  "»"8(2« +2)i'+ai* 

^  2JPI1'*'  4.iF+>i»^aii'+«ii"*"  ^o.ip*^iÄ —  

Für  ein  uneodiich  wachsende«  n  erbaJteo  die  ▼orliegeodea 
Hethea  folgenden  Greozwertii: 


4t        Miim^tf:  MtitfäH'^  89mmHwi9  ^Mtfk» 

-  *  /^^^  .  1  ,  I  .  1  .  \ 
"  lF=Ifr  \2p    4(p+l)  +  %+2)     10(p +3)  + '  •  •  7' 

Diese  Reihe  eeiifergirt  fQr  kiefne  Wertlie  veo  p  Biemllch 
langsam  und  wird  daher  in  dieeem  Falle  nieht  zweckmässig  zu 
gebrauchen  sein.  Die  Grenzvierthe  för  diese  Reibe  lassen  eich 
aber  durch  die  höheren  Integrale  der  Logarithmen  auf  folgende 
Weise  sehr  einfach  bestimmen. 

Im  44.  Bande  des  Jonrnala  reo  Creile  habe  ich  geaeigf» 
daes  i«t 

11) 

J     IgCft-t-Ä^Xö*/--    1.2.3....r":?  l,«-a....r.l.2.3....r.ar 

1        /    6*lg6        50. 6n 
1.2....(r-4)  Vo*.  1.2.3.4  '  24«.  W 


"  I.2U'"*  1 .2. 3....(r  -2)  J.2....(r-2)L2....(r~2K-V 

1/  C(l,2....r-1)^-'^//'-'  \ 

~  f  Va»^»  1 . 2. 3 ....  (r — 1)  "*  1 . 2....  (i^l)  1 . 3 ....  (r- 1)«^*/"^ 

\ßf  1 . 2 ....  r  ^  I  •  2 ....  r .  1 . 2..,.rav  * 
wenn  ^  ^  das  rte  Integral  iwiacben  den  Grenien  0  nnd  x  iia- 


0fS 

deutet,    r^uo  iui  auch 


Oeiiinger:  »iäräf§  Mir  Swmmlnmg  ddr  Mkm.  Sl 


I 

•  ' » 

Setzt  man  oun  p— 1  statt  r  in  11)  und  12),  ferner  a  =  \ ,  6  =  1 
and  =  oder  nimmt  maa  die  Integrale  zwUcben  den  Grenzen 
0  ond  1«  so  erhält  man: 

11V      ^  1.11. 


-  f''  lan  4-  ,.wn,-,r-'    -^"''g^  C(l,2,....;>^l)n~»2>-* 

A    ^     .       3  II  50  ,  . 

^IF»f*    4.  36.  lF-*l»    24*.  lJ»-*H 

e(1.2....p~3)P-'-*     C(l,2....;>— 2)P-a     C(l,  2....p^l)P-"» 

Hier  bedeuteten  die  C  die  Summenansdrüclce  ^er  Verbindungen 
ohne  Wiederholungen  ans  den  einseschlnsscnen  Elementen  zur 
angezeigten  Classe.  Benutzt  man  diese  Darstellung,  so  ergeben 
sich  die  Grenzvrorthe  lür  die  fraglichen  Summen,  welche  alle, 
wie  sich  zeigt,  aui  den  natürlichön  Logarithmen  von  2  zurOcktüh- 
reii«   Hieraus  entsteht 


1 

1.2  ~ 

1 

2.3 

i 

1 

4  5 

^0,380  294  361 119  80O618&...=i^^ 

• 

1  ' 
IV 

1 
2i|i 

Jiji  + 

0,130  294  361 119  390  618  8..»=K;, 

1 

l 

=0,035  307  351  ÖÖ7  704  8Ö700..=A:4, 

1 

IV" 

1 

009  968 165  761 03..==^«, 

99        OttUnger:  MMg^  nm' Simminmf  Oer  MHMem, 
1       I        I  t 

11.1  1 

pji  -  ^  +  gfji  -  4r;i  +....  =0.000  177  875  301)  032  175  7^.r=Kr, 

Fjl  -  äSji  +  äSji  -  4"  +  -—^«^      483 IW  870871 1. 

—  2^    ä^* i¥  ^   ~  ^  ^  3^.=Äi, 

piiji  ~  2*®j^  ^  S'V    i^jÄ"^  ""^  0,OW  ODO  253  940  966  293 3».«.=l^io> 

u.  8.  w. 
Zugleich  erhSIt  iqed  blerans 

16)  /^'^~*lg(l 

 ,        I        .   1        .        1  \ 

"IP-M  \:Zp  +  4(^14.1)  ^8(p+2)  +  16<p  +  3)  +  * '7* 

FOr  Reihen  TOD  bedcbrinkter  Gliederzahl  enUtebt  aus  8)  und  9) : 

,A,    1    JL.JL  _L  i_ 

_y         1  r  f  i) 

'"'^^    2(2»+l)i'l*    4(2fi+l)i'+i|»    S(^+l;j'4  2|i""— 

17^   ^    -L^-L         ,  1 

-     T  2(2ii+2)Pii  +  4(2it4-2)]*+^l^  ^  8(2fi+2)rfai»  + 

woraus  sich  nun  die  besunderea  Fälle  für  p  =  2,  3,  4«  5....  leicht 
ergebeo« 

Es  floilen  nnii  noch  einige  weitere  Anwendungen  hier  gemacht 
werden«  Ans  No.  396«  der  Lehre  von  den  avfsteigenden 
Fanetlonen  int: 

1    ,        1        ,  I  _ 

 1  J  


i^idui^cd  by  Google 


Btttimgtr:  Beiiräiß§  «tr  stmmOnnf  der  MIm«  SS 


(Sa  jide«  fi,  X  wn4  ^ä/  'B%tai  iud  j^asl«  Jm  tsl  imdl  n  — 1 
■Mi      so  hat  man : 

in    '  A  J-^_L^  JL 
"        T  2^11  +  3^11.  +  •••• 

1  1  1 

— ~  ( 1) (ff +1)^31»  - - 

Für  die  ergeben  sich  folgende  Werth e,  welche  die  Grenx- 
warllie  der  io*a  Uoeadliche  fortiaureaden  Reiheo  bildea: 

20)  M^=:l 

Mt  (  ^  0,  05S  (SU .... 

^/j^rO,  010  116  666 

Jf^=0,  001  im,... 

Mr^Q,  m  231  481  48K... 

«.=a  000  028  844  671  201  814  068  966  9.... 

Jf  v=0,  000  m  100  198  412  698  412  698.... 

Ario=o.  000  000  m)  m  435  822  005  451  o.... 

Miiz=z\0-  ^0,  275  573  192  239  858  906  255  573  19.... 
iVi^lO-  KO,  227  746  4d9  867  651  988  864.,.. 
^f,3=sl0-  »0,  173  972  974  898  900  824  826  750.... 
j|f,4=10-i^.O,  123  531  100  437  08U  ;>43  072  249.... 
^„=:10-»2  0,  810  .138  071  m\  408  908  132  264.... 
iir„=10-i>.0,  509  810  915  454  654  431  726  742 
Mtr^lO-^.O,  298  717  333  274  211  681  069  88.... 
i!/,a=10-i»0,  166  37»  838  490  912  986  070  5-26.... 
Jf,g  =  10-«'.0,  867  733  720  477  012  581  234  242..,. 
jraj>=:10-»8  0,  432  665  012  m  227  879  839.... 
irn=10~^«.0,  205  515  881  166  608  244  923.... 

o.  a.  w.  Die  Werthe  der  Reiben  bei  b5bero  p  infloirea  aicbt  mehr 
auf  die  swaatigate  DecimalateUe. 

Setzt  man  2a  statt  n  in  15),  so  wird  I 

JL._   '  .  J  .   L 

**/    aepiJx  ^  (^-^  Axy^'^*  ^  (^-f  2^;r)f     ^  "  "  (sc -t^mJx)/^ 

1  1 

'llieil  XXM,  3 


Ly  Google 


atuimpft:  ßttinlfi  >«r  Smmminmi  der  ätiAäm 


Vereinigt  maa  ditse  filtticbuug  ntt  7)  und  Iheilt  daidi  8, 
tnUtebt 

I.  J  1  1 

_       1  I 

.  ^  .   P'^^  ^ 

p(p-M)(;>-|-2)(^3r)» 
Fflr  Jx^l  gebt  bieraos  bfmr; 

 p  ,  p(pj-^) 

^  Ö(«fi+2)i'W  +  I6(2it  +  2)H"*Ii""'' 
diess  fBhrt  zu  folgenden  besonderen  Ffillen: 

=0»693  147  180  569  945  309  4.... 

1   I  T   

=0,193  U7  150  559  Ü4ü  309  4.... 

1        ,  !  ,3,3^ 

1  ,  X  .  JL  _L  .    _  1 

FIT  +  3*1*    ö*i»  +  7*1»  +  ••"(2«HHy*l^ 

s(MM5  421  463  700  630  200  278.«.. 

 1   115 

^6(2n+2)»li  +  4(2ii-|>2)«i»  +  »(Sm-I-S^^I»  "^^  4(2»+2)«i»+  • 


Ly  Google 


Mümg^r:  BHfHI§»  MT  ßwmmtnmg  der  äiUm> 


^  ft.  w.   Nmat  man  die  begletttaikii  Zahlen,  welehe  die  Grenz 
«erthe  fiir  uoendttcJie  ReiWn  dieser  Art  bilden,  der  BettM  bmIi 
^4»— ^       man  hietttr  folgende  Tafel: 

•»)   N  f  sO,  6d3  147  180  559  94o  309  . 
A  3=0,        147  IHO  559  945  309 
ff  «=0^  .045  421  4^  706  030  208  27 
N^=iQ,  OOB  826  837  964  420  214 
i¥«=0.  001  447  401  860  937  102 
=ü,  ÜOO  204  ()78  395  256  8549 
A^emü,  000  020  413  933  036  343 
iVgsQ,  000  002  810  30^  368  868  8 
iV^io^O,  000  000  280  im  706  567  7 
Aii^O,  000  000  025  394  096  529  8 

ü.     8.  W. 

Di«  WerChe  der  N  hi«sen  eicb  auch  direct  vnd  auf  folgende  Art 
bereehDen.  Wird  —  a  statt  a  in  II)  geaetst  und  werden  aSnimt' 
Kcbe  Glieder  mit  —  I  verbanden»  wo  ist 


1 

+  F=i|iV,*"5u72.3  +  36.iiV*^ 

1  /  &*lg6  60.6^\ 
+  F=5T»W  1.2.3.4  24«.r/V 

1     /    6».lg6  .   2746»  \  . 


Noll  i 


o** 


3* 


Ukhii  ninn  daher  die  Gleichungen  25)  und  11) 
tMH  mH      «b  wird-ttit  Radwaclit  mai  13): 

_l_  /^_iü^  C(1,2,3)H«\ 
"F=»1^^ä»7T*ri  1*11  im  a* 

Diese  Keihe  briciit  ab,  \\vi\n  der  Exponent  von  xP-t  in  1  oder  0 
übergeht.  Ersteres  ist  bei  einem  %eradeuj  letzteres  bei  einem 
üDgerailen  r  der  Fall. 

Setzt  man  non  o=l,  6s  1  und  drssl  oder  nimmt  das  Id> 
tegral  xwiachen  den  Grensen  von  0  bis  1,  «cbrellit  man  ferner 
ji-'l  statt  r,  so  entsteht! 

27)  +  3^  +  ßpil  *        +  ^9 

^|i-«|ga    2^*^1,2. ...y-l)P-^    1     .  C1(I,2,3)» 

.  C(l,2,....6)^  .  C(l,2,....7)0  ,  Cd, 2, ....9)0 

Hieraus  kann  man  die  VVerthe  der  A  direct  berechnen.  Dsr  Za- 
sammenhang  zirischen       M  und  K  ist 

Hlsraiis  bestimmt  sieh  s.  B. 

ir„  «ftOüO  000  023  230  873  836  7....  =  j^,- +  ^-.... 
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Aiw  den  Gleichungen  11),  12),  26)  und  27)  leiten  sich  elDeMeDf» 
kierher  gehöriger  Reihen  ab.  Der  Werth  von  j:  in  11)  und  12)  kann 
Jede  beliebige  ZM  aein;  eben  so  a  und  6.  Ip  26)  ist  diess  oScbt 

dtr  Fall ,  denn  e»  mus«»  ü^ajc  sein.   Dasselbe  gilt  von  26). 

Zagleicb  seigt  sich  au«  II),  12),  26)  nod  27)»  daaa  alle  hier- 
her gehörige  and  den  genannten  Bedingungen  unterliegende  Reiben 
Cheniwerthe  haben  oder  eonTergiren. 

Setit  man  a—l,  6s !•  sss^  und  acbreibt  0— 1  etatt  r*ln 
V),  00  entetebt 

1         J_  t 

=oj=^[(^)'"'<'-K^'r*^] 

^  C(l,2,..,.p-1)p-«r-/l±2Y-'  (-y  /"ini  Y^*  1 
.        1        .   C(l,  2, 3)«  C(l/2>..v.5)^ 

Oieeelben  Wertbe  laeieo  elcb  iu  11)  und  12),  aourle  In  2B)  ein* 
fldireii,  wodnrcb  andere  Reihen  entstehen. 

Nimmt  nmn  11)  and  12)  negativ  und  vereinic^t  die  hierdurch 
sich  ergebenden  Resultate  mit  26),  theilt  daoo  durch  2,  so  ent- 
steht; 

^  ij    lg(6«~oV)"^     Ini"+^:5!T«|i  '6«.4r+M+6«.6HJ|i**" 
o,» 


 jbj-axYAfr (6  +  a£) ,         (6  -  «.t- 1-  (6 

—  i.lr  ia'-         ^  '  2.  Ulla»- 

^2.l^rflr""'  K^  +  ^^/enV*-«*)^] 

.    1    /6*lg6  C(l,2,3,4)»6*\ 
.     1    /6Mg6      C(l,2.  ..6)»6«\  ^  ^ 


—  ax) 


L_ .  _i   ,  i  X  JL  j. 

4»-+»iA   '  OrTllI'^Sr-llll  T*••• 
-^    2^-Hg2.r7(l,t>....  CX1.2V  0(1,2,  3,4)» 

CO,  % ....  6)*    Cd,  %  8)^ 

Diese  Gleichungen  erüffneii  ein«  neue  Gattung  von  Reihen. 
Zieht  man  7)  von  21)  nb  und  Iheilt  das  Resultat  durch  '2,  »n 
entsteht  zur  Bestinunung  der  Summe  einer  Reibe  von  beschrank- 
ter (üliederauzahl : 

1  '  1   l_ 

1  1 


 1     p*j!lx  

__^M4£)^'  L_  Jt^äE^ 

p(p-H)(^x)« 

Wird  hierin  a;  l  und  z/j*  =  l  gesetzt,  so  treten  die  belcniin« 
lenGreas^erthe  (  14)  und  80^)'«uoii  hier  eid  und  ee  entsteht  s 

1  p  pip^rl) 


Aus  der  Gleiehmig 

* 

33)  ^,  =  4il#p-4Äp 

Icann  man  die  Crrnzircrthe  fiir  diese  Art  Reihen  leicht  berech- 
nen. Man  wird  erhalten: 
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34)  9«ei9,aOaS5i  611*410  054  m 
Q  t^sO,  OM  852  819  440  054  4191 
Q  4^0»  010  IM  101  848  9»  366 

Q  5=0,  001  589  828  702  240  452 
Q«i^O,  000  219  204  815  729  514 
«,=0«  000  OaO  803  086  224  653 
9  000  007  030  738  186  471 
0,=0,  000  000  289  799  053  839  5 
<?,o=0,  000  000  026  125  735  264 
ObitsO,  000  000  Ol»  163  222  604 


IF.  Bestlminuiis  der  C^renztrertbe   der  Fakult&teii- 
Rellieii   fiir    la^anze  Zahlen,    deren  Glieder   mit  -mh^ 
wecli«el«idcn  ZeloliM  verliiuiideA  «Ind. 

fr  9. 

Nach  dem  Vorhergebonden  ist 

» 

■  t.  * 

Wird  1)  uQd  2)  zu^aromengexählt  und  durch  die  Zahl  2  getheilt,  ao 
entsteht 

Wächst  nun  n  in  t»  UncrulUcbe,  geben  die  7v\ei  cmteo  GIm* 
der. auf  der  rechten  Seite  in  3)  in  0.  über  und  n^an  bat:  ^ 

4)  tto[«{--)«(*+iiÄ)il'*(— )N44(i+(«i|.l)^;t>4»]aif4|^d4 


Nun  ist  nach  §.83.  der  Lehre  von  deo  au fcteigeuden 
Functionen 

^  *  a       4   +    8        lö  ,  + 

Hiernach  Ut 

6)  Lfm + n^arjFl-'^C- )»+M(ar  +  («  +  1)^x)pI 

— 4  +   ... 

Hieraus  eri^eben  sich  folgende  besondere  Fölle  für  Jjcz=^l 
und  n  —  1  statt  n: 

7)    Liml.5(-)«-»ii«IH'-)»i(»  H)^»*J=i. 
Lim  «»II  ( i(jf  +  l>»|ij  :=! , 

Lim  )•  Hn  +  = 

Lira  [5         ti»IH—)"  i(«  +        =  ^ , 

II.  a. 

^    F^r  ifars2  wird: 

,8)  Llm[Ä(-)-iji*l»(-^)«|(«+l)t|«]==-.^, 

Liml.6(-)»-i«3ia(— ;«  •(«  +  l)3|aj=  -3, 
Llni[S(-)»-»ft4r«(-;-4(„-f  1)41*]  =  -  19,5^ 

Lim  »Äi»       1(1,  + 1)61»] löo. 


«.  8.  W. 


Me«tiMiiiMUMr  Am  «renswertlicii  ««r  lumAUcbcm 


'I» 


Im  §.25.  Nr.  13.  meiner  fbeorie  der  anaiytiaeliea  Fa- 
iialftAtaa  Hm  iah  jgMigi  daka  . 


— —  \  lg(2»+l)  +  i  Ig  3    4(2«+ i) +24.(ii» + 1   "~  2Ü .  (2.i  f  1 )» 
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uL  ttieraiM  eoistebt 


Für  eio  uiieodlicb  u acbsietidejs  yi  erhalt  roao  als  Greiizwerth 
9    Lirnfg-    ^„;^*=:lgy  ^=-0»  2»  811  m  644  717  4.i 


oder  wenn  roan  auf  die  Zahlen  zurückgebt; 

Aua  I)  und  2)  folgt  durch  Zeicheninderung 
-Igl  +  Ig2  -  Ig3  +  Ig4....^lg(2«-I)  +  Ig2ii-4lg(2»+l) 
11  '  1  ^ 


4(211+1)    24(2jt+l)»  ^20(2/4+1}» 
oder 

2"H       _      ;r         1  1  1  

*l-iaV2»n~^         4(2»+!) ''24(2iifl)>'*' 20(2« 

Der  Greoswvrtb  ist  hfefttr: 

^  2»l«  _ 

^    ^'"^  *g  l^y^t^^  =  Ig  V"47g = 0,225  811  352  644  727  4— 
ßei  dem  Uebergang  auf  die  Zahlen  ergibt  sich 


Die  bler  gegebenen  BeatlmmnDgen  gelten  in  aller  Scbitfe  nnd 
heemigen  die  Bicbtiglielt  in  der  Anwendung  nnf  beM^ndeie  TOIe 
sogar  bei  kleinen  Wertben  fUr  n.  So  iet  s.  B. 


2.4.6.8    =  f^-W» 

!g^^=(Mü5  «Ol 

0er  erste  Quotieot  ist  uro  0,0224....,  der  zweite  um  0,00801.... 

dem  obeu  angegebenen  verschieden.    Eben  80  ist 

2. 4.6.8....  24        1,240  840..,. 


1.3.5,7....23V25 


Der  erste  Quotient  ist  um  0,034»  der  «weite  um  Qi012«««.  VfO 
dem  Werthe  in  7)  verschieden. 

Euler  hat  sich  mit  ßestimmuni^  de.«;  Grenzwerthes  von  7) 
(DiffereDtiftl-Recbnung.  2.  Tbl.  $.11.)  beschäftigt  und  deosel- 

be««if  liBiif  Oaclmalelellen  richtig  «Dgegebao*  Oeo  Factor  V^fi+l 
bat  er  Dicht  berffckalehtigt.  Lacrolx  hat  (Traif^  d.  calc.  ä\(t 
et  inttfgr.  T.IU.  p.349.)  das  vod  Eoler  angegeheoe  Verfahita 
wiederholt. 
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Debet  Legeiidre*»  Bewek  dnes  FandamentabatMt 

der  Geometrie. 

Von 

Herrn  Dootar  A.  Ühde^ 

Scbslmtb  BBd  Profeator  tot  Rertofcliebeo  Collcgio  CmtoIIii* 

wu  Branoaehweig. 


L  e  n  il  re  piebt  in  seinen  „E I  r  rn  e  ri  te«  il  o  r  Geometrie, 
IV.  buch,  9.  Satz'*  nach  Crelle's  UebersetEung  (4.  Aufl.  iOtX 
nd  103.)  wöfftJkb  iblgeadan  Lehrsatz  mici  Beivei«: 

„h  e  h  r  s  a  t 

Jede  krumme  oilcr  i^ebrochene  Linie,  welche  voa 
einem  Ende  bis  zum  andern  eine  ausixe bo gene  (con- 
rexe)  Linie  A3fB  umschliess t,  ist  länger  als  die  um- 
«ctiiossene  Linie  AMB.  (Taf.LFig.L) 

Btwei«.  G«MtBt  luo,  itie  Liote  AMB  wttra  ttidil  kfiMr 
iliile,  welebe  «ie  untgelMa}  •#  muM  ^  unter  den  ietct»r*p 
■Mbwendia  eine  ^eben>  die  kfiraer  ist  als  die  libri^en,  und  hw 

kürzer  aU  AMB^  oder  höchstens  AMB  gleich.  ACDEB 
diese  kürzeste,  umschlipssende  Linie;  alsdantk  z.iehe  man 
iwUeben  den  beiden  Linien  au  einer  beliebigen  Stelle  eine  ^emde 
J'infe  PQ,  welche  AI^B  nicht  trifft  oder  Hie  böcbsteng  nur  he- 
rt»bit:  80  ist  die  gerade  PQ  kürzer  als  PCI) Ei} \  set2t  man  also 
^  an  die  Stelle  von  PCUEQ,  so  hat  man  eine  umgebei>de 
APqB  (nkbt  ABQP,  wie  unricbtiic  Kedriiekt  ataht),  weltbe  kun- 
ter  ist  aU  APDQB.  Naob  d#r  \  orausaetaung  bil  di«M  wUm 
idM>n  die  kOraeate  von  llUen:  also  ist  die  VonMaetawig  nickt 
MRkdb  9  «iitfclii»iMi«ll«  iiiMtMi«acm4«i  IMm  MiigM'  ilJM/' 
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Mikaog: 

Dieser  neunte  ^atz  ist  auch  für  die  Lehre  von  den  krum- 
men Linien  wichtig.  Er  konirot  z.  B.  bei  einer  begrGndeten 
Ausmessung  der  Länge  krummer  Linien  zur  Anwendung.  Mae 
sehe  dessbaib  etc....  Legendre'e  ecbarfeinBiger  Beweie  dee 
Satzes  ist  sehr  merkwardig. 

Auch  der  üebcrsetzer  liat  nlso  an  dem  Beweise  keinen  An- 
etoss  gefunden.  Mir  aber  srlitMnt  dieser  Beweis  keineswegs 
stichhahi«^  zu  sein,  und  da  der  8atz  selbst  als  Grundlage  der 
Lehre  vun  der  Hectilication  krummer  Linien  wichtig  genug  ist, 
der  hier  ^euebene  Beweis  desselben  aber  auf  die  Autorität  von 
zwei  60  bedeutenden  Namen  hin  von  Vielen  leicht  ohne  Weiteres  als 
richtig  hingenommen  werden  wird;  so  bedarf  es»  glaube  ich,  kei* 
Der  Rechtfertigung,  wenn  ich  meine  Einfrendnegen  gegen  densel- 
ben hier  au  weiterer  PrQfang  vorleg«. 

,y Gesetzt  also",  «^o  beginnt  der  Beweis,  „die  Linie  AMB 
wSre  nicht  kürzer  als  alle,  welche  sie  anigeben,  so  muss  es  un* 
•  ter  den  letzteren  nothwendiir  eine  geben,  die  kürzer  ist  als  die 
flbricni  und  zugleich  kürzer  als  AiUB,  oder  hiichstens  AMH 
gleich.'*  —  Ist  dem  wirklich  so?  —  Man  trenne  nur  einmal  dio 
beiden  Behauptungen,  welche  hierin  liegen.  Zunächst  ist  gesagtt 
wenn  AMB  nicht  kürzer  wäre  als  alle,  welche  sie  umgeben»  sq 
mdsse  es  unter  den  letzteren  nothwendig  —  mindestens  —  eine 

feben»  welche  kürzer  wlEre  als  sie,  oder  bücbsteos  ihr  gleich, 
^age^rn  ist  nichts  einzuwenden:  die  Folgerang  enthält  nicht  mehr 
als  die  Voraussetzung,  —  Sodann  ist  aber  aueh  liebaoptet:  jene 
angenommene  Linie  müsse  sugleicb  kürzer  sein,  als  die 
übrigen,  eine  kfirseste  unter  den  umscbliessenden»  kt  aueh 
da«  Hingeben  Y  —  Wenn  die  Linie  AMB  nieht  kfirser  wSre  als 
■Me,  welche  sie  umgeben ,  so  fcünnten  diese  entweder  alle  Irilraet 
nein  sie,  oder  unter  den  umsehllessenden  konnten  erst  Te« 
einer  gewissen  Grense  an  die  folgenden  fctlnier  sein  als  die*iiHi» 
ecblossene.  Im  einen  wie  im  andern  Falle  soll  «mter  den  nai» 
■ohliessenden  nothwendig  eine  die  kflneste  sein!  Wesnhnlbf 
Wc«sbalb  soll  nicht,  wie  in  so  vielen  andeien  Fällen,  die  LSnge 
dieser  Linien  In's  ünendlicbe  abnehmen  kOnnen,  ohne  doch 
jcMle  «ine  bestimmte  6rense  der  Kleinheit  erreich«» 
s«  mtls««nf  Wenn  s.  B.  —  nn  nur  an  einen  Ihnllehen  VaN  im 
«ilmievB  —  die  Cserdlnatoo  ^ner  Hyperbel  In  die  Richtung  ihrer 
Asymptoten  gelegt  sind,  wer  wird  dann  bebaopteo  wellen,  «uCer 
den  Ordinaten  detstiben  wflsse  nothwendig  eine  die  kürzeste  sekiY 
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M  dtoirtn  Pvnkttt  aber  beruht  de»  g»ftse  Bevfetet  w«ll  an-> 
W  den  ■nilhlkitirnndnn  Linien  nolhvrendig  eine  die  kflmeittte 
irfBBiMte*  ontMT  llmeii  «ber  keine  die  Ictaeete  eelir  kenn»  ee 
MM  dte  MsebleeoMe  Linie  eeibet  die  kflneste  «efo.  Kann  nnd 
M  nee  eber  ^der  VoHeieata  nicht  lagegeben  wefden»  ee  fUlt 
iunit  auch  die  ^^enze  SehloMlblgemng  iber  den  Hänfen. 

Tausche  ich  mich  nicht,  so  lir^t  Let;cndre'R  Beweise  etwa 
A^eoder  Gedankengang  zum  Grunde.     Zwischen  zwei  Punkten 
A  nnd  ß  ist  die  gerade  Linie  Afi  der  kürzeste  Weg  (Axiom). 
Wm  beliebiger  anderer  Zug  APQBy  der  dieselben  beiden  Punkte 
■H  einander  Terbindet,  ist  länger.  Indem  man  irgend  zwei  Punkte 
dasidben  dureb  eine  gerade  Linie  (Sehne)  mit  einander  verbindet 
Md  diese  statt  des  abgeschnittenen  Stacks  eintreten  Ifisst«  wird 
kr  Zug  verkiirst  Man  kann  ihn  auf  diesem  Wege  der  letzten 
Greese  aller  Verkdrsnng  (der  geraden  Linie  AB)  immer  näher  nnd 
näher  bringen.  Liegt  nun  «wischen  Jenem  Zuge  APQB  nnd  der 
-eraden  Linie  AB  ein  anderer  (ausgebogener,  convexer)  Zug  AMB, 
niuss  der  unischlie.sseude  Zug  bei  stetiger  AnnShermi^  im  die 
»elzte  Frenze  aller  Verkfirzunt;  diese  Z\vische(»i<i enze  AMB  nt»th- 
«rendig  eiiiiiia!  erreichen  und  filiersciireiten.    Der  umsrhliessende 
Zoe  APQB  lässt  .sich  aber  lort  und  fort  verkiir/ni.  r)hne  darum 
laUubören,  die  lAme  AI^JB  zu  umschliessen :  os  :;iel)t  unter  den 
trtn.«chnessenden  keinen  kürzesten  Znjr.    Folglich  niuss  die  Linie 
AMß  selbst  diese  kürzeste  (iren/''  soir»,  welche  so  lange  nicht 
fneicht  nod  uberschritten  wird ,  aU  der  Zog  noch  atisserhaih  oder 
Jeseeito  derselben  bleibt.  —  Wäre  in  der  That  Legendre's 
Beweis  etwa  so  ausgedrückt»  so  träte  das  Unhaltbare  in  demsel* 
ben  de«tlicher  zu  Tage.    Denn  wer  siebt  nicht,  dass  die  ganse 
Sdifesefelge  auf  der  Annahme  fcpernhen  wOrde,  die  Linie  AMB 
Boge  nveli  der  Länge  nach  swischen  der  nmschfiessenden  APQB 
■id  der  geraden  Linie  AB»  als  letzter  Grenze  aller  Verkäranng, 
snd  jene  nähere  eich  dieser  bei  stetiger  Verkürzung  immer  nur 
«an  derselbeD  Seile  der  Zn^schengrenze  AMB,  von  der  Seite  des 
Grusseren,  —  dass  mithin  8till8chweifr**nd  schon  voraussjesetzt 
wäre,    der  umschliessentic'  Zul;    iPQU  sf^i  länijer  ftls  der  um- 
schlossene AMB,  gerade  das,  svas  erst  bewiesen  werden  soll. 

Vielleicbt  aber  seigt  folgender  Einwurf  noch  schlagender  das 
lUalthare  des  Legendre*schen  Beweises. 

Allerdings  setzt  Legendre  eine  au  sgeb  o  i»enc  fconvexe) 
Linie  A  MB  voraus,  von  »elcher  er  beweisen  wiii,  dass  sie  kiir- 
«tr  sei  als  alle  sie  nmschliessenden,  und  bestimmt  zin  or  ganz 
rirhtiii  den  üegriff  der  Convexität.  Aber  man  setze  einmal  in 
*«mem  Beweise  statt  des  eon?eiea  Zages  AMB  Jeden  beliebigen 
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aiflctWI»  vm  von  APQB  umschloiRsenen»  2.  B.  AmBt  dm 
gaiiM  0««rei«  IfiMt  sich  Wort  für  Wort  Meli  mF  flieaen  an  wen« 
i«D.  ^0,  iai  oodi  efcewiowohi  m  belMUiplMc  wm»  die  LWo  AmM 
•kbt  .kfirter  ivir«»  als  all«,  wiMa  afte  «ngeban,  a»  aitea  aa 
aatar  den  Miterea  aeHnreadiig  eine  feliea«  di»  kOnar  «ire  ala 
die  fibrigea  and  saglcM  binar  aia  AwtB  ade(  Idii^atana  ihr 
gleieh;  ACDEB  aai  diene  karzeate,  vmachtieaaende  Linie  ii.a.f.; 
weil  uvn  APQB  aocli  kfirser  aei»  so  «ei  die  Voimaaefiaii^  bIcM 
möglich»  niitliin  seien  alle  nmecbliceffenden  Linien»  wie  ACDEB 
und  APQB,  langer  ala  die  nnecliloaaene  AmB.  Wer  wird  daa 
angeeteben?  —  leb  wenigstens  finde  nicht,  dass  in  Legeadre'a 
Beweise  von  der  Voranssetsung,  die  nmschloesene  Linie  AMB 
müsse  eine  aasgebogene  (convexe)  seio,  hei  den  weiteren 
Schlüssen  irgend  Notiz  genommen»  oder  dasa  ana  deraelben  irgead 
Etwas  gefolgert  sei,  was  die  weiteren  SchlOSae  gerade  nur  auf 
solche  convexe  Zuge  beschränkte  und  die  Anwendung  derselben 
aut  jeden  beliebi<;en  anderen  ümschlossenen  Zug  (wie^fn^ß)  verböte. 

Mp'm<*r  Meinung  nach  i^t  also  der  in  Rede  stehende  Sats 
durch  LeLjeiMlre  6  Beweis  nicht,  und  Oberhaupt  noch  nicht  be- 
wiesen, ja  ich  glaube,  er  lässt  «ich  schwerlich  im  eigeritiicben 
strengen  Sinne  beweisen,  und  begnfige  mit^^h,  hciui  Unterrichte,  — • 
wenn  ich  auch  das  rtDcli  hinsufiicen  chirt  .  —  die  reher?;en  iinri  von 
aeiner  Richtigkeit  etw  a  auf  folgende  Art  noch  mehr  su  runden« 

Man  verbinda  (Taf.  L  Fig.  2.)  awei  Punkte  A  und  B  dordi 
einen  eeavesen  gebrochenen  Zog,  s.  B.  ACDEB f  mA  ausser- 
dem  durch  einen  beliebigen  anderen,  welcher  diesen  unischliesaf, 
s.  B*  APQB.  Die  ConvexItAt  eines  Zages  ist  dadurch  bedingt» 
daiia  man  sieh  beim  llnrcManfen  desselben  von  einem  Bade  hin 
aam  anderen  immer  nnr  naeh  deraelben  Mta,  niemala  rgehwirta» 
an  drahen  hat.  Wird  nun  jede  Seite  daa  eratgenannften  Zagen 
Ober  die  Ecke  hinana»  aa  welcher  man  Sieh  behn  üqrehhuifaw 
deaaelhan  In  die  Richtung  der  analoaaenden  Seite  tm  drehen  hat, 
in  Ihrer  algaaen  Rlchtang  bin  aam  ZnsammefitraSm  mit  dem  um- 
nchilesaendan  Zuge  fortgsantat»  ahm  AC  bla  CD  hia  jr,  «.  a.  f.; 
ao  erhält  man  naeh  dam  bekannten  Axiome»  daaa  die  gierade  Linln 
der  kürzeste  Weg  awiachen  swal  Paahtan  iat» 

AC-^€»<,APx, 
CD\Dy<Cx^*Qy, 
DE'^Et<Dy\-yt, 
EB        <Ei  f  t/?, 

folglich  AC-¥  CD-tD..  +£B+Cx-^Djf^£z  <AP»i^frQ^^9»aiB 

^Cm^Dy^Ei, 
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Ulk  Mch  AnflMbinig  d«r  gldicben  Grtoaen  auf  beideo  Seiten 

ACDhB  <  APQB. 

Iluselbe  liMt  «Ich  angensdleiDlieb  von  jedem  gebrochenen 
dereien  Znge,  tos  wie  vielen  einieinen  geraden  Linien  er  aocfa 
MiauMiigeeetzt  sein' nag»  nnd  einem  beliebigen»  ihn  nniacbliee- 
«aden  Zuge  beweisen.  Setxt  man  nnn  statt  des  nmecblosaenen 
gebieebenen  einen  gekrümmten  eonvezen  Zug»  wie  AMB,  nnd 
4lrakt  aicb  in  denselben  einen  gel^rochenen  Zug  eingeschrieben, 
fe  Hast  sieh  die  LSnge  des  letzteren  durch  bestftndige  Vermeb- 
niDg  selMr  Seiton  der  Lfli%e  des  gekrümmton  Zuges  ln*s  Uo» 
eadMe  nSher  brio^en,  ohne  dieselbe  jedoch  jemals  erreichen 
•der  aberseiirellteii  an  kOnnen.  Und  dann  wird  der  Schluss  er- 
hobt sein:  was  ohne  EioschrSnkung  von  allen  Werthen  gilt,  Uie 
sich  einer  gegebenen  Grenze  in*8  Unendliche  nShern,  das  rouss 
loch  für  diese  Grenze  selbst  gelten.  —  Freilich  macht  diciser 
SdiliMS  einen  Sprwnp,  im  Uebertragen  dessen,  was  \on  unsteti- 
gen Grussen  gilt,  aul  stetige.  Ein  ähnlicher  Sprung  ist  indessen 
bekanntlich  bei  vieieo  mathematischen  üe^timmutigen  gar  nicht 
zu  renoeiden. 

Schliesslich  uill  ich  noch  bemerken,  dass  meiner  Meinung 
nach  die  vorstehenden  Einwürfe  mit  den  entsprechenden  Abaiidc- 
niü|»en  auch  gegen  den  Beweis  zu  erheben  sind,  welchen  Le- 
gendre  im  Vifl.  Buche  seiner  Geometrie  (Lehrsatz  IL, 
Seite  214.  ff.  der  oben  citirten  Uebersetzung)  von  dem 
entsprechenden  Sat/.e  aus  der  FIfichenbestimmung  aufstellt,  dass 
nämlich  ,,jede  convexe  Fläche  kleinor  ist  als  eine  beiieliige  andere 
sie  umschliessende  Flache  von  d( m  Däinürhen  Umfange."  Denn 
IfTeii  (1  re 's  Heweisfiibrung  für  diesen  Satz  ist  im  Wesentiicben 
<tieselbe»  wie  für  deu  hier  besprochenen  Satz. 
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III. 

Ailgemeiner,  leicht  elementar  zd  beweisender  Sats  toa 

der  Rectification  und  Quadratur  der  Curvea. 

Elementare  Rectification  der  Parabel, 
dem  UeraDageber. 


lo  einer  an  Franz  8chooten,  der  bekanntlich  Professor  in 
Leyden  war,  gerichteten  Epistola  de  transmutationc  cur- 
varitm  finenruin  in  rectas.  Dat.  Salmurii,  die  13  Janu- 
aril  A^.  1659,  welche  in  Renati  Descartes  Geometria. 
Francofurti  ad  Moenum  1695.  p.  617.  abgedruckt  ist,  hat 
van  Heuraet*)  einen  allgemeinen  Sata  von  den  Carven  bewie- 
sen, den  leb  in  mehreren  Beaiehiuigen  fär  iviebtig  und  merliwitr* 
dig  halte  Im  mathematiaeben  WOrterbaebe.  Tbl.  IV. 
S.  233.  tbut  Mollweide  dieaea  im  Allgemeinen  wohl  nur  weolg 
bekannten  Satzes  allerdings  Erwähnung,  scheint  mir  aber  desieo 
Bedeotang  niebt  eigentlich  erkannt  zu  haben,  wie  ich  schon  da* 
raus  schliessen  zu  dfirfen  glaube,  dass  I\Iolhvcide  den  Siti 
mittelst  der  Differentialrechnung  sehr  kurz  beweiset,  indem  mir 
vielmehr  die  Bedeutung  dieses  Satzes  für  manche  Unterstichan« 
gen  dnrin  zu  liefen  scheint,  dass  er  sich  .sehr  leiclit  e^nz  <»(emen- 
tar  bitweisen  läs&t.  Irfi  \\erde  nun  den  Satz  zuer.st  ;ni.ssjirt chen, 
un^l  dann  einen  ganz  elt'nieiitaren  Hewpis  für  ihn  ijcbcn  ,  \\  orauf 
ich  vermittelst  dieses  Satzes  die  Parabel  auf  ganz  elemeutareffl 


Su  ist  der  Kante  um  so  eli^n  angegebenen  Orte  geschrieben. 
Mollweide  im  matheiniiticchcn  Wnrterbnche(a. nachher)  schreibt 
Bevroet,  Die  crstcre  Schreihart  haben  aurh  Lacroix  nnd  liingei 
(niathem.  Worterb.  Tbl.  III.  S.  725.)  beihchalten.  Freilich  weits 
man,  das«  in  slUn  lateinischen  Schriften  n  und  ▼  oft  verwechselt  wsrdw* 
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reetlicireD  weide »  was  aber  Jetst  oar  dadurch  nSglicb  ge- 
Mdit  let,  weil  ich  in  einein  frflheren  Aabatoe  (ThI.  XXV.  Nr.  V.) 
«iM  elemeDtare  Qnadratar  der  Hyperbel  gegelien  habe,  die 
Irlhar  behaeBtlieh  nor  mit  Hflife  der  Integralrechnung  m^lglich 
var.  Diese  von  mir  gefundene  elementare  Quadratur  der  Hyper^ 
M«  mit  Einscblnee  der  ganx  elementaren  Theorie  der  Logarith- 
Ma,  und  die  nun  von  mir  gefundene,  gleichfalla  ganz  elementare 
Ractiicatleo  der  Parabel  werde»,  eo  hoffe  ich»  weaeotiich  aar 
FMcning  des  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  und 
des  Uoterricbts  in  diesem  so  ungemein  mchtigen  und  interessan- 
ten Theile  der  Mathematik  beitragen.  Deshalb,  und  zugleich  noch 
ans  anderen  Gründen,  glaube  ich  auch,  dass  der  8atz  von  van 
Heiiraet  \n  tiie  Elemente  der  iVlathuiuatik  auffrtnominen  >ver(len 
ruuss,  indem  er  mir  überhaupt  mancher  nichtigen  und  interessan- 
ten Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  wie  ich  am  Schlu^s  die- 
ses, wenn  auch  durchaus  eigentlicii  nur  der  elementaren  licctiü- 
cation  der  Parabel  mit  Htilfe  der  von  mir  früher  gefundenen 
elementaren  Quadratur  der  Hyperbel  gewidmeten  Aufsat/os.  noch 
an  einem,  schon  von  van  Ueuraet  selbst  gebrauchten  Beispiele 
«eigen  werde,  zuqjleich  aber  die  Leser  des  Archivs  aufTordere, 
ihre  Aufmericsamlieit  der  weiteren  Anwendung  dieses  8aties  an 
widmen. 


m 

In  Taf.LFig.  3  seien  A'F*  und  J^Fi  swei  gana  belle* 
bige  CnrTeUy  und  AF  sei  eine  beliebige  gerade  Linie» 
anf  welcher  AAx  und  FFx  senkrecht  stehen.  Wenn  dann 
i  eine  beliebige  gerade  Linie  von  bestimmter  Lfinge 
beseicbnet»  und  ffir  Je4«m  Punkt  P'  der  Cnrve  A^F'^ 
la  welchem  die  bis  cur  Linie  AF  verlängerte  Normale 
der  Cvfve  die  Linie  P'N  ist,  die  Proportion 

oder  die  Gleichung 

PP'.PPt^l.P'N. 

wo  PPi  auf  AF  senkrecht  steht.  Statt  findet,  so  ist 
die  Fläche  AAiFFi  gleich  dem  Rechtecks  unter  der 
Linie  l  and  einer  der  Curve  A*P  gleichen  geraden 
Linie»  oder  es  ist: 

l'k«il  XXVX.  4 


00 
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•B  6  «r  e  I  s. 

f.  In  Taf.  I.Fig.4.  stehe  auch  QQi  atsf  AF  senkrecht  I>«iikt 
man  sich  nmi  durch  den  Punkt  die  BcrQhrende  P*//  an  die 
Curve  A^F'  gezogen  und  bis  zur  Linie  vcrlHiicrert,  so.stod» 
wenn  man  noch  durch  P  und  P,  mit  AF  die  Parallelen  P'q'  und 
P,^i  zieht,  die  Dreiecke  PP'üf  uod  P'p'q'  oieobat  «iMndir 
ftbolich»  aUo 

folglicb 

PP'Pp'^PQ.RN. 
Nach  der  Voraaeeeteuiif  ist  aber 

PP.PP^^zX.P'N, 
also«  wenn  nMi  In  dIeaeGleicbang  mit  der  vorliergeliendeii  dbMIif  i 

fblglicb 

« 

PP^.PQ=zk.Pp' , 

oder 

PP^Qq,=:l.Pp',  ' 

II.  In  Taf.  I.  Fig.  5.  (helte  man  nun  die  Linie  AF  in  eine  be- 
llobige Anzahl  gleicher  Theile  AB,  BCy  CD,  DE,  £F,  und 
errichte  durch  alle  T beilpunkte  Perpendikel  auf  AF,  welche  die 
beiden  Curreo  in  den  Punkten  A',  B',  C,  D\  E\  P  und  Ai, 
Ca,  />i»  F|  Bcbneidem  Durch  die  Punkte  A\  B',  C\  iy, 
E',  F'  denke  man  sich  an  die  Curve»  in  der  diese  Punkte  liegen. 
Berührende  gelegt,  und  verlängere  diese  Berührenden,  bis  sie 
sich  in  den  Punkten  a',  6',  c',  d'»  schneiden,  dorcb  tielcbe 
Durchscbnitlspunkto  man  dann  lauter  auf  AF  senkrecht  stehende 
Linien  legt,  vrie  die  Figur  zeigt.  Endlich  lege  man  durch  Ag,  Bi, 

DiB  £i*  1^1  Parallelen  mit  AF^  welche  jene  Senkrechten  io 
den  Punkten  oi,  ßi,  bi»  yi*  ^i*  ^t»  ^t*  ti  scbueldeo.  I>ann 
hat  man  nach  h  die  folgenden  Gleichungen: 

AAiOOg  si.ilV, 

BB,  aßi  =  X,  B'af , 
BBxhbx^l.B'k\ 
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DDicö^  =.u.D'c\ 
EEtdi^  =k.E'd\ 

also,  freDn  man  auf  beiden  Seiten  diese?  GleichaDgen  addirt: 
«  l .  (i<V  +  «'6'  +  b'e'  ^  edf  +  d'«' + eF% 

LjL«;«5t  man  min  (lie  Anzalii  der  ::kirhen  Theile,  in  welche  man 
die  Lioie  AF  gctheilt  hat,  Lnendliche  v^acbseD»  so  nübert 
itdi  die  Summe 

Mm  Carvenstfick  AAiFFi  ale  Offlnze,  und  die  Somme 

nähert  sich  rlem  Curveri!»(»i,M  n  A' F'  als  GrSnze;  also  ist,  wenn 
man  in  iler  (ihigen  Gleichiini^  ciuf  lieiden  Seitea  des  Gleichlieite- 
Micbens  za  den  Gränzen  übergebt: 

AAxFP^Tsl.AfF'. 

*k  benrleeao  werden  sollte. 

Wir  wollen  jetzt  aitnebmen^  dase  die  vorher  betrachtete  Linie 
IF*^  d.  b.  in  Taf.  L  Fig  6.  die  Linie  AF\  eine  gewöhnliche  oder 
■potlonische  Parabel  mit  dem  Scheitel  A  und  der  Axe  AB  sei, 
«nd  dass  die  Linio  AF  in  A  auf  der  Axe  senkrecht  ^tehe. 

Ist   iann         ein  bcliehiser  Punkt   dieser  Parabel  und  /\  der 
diesem  i^uukte  der  Parabel  entsjirecbcnde  Punkt  der  Linie  AiF^» 
findet  nach  dem  V  orbergebenden  die  iileicbujig 

Statt,  werase 

4» 
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P'N 


Ibigi  Nun  iat  aber 


P'N    P'S     /RNy  P'S^ 


m6  weil  P'i^  oder  P'S  die  Normale  der  Parabel  AF*  in  den 
Punkte  I^p  also  iSQ'  die  diesem  Packte  eotsprechende  Suboer* 
male  ist,  so  ist,  wenn  wir  den  Parameter  der  Parabel  AF*  durch 

p  bezeichnen,  nach  einem  bekannten  Elementar  -  8at«e  voo  def 
Parabel  ^Q'^ip,  folglich  nach  deiu  V  orher^ebendeu: 

Naeh  dem  Obigen  Ist  aber 


py_AQi   ^PNy_^AQi y . 


also 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Ciirve  AiFi  eine  Hyperbel  mit 
dem  Mittelpunkte  A  und  der  Axe  Aß  ist;  die  beideo  Halbaxen 
dieser  Hyperbel  sind  k  und  ip;  ond  da  nan  nach  dem  Satse  vo» 
Tan  Ueuraet 

AAiPPi  zsiX.AP.  9ho  AP'^z 

ist»  so  wird  man  den  parabollsclien  Bogen  AP*  bestimmeo,  folg- 
lich die  Parabel  rectificiren  können,  wenn  man  den  Flächeninhalt 
des  hyperbolischen  Stücks  AAiPPi  zu  ermitteln  im  Stande  ist. 

Non  habe  ich  in  dem  Aofsatse  Tbl.  XXV.  Nr.  V.  8. 97«  anf 
gans  elementarem  Wege  gezeigt,  dass 

^il'iöi^;^«!  Pi«|-|ilplognat(^+ 

ittt;  also  ist 
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Mb  dtm  Obigeo  ist  aber 


■M: 

MPP.  =  X.4^V"l  +(j)'  +  iplo8"at(j  +  V^ +  (£)*)  I 
Mgiich  nach  dem  Obigen: 

»odfircb  also  die  Parabel  im  Allgemeinen,  und  auf  ganx  elemen- 
teoi  Wege»  rectificirt  ist. 

SeUt  man  />  =  4a,  y^^Aax,  so  erhält  man  leicht: 


AP'^V  x{a  ^  xy-^a  lognat 


bodcbiiet  man  den  dem  Punkte  P*  enteprechendeD  Veetor 
'■ck     fo  ist  bekannt  eslp-l-dpssa-f«,  also 

AP*  —  ^ XV  f  a  lognat  ^^^^^'^ » 

welches  der  einfachste  Aasdruck  iiir  den  paraboitscbeD  Bogen 
«ein  dürrte. 


leb  will  Dan  noch  zeigen,  wie  sich  mittelst  des  Satsee  Ten 
Ueirnet  die  Neireehe  Parabel  reetifielrea  Uael,  werde 
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B4         ^rwneri:  äit§mefmer  S4U%  9on  dir  K4eii0€tNim 

aber  dabei  der  Kürze  wegen  den  Aasdmck  der  SolMiormale  fflr 
jetzt  mittelst  der  bekannten  Formeln  der  Differentialrecbmmg 
«leheo,  jedoch  am  Ende  dieses  Aufcatset  noch  seigeii»  wie  rem 
tu  dieeem  Aoedracke  auch  durch  gans  elemeutare  Betrachtungea 
gelangen  kaao. 

In  Taf.LFig.7.  sei  die  Curre  AF*  eine,Neirache  oder  ca< 
bleche  Parabel,  ao  daea,  wenn  man  Afi^x»  PP'ssg  setst. 

=  - 
'  a 

Ut.    Die  Subnorniale  dieser  Curve  io  dem  Punkte  iat 

ydu  Xv^ 

Ist  nun  ferner  J\  der  dem  Punkte  in  der  Curve  AF'  ent- 
eprechende  Punkt  der  Curve  AiFg,  ao  ist  bekanntlich 

PP'.PPix::^k.FN  oder  PP^sil.—  , 

und  folglich 

Nacb  dem  Obigen  iat  nun 


nnd  fblglicb»  wenn  man  die  wlllkfibrliche  Linie  X=:}a  eetit: 

Hieraua  sieht  man,  daaa  die  Curve  AiFi  eine  gewöhnliche  oder 

apollouiticbe  Parabel  ist,  deren  l^arameter  ^a;  deren  S<;hettel> 
4 

wenn  AS^^a  itft«  der  Punkt  S\  und  deren  Axe  die  Linie  SFx&U 

^iacb  dem  Satae  von  van  Heuraet  \s>i 

AAiPP,  _Z.AAiPPi 
AP^  j  , 


and  oach  der  Quadratur  der  apollonischen  Parabel,  die  8ich  be- 
kMBilicb  Mbr  leicht  aaf  elementarem  Wege  aneföbreii  läaat,  Ut 

AA^PP^  =: \(SP.PPt  - 8A.äA{^. 


Nach  dem  Obigeo  ist  aber 

4 


4  4  9x 


fcIgKeli  Mcb  dem  Obifteiii 

abo; 


4a' 

wederch  die  NeH'eche  Plarabel  rectificirt  ist. 

TViü  man  den  Aaedruck  (lir  die  Suboormale  der  NeiTnchen 
P&vabel  auf  elementarem  Wege  entwickelDy  so  kann  man  auf  folgende 
Art  verfaliren.  Man  laaae  sich  xxxm  Ax  verändern,  nnd  nehme  an, 
dass  dann  y  sich  um  Jy  verändere;  dann  ist»  wenn  jr,  9  die 
ferinderliebeo  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen , 

s 


üe  ülekebnng  der  dnrch  die,  durch  die  Koordinaten  ff  und 
M-kAst,  jf-^A^  bestimmten  Punltte  gebenden  l^eradea.   Also  Ist 
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■ . 

uiitcr  der  \'orau6set/uDg,  ddSH  Jjc  «^ich  iler  Null  nähert,  die  Glei- 
chuiii;  der  Berührendeii  der  Neil'«chen  Parabel  Im  Punkte  {x^) 
Es  it»t  aber 

(,+^,).=  i£±^, 


und  folglich,  wenn  man  =  ^  auf  beiden  leiten  aufbebt«  und 
dAnn  auf  beideo  Seileo  durch  dividirtt 

also ,  trenn  man  Am  cfeh  der  Noll  nibem  IlMt»  und  in  den  Grin- 
zen  abergebt: 


Folglich  lAt 


3a» 


die  Gleichung  der  Berflbrenden  im  Punkte  (^r^).    Offenbar  iat 

Subtang=5:^ 


Subtangx^^  =  3f, 

•leo' 


Ferner  14 1  offenbar  ^ 

Sobtang :  y  s=  :  Subnorm » 

aleo 

:y  =  y :  Subnorm , 

felglich 

Sabnorm  s  t 

geai  «bea  se,  wie  eben  niiltelet  der  IMfferentialreehMMg  geAin* 
den  worden  int 


Aof  diese  Welee  kann  aleo  «nch  die  Neil* «ehe  Panbel  avf 
pti  eiemeiifareni  Wege  rectifielrC  betracbtet  werden ,  was  Jedech 
jettl  weniger  als  die  RectificatloQ  der  gewObnlichen  Parabel  anf 
fllaustarein  Wege  mit  Hfilfe  der  >ob  mir  gefuadeoen  eleneota- 
iCB  Quadratur  der  Hyperbel  mein  Zweck  war. 


IntagratioB  der  Differenlialgleidiiiog 

■ 

Von 

Herni  ^tmeit  Spit%erf 

M«ili«c«at«a derMalbimatlb am  k. k.  poljteduiitcb«B  IiMlItnto  m  Wies. 


Die  Gleicbang  xjf^^jfssQ  lisst  sieb  sehr  leicht  integrireo; 
ai  lit  o&mltch  y^Cx,  wie  mao  sich  angenbllcklicb  fibersengmi 
bas.  Schwieriger  ist  scben  die  Gleicbang 

sa  tategriren.  Scbiftgt  man  den  gewl^bolicben  Weg  ein»  um  das 
htflgial  In  Relhenforn  so  erhalten,  so  findet  man  für  feigenden 
Werlbt 

ar*       X*  ar* 

irter  C  eine  willkfihrliche  Gonstante  rerstanden.  Diese  Reibe  Ist 
Hl  Jeden  Werth  von  x  conTergent  and  gendgt  aach  der  IMÜ^ 
veiäalgleichuog  (1),  denn  man  hat: 


y  =  Ml  f     +  '210  Sui^"  •  ' 

und  folglich  xrf  aber  «»i«"  enthält  bloss  eine  \^  illkülirlich« 

Constante,  ist  »oniit  nicht  das  vollständige  iotegral  der  Uieicbuo|((l), 
«ond^rn  bloss  ein  particiilfire«  integral. 

Luler  verfährl  nun  auf  folgende  Wei8e,  um  da«  vollständige 
Integral  seu  linden,  er  setzt: 

dadurch  gebt  die  Gleichung  (1)  über  in: 

+  Ä9' ^  ^  +  log* =0 . 


MoD  nlmmC  er 


an»  4adarcb  MrwMidelt  «idi  oUga  tileicb«ng  in: 
mid  liefert  ffir  p  folgenden  Auadruelc 

Man  \\tA  daher  filr  dea  volUtändige  Integrai  der  vorgelegten  Dif- 
l^erentialgieicliong : 

^e     ^3  ^ 

+ ^  i  + ijg + 2ia + sa  • log« 

we  «ein  der Miton  Reilm  vorkemnenden  ZeMen  8*  70,  dOdt^« 
eef  felgeede  Weiee  aneemmenhingeni 
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]4»3.   34-  6.1t 
70=4.  14 f  7.2! 
404=^6.  TD-f  0.31 
2()ä8=;;  6.404 -1^11.4! 


+  4iÖI 


Ich  wSn  mm  äw  von  fioler  «o  gefimdene  Integral  ander« 
daiatcllen  und  echrelbe  ee  vorerat  eo  anf: 

X*  X* 

(?)  Jf=4(*+|iSj+^+S4i+  -' 

Die  mit  A  maltiplicirte  Reihe  genCgt  der  Gleichung  fl),  wie  wir 
bereits  gesehen  haben;  versuchen  wir  uun,  oh  auch  der  mit  B 
maltiplicirte  Auadruck  genGgt  Setcen  wir  denaelben  =jfi,  ao  iat: 

yi=H     +  ^1  +  ^  +      +  ....)Iog* 

ferner 

,,'=1 +(1  +  * +^  +  ^  +  ^ +.~.)log* 


l  X 

»1'= i + (' + + agj + + 4j5j  +  .)  log* 

-imi<»+|)+ÄK»+5>+ö+i)i 

+^ia+i)+(i+J)+(i+J)j+~h 

folglich  Ut  wirklich  x^/'  =  i^i ;  es  Ist  dshsr  dsr  mit  swsl  will- 
kflhrllchen  Constaaten  A  nnd  B  ▼ersehene  Assdntck  (2)  das  ▼oll- 
stSndIge  Integral  der  Gleichung  (1).  BenfitseD  wir  Don  die  beide» 
Formelii: 


o 

so  hat  man  durch  Addition  derselboo: 


Es  liast  sieb  derooMh  der  mil  —B  mnltipUcirte  AMdrack  «l«r 
GMekMg  (S)  auch  so  aebreibeiit 

•   r '  1)  .   .  X»    /"  (ii-H)(»«-l)  . 

ay     «-I  *'^mj  — 5=1 — 

o  • 

X*    /"  (»  +  !)(»»- t) 

o 

und  bringt  man  nun  Alles  unter  ein  Integralzeichen »  so  bat  man: 

JT^l}  iia  +   4«    +   3l4t  +  •  ■  *^ 

o 

Es  Ist  somit  das  Isteiral  «merer  DliBreotiilfleiehuog: 
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(9  j^  =  ^(*+igi+26i+äai'*'  -^ 

Nennt  man  der  Kürze  halber: 

a:*  .7* 

*+JH  +  «ä  +  äia  +• -"i 

Bild  folglich: 

w   ^~m\    '•'~5üi    ^   u 

wedorcb  die  Gleichung  (3)  eich  eo  echreiben  lieet: 

0 

wa«  daa  geenchte  lotegrai  io  aebr  eiafacber  Form  tat. 
Weodea  wir  filr  die  Gleiebnng 

danelbe  VeHibren'an,  ee  findet  man: 

|=ilC*+ j  •  a  +  O- «  +  ET."«  71  + 1.3.5.7     +  • 
T^^at  +2*  41  +2.4  61  +2.4.6  «^  "^ 
+  C  j  1+       +     ^  +  2^  g  4  2.476  ät  •)'°«' 


+  2 


Nan  ist: 

=  G+4  +  6  +  ••+  &)  +  (I  +  f  +  f  +  •+  sVl) 
o 

folglich  Ut  die  letzte  in  y  vorkommende  unendliche  Reibe  gleich 


und  bringt  man  Alle«»  unter  «in  Integralzeichen,  so  erliiit  nuui 

hie  für: 

£•  ist  somit: 

'  u^^i     U  4!       +0  H— 
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Wtodet  man  die  Formel 

l.^.&.l....{2m^l)'^^^S  ^^^^^^ 
11  ud  Mfit  der  Kiim  halber: 

ff  +  27l!4!  +  ^  ö!  ^  ^ «  *  • 

M»  biio  nao  ^  auch  «o  echreibeo: 

ttod  diess  ist  daa  gesuchte  Integral.^ 

Für  die  Gleicbnog  a:^(")  — ^  >=::  0  bat  man:  ^ 

»«^(«+4j  +4  fI+O'151+4.7.10  i3r+  •  ^ 

/ar»     1  ar«       \  1      a:"  1        j:»«  \ 

+  ^^2I  +  2      +  2.Ö  b!  +  2.070  m  +  3.5.8.11  141  ^"') 

±rff^  L  ^  J.JL  .  L.  ^  j.  — L  ^  .  \ 
+  *^^3l  +  a  6!  +a:ö.9  121  "^3.0.9.12*151  +  "V 

Ihcbt  man  nun  Ton  folgendeo  Formeln  Gebiiaeli: 


«  o  • 

+^  -=i=r**=V/   i?:::^  


und  setzt  der  kürze  halber: 

so  lässt  sich  da«  Integral  der  Gleichung  Jf^O  aadi  «o 

acbreiben : 

o 

a»     /»»   f -J»  ■  jf  l-u»)  ■  x"(l-«')*  ■  J'*(l-t»*)!  .  "Ij^i 

— ir^il   =— 

o 

Endlich  hat  man  för  da«*  Integral  der  Gleichung  xy(")— ^=sO 
folgenden  Aoedrack: 
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+ (j:ri)8;3r(4^iz^  + ....  jrfui 

"•■(«- 1)*.  21 0»-J)l  ^  («  -  1)«.3I(4«  -2)1 + •  •  •  •  J*** 

^-i(l_iiiu.i)a  -| 
*     +(ii-l)».3l(4ii-l)f*-- J^' 

+   • 

+  LcS^I  ^  («  - 1) .  l!(3fi  ^9 

VMß^hhMwg^'J   ü^-TZPi  ^  5 — ^ — 


^ae)  folgeode  aneodliche  Reibe  verstanden: 

^^^^  (iT^ili  ^  (fi— i)j!(2fi-2)!  "*"ör^Tj*3(sr^ 


Es  verdimrt  bemerlit  «i  werden,  dies  alle  bfer  ftuftretendeo  ha» 
•ndHchen  lUilieD  siek  eabr  leicht  euniniren  laie«»,  fidle  etdi  nur 
von  Htnen,  etvr«  die  feigende: 

Tk*a  XXVI.  6 


jr*»~*        :r*»~^(l  —  tt"-')        ar*"-*(l— ti*-*)' 
(2i»-3)f  +  (n-l)  .11(311-4)1  ■•^  (»-.l)«.2l(4ii^ö)l  + 

»ummiren  lässt;  diese  aber  kann  man  durch  bestimmte  Integrale 
ausflrücken,  und  zwar  mittelst  einer  von  Parsevai  gelehrteo 
Methode,  &acli  w^ldier  man  die  Sumine  der  Reibe 

durch  bestimmte  Integrale  «nsugeiieii  ▼«mag»  fall«  die  Sammea  der 
felgeodeo  swei  Reihen  bekannt  sind: 

»e+^+'^'r-^x  

Beaeiehoen  wir  die  erste  derselben  durch  ^(s)»  die  svrelte  darch 
^t),  so  hat  man: 

wo  unter  iS[ai"*]  alle  jene  Glieder  des  Prodoktef  9(x).t|;(z)  ver- 
staoden  sind,  welche  %  io  positiver  Potens,  und  unter 

jene  Glieder  desselbea  Produktes ,  welche  %  in  negatiTer  PeCeat 
enthalten* 

Macht  man  nun  successive  die  beiden  Substitutionen: 

x=:co80)-f     — Isinw,   2  =  cos <»  —  V*^  1  sin w ; 
•o  urhilt  man: 


9  (cos  tt  4>  V— 1  sin  fi>) .  1^  (cos  40 -f  V~~l  «in  m) 
=  A^ßf^ Ai  ßi  -^A^ß^-^A^ß^  -f-  • .  • . 

-f  <S[a(cosmo-|-  V^—  i  sin  m«)]  -f    [ß  (cos  ma  ^  V  —I  sin  mm)]* 

^(cosco  —  V  -»-1  siDa)).Tp(cos(a  —  \^  —  l^ium^ 
=  Aoßo-^AfBi'i'A^B^'^A^B^'^  •..« 

+  Äla(cosm»  — — lsiQma))j4-S||j3(cosmft)-f  V  —  lsinm»)]f 
nnd  dnreh  Addition  derselben: 

=2(4o^o+-4i^i+^a+^^»+-")+5^*Jj^t««<»w«J+-^'^l^^ 
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MtKifilicirt  nm  di««e  Gleichung  ftiif  dm  und  iqt^grirt  Inoerhilb 
ht  Graoteii  0  umA  «d  vmehivfDd^ii  die  beiden  Saflumen,  weil 
jades  Glied  dennelben  fllDmo  als  Factor  hat,  was  «owohl  fifr 
i=sO|  ata  auch  ftr  gleich  IVuil  let,  «ad  man  erhfilt: 


dieea  Isl  richtig»  Indern  den  Convergeas-Bedingangen  gehS- 
ri|  Eeehnofig  getragen  wird.  ^Setlen  wir  nop: 

^  (Sk-'S)!    (» - 1) .  ir (3it— 4)1  +  (ft— l)*.2l(Ai-5)t  ^ 

so  sind,  wie  man  leicht  sieht,  alle  in  (4)  vorkommeadeB  Reibea 
Düeieotialquotieoteo  iue?OB,  ood  syvar  iat: 

ri+(,-.i)ai(3fi-i)r(«--j)«.ai(3ii^2>!"*""''  a«— •  ' 
ir4T)i^(«— i)j!(ä«)i"*'(ii--i>a.ä(3«-^     —   a«^  ' 


8"-^  F(g,  IC) 

•ad  «onlt  iSsat  »tob  der  Adidrack  (4)  aacb  so  darateilen; 
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ü^^Cix-^c^^-tc^^-i-  ••••  +  ^'•"•i^iji 


Kacli  dem  Parseval  sehen  Theoreme  kann  man  F(x,  u)  in  ge- 
«chlotosener  Form  ausdrucken»  falls  man  fulgeitde  znei  einfache 
Reiben : 

1 .  _Lzi^L  .  (i . 


l-u 


•ommiren  kann.  Die  letztere  ist  ah*»r  e^""^)*;  die  erste  setzen 
wir  gleich  Rj  betrachten  dasselhe  aU  Funktion  von  a:  und  diflfe- 
reotiiren  dann  beiderseits  (ti— i)mal  bezüglich  w,  irodorch  man 
•rbäU: 

^  ~  i^T^  3)1  +  (3ii  -  4)!  +  (4S^6)i  + 

and  Mmit 

üiess  ist  eine  eoinplft^  lineare  Diflfcrentialeleichung  mit  constan- 
ten  Coeffictenteii ;  um  deren  Integrale  zu  liniien,  differentiire  man 
dieselbe  noch  (n  — Ijmal  nach  x,  man  erhält  dadurch: 

(«)  Ä(*»-«J=:xÄ(«-»). 

Bezeichnet  man  nun  die  NN  urzeln  der  (ileichunc;  ^"-^  =  x  mit 
«1,       «(....0^*1»  so  ist  das  Integral  der  Gieicbuog  (6): 
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Mpii%er:  iHttgratim  dtr  DifftreiUUtlgitichunff  xy^^—y^-fi.  69 
DiiM  in  (5;  i^ubatHoirt  gibt: 

wmiM  folfft: 


kftt  daher  fdr  das  Integral  der  Gleicbmig  (5)  folgenden 

•pN— a 

IKe  bier  anfhetenden  n— 1  Conetanten  mfleeen  se  gewihtt  wer- 
dtn,  daea  fAr 

A  =  0,  Ä'=0.  1^=0  ÄC- «=0 

wird,  denn  der  Ausdruck,  den  uir  R  genannt  habeo,  bat  dleae 
Eigenschaft.    Diei»8  führt  zu  tolgenden  Gleichungen: 

>  Ax         -f  -ii         +  jd,         + ....  +  Am^  sssO, 
ilgoi»    +il»ei«     +^tV  -|-.-+i^«-i«^j=0. 


(3) 


ÜB  an  J|  so  finden»  verfahren  wir  eo.  Ee  iet 

«^i<-»ss  (a^ffiXa— 'a^(a~i^) ....  (« — flto-i)» 
Md  differentiirt  man  diese  Gleicbang  uach      «o  erli&lt  man: 
(«  —  1)«^= (a— «b)  («^  «i)  ....(«  -  «b-i) 

....  f  (a  —  «4  )  (a  —      ....(«  — _i) , 

aebrt  mau  in  dieeer  Gl^bnng  «i  statt      so  bat  mfn: 
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70  Spüret:  MiprwMp»  dtr  il^t^»tfm1^äm§  «yM— jroaft 
Das  Polynom 

bat,  wie  mau  aus  dein  ihm  ttieotitfcb  gleichen  Ausdruck 

(«1— Ok)(«|  — «%)        («I— «ta-i) 

sieht,  die  Eigenschaft,  gleich  Null  zu  werden,  wenn  man  statt 
oder      oder      oder  ,,,,am^i  setzt;  also  bat  man; 

-f        + c^cfj«-*  -I- ....  +  c-^a^« + r,_,a^  f  c;-,=ü , 


Maltiplldrt  man  nun  die  Oleichmigeii  (7)  der  Reihe  naeli  mit 
Ctb^,  Cm-9,  d->.4««...  Q  /  1  and  addirt  eie  alle,  aohatmaot 
QBter  tterOdcaichtigony  der  eben  aiirgeacbriebeDeii  tkleiebaDgeo: 

eben  eo  findet  man: 
folglich  iet 

(Jl~l)2*  «.{II-«)!? 

und  jetzt  läsät  ^irh  unmittelbar  die  Parseval'sche  Metbode 
üestiirniiinu  von  F{xyU}  anuendeii. 

»So  1»«U  man  in  dem  einfachen  Beispiele. 
welcbM  bei  der  Entwickelang  *m  x^<—^=9  torklUHat: 


(8) 


Mal 

*  +  "äT  + +  "IT  +  •  •  •  =  ~T~  • 
III  ! 
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Iftm  ist 

»  ~  #      coi  Ol  (1  -f  %Vx  CO»  o  +  g  -1-  g  ^^,.)am 

^  a:* 

folglich  nim 

"  c<is(o-fV«aliii»)0V««it«»i|«s3O 
•ein.   Man  kann  daher  setzen: 

I 

ot!er 

Di|}^  Gleichungen 

IftMeo  sieh  auf  dieselbe  Weise  Integrfreo  und  liefern  enendlicbe 
Reihen«  oder,  wenn  man  will,  geschlossene  Ausdrflcke  won  gat» 
Shnlicher  Form,  als  die  Gleichung  ^(«)— y  =  0  liefert  Setit 
man  daher  die  Integrale  dieser  Gleichnngen  als  bekannt  voim$ 
so  kann  man  auch  leicht  die  Integrale  folgender  gleichsciligco 
Differeutialgleichungen  angeben: 

SB  ax  f  d?s(">  =  ey ; 

denn  man  bat  durch  Addition  und  jSubtraction  derselben: 

Die  ersrc    <lioser  Gleichungen  lierert  die  sweite  y—-f 

jede  als  Fanotion  von  a:  mit  n  wiUkflhrlichen  Constanten ;  folglich 
kann  man  y  und  z  als  Functionen  von  ar  mit  2n  wlllfcOhrlidien 
Constanteu  versehen,  angehen. 

Sabr  leicht  iäast  sich  auch  die  (aieicbuog  (ax-|-6)^("^  =  jf  io' 

tf'griren;  denn  setzt  man  aa.  i-ö^i  und  ^  =      so  erhält  matt 

£^ss0|f,  dessen  Integral  wir  ja  schon  als  bekannt  anoahnss. 
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ADmerkung.   Di»  Par^evf  l'^e  iMiode  kaiiii  »iieh  die- 

Dcii  £ur  Bestimmung  von  bentiimiiten  IntegittUo*    So  faoileii  n^lr 

aittekt  derselben  da»  roerku  ürdige  Integral : 


«I  io  wollen  wir  noch  einige  andere  bestlnimen.  £e  Ist: 

an  ihnen  folgt: 

•  ■+(T)(;)*G)ö*G)6)* 

=  -  /      C2 coe y)«f«co8 -nJdM* 

m  liehfig  Ist,  falle  m  and  ii  positive  Zahlen  sind. 
Pflr  m=J9  hat  man: 

'*(:)■+(")■  K3"+-=i/"<'~?'"*" 

iit»efaie  ganze  Zahl»  so  wird  der  Werth  der  hier  aogeffihrten 

PBt  nsO  bat  man: 

i«j  #     (2cü8j)™co8-2~<*«  y      (2 cos j;* cos -g- all  — II. 

Die  Reihe 

H(T)a)tG)a)K»G)*-- 

ht  eine  endliche,  80  bald  eine  der  beiden  Zahlen  m  oder  n  ganx 

ind  positiv  ist;  ist  keine  der  beiden  Zahlen  c^anz  und  positiv,  so 
fct  die  Reihe  eine  unendliche;  für  w  + f  1  >  0  ist  die  Reihe 
.^ODvergeoty  fär  m  4-  n    1  <  ü  iat  die  Reihe  divergent 

kd  dem  hier  betretenen  1l*ege  wire  es  nlcbt  sehwierig;  aneb 
R^be  au  semniren: 
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aber  di«  Foroielo,  di«  luaii  erlangt,  «iod  äuMerst  coniplielrt 


V. 

Beobacbtangen  ym  NardUchterii  in  den  Jahren 

1840  bU  1832. 

Herru  /.  JP.  JuUum  Sehmidt, 
AfiMnMMB  der  SMniwirIf  in  OlmAtt. 


Als  ich  mich  eiitachtossen  hatte,  eine  Elemüch  umtksiende 
Beobachtungsreibe  fiher  das  Nordlicht  zu  veröffefitlichen,  legte 
ich  keinen  besondern  Werth  darauf,  ganz  erschöpfende  Beschreib 
bttOgen  elmelner  PbSnomene  zu  geben,  weil  nach  meiner  MeHiung 
dieselben  ohne  begleitende  Abbildungen  nicht  zum  Ziele  führen, 
weil  die  Schilderung  feiner  Beobacbtnogen  Über  die  oft  hocket 
wnnderberen  Variatianen  des  Polarlichtes  zuletzt  doch  mar  daei 
▼eilig  verständlich  ist,  der  selbst  schon  viele  derartige  Phänomene 
mit  Seiglalt  «ml  AiUMliner  beobnobtel  bei.  Die  Nordlichter  zeigen 
Im  Gänsen  genommen,  so  zu  sagen,  einen  mittleren  Typus,  der  in 
den  meisten  Fällen  sich  in  irgend  einer  Phase  darstellt;  aber  die 
Aesnahmserschelnnngen  sind  fibersne  mannigfaltig,  so  wehl  was 
die  Gestalt  und  die  Farbe,  die  Bewegung  nnd  eine  merkwttrdige 
Umwandlung  in  IVelken  gewttbnlicher  Art  batriit«  Alle  meine 
Beobachtungen  wurden  in  Deutschland  angestellt,  etwa  swischen 
den  Breiten  von  54|^  und  48^^.  Innerhalb  dieser  Zone  nenne  Ici 
(AeErschsinung  desNordllebtsbogenennd  der  gewöhnlichen  Strahlen 
fcttnfig,  die  der  i^rene  nnd  der  Corroseatlenen  aber  äusserst 
•eilen*  Diemeisteo  Nordlichter  sah  leb  an  Entin  In  Helstefn,  se 
HnMbargnnd  te8o»n.  I*  3  Jalwen  keeiniir weder  le  Olmeta 
noch  in  Wien  ein  Nordlicht  au  Gesicht  (ISQIS.  113.  04)  leb  selm 
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im  ttwaiffe»  W#fflli  diesM  BÜtthnilaageii  nur  dirai^  ^«il  «ilsere 
bMtalM  vM'4arlliBfi|rMI  de^  Vettbeiluttg  dor  Mtflic^ 
MmcIi  etwa»  t^rvnllsUtndigt  werden,  mim  liefeni  «inen  Beifrag 

mehr  fiir  Hpätere  Forscht  r,  die  teieh  damit  be*»chäitigeii  werden, 
ftnetj  Cataiog  für  die  INordlichtbeobacbtungen  zu  entwerleu, 
am  das  Auftreten  dieser  rätlis<^haften  Ersrhelnutig  mit  den  Per' 
torHatiooen  des  Erdmagnetismus  vergleichen  £u  können.  Erwägt 
ntn  (den  Linistand,  dnss  erst  neuerdings  ii.  A.  durch  die  Untersu- 
cbonsen  voo  H.  VVoll  in  Bern  der  Zusammenhang  zwischen  der 
Ujibrigeß  Periode  des  Erdmftgnetiamus  und  der  gteicblanffeii 
ks  Sooneofiecken  fia«hgewi«>fien  i«>t,  und  erinnert  man  sich,  das« 
in  Nordlieht,  aaeh  nnsiehthar^  sich  durch  die  Perturbationen  da« 
IhgoatiMMis  ¥6rrfitb»  so  kann  es  olcbt  sweifelhaft  seio,  dan  wir 
M  mit  «ittcni  ebeo  so  dmüdaii  als  groMartig«ii  ProUama  so  thua 
kbM*  NiatnaDdaber  fcaaa  »ich  vathablaa»  dasa  dia  Eraabaiaangaa 
4iMordliabte8  oocli  der  amataalan  and  amfaaaendatao  Untarao» 
ibtageo  bodfirfan.  War  daa  van  Araga  suaanunangaatollta  Ver< 
«kbidfla  dnrabaiabt,  and  aelbat  Tfaia  PaiarJichtar  baabaehtat  hat« 
viril  diese  Meinung  nicht  anbegröndet  finden,  und  zugeben,  dass 
idbst  jifde  Beoiiuchtuiii^  cintMi  Werth  hat,  die  nur  Datum  und 
iknode  der  Erscheinung  angiehL  —  in  meinen  Tagebüchern  linde 
ich  nur  76  Nordlichter  oder  diesen  ähnliche  Erscheinungen  ver- 
leiclioet;  darunter  e^ind  einige  sehr  grosse;  andererseitfü  viele  höchst 
•fhwache  und  selbst  zweifelhafte.  Aber  ich  werde  Alles  aufneh- 
Bien,  i^eil  e»  heutzutage  nicht  mehr  erlaubt  ist,  aelbst  nur  eine 
ongewubolicba  Udla  an  den  wölken-  und  mandlaaan  Uianaal  mit 
Sliiiscbwaigan  0i>ariehen,  und  weil  aa  nach  vorzakanuaan 
•deint,  dass  gelegentlich  dar  Schweif  eines  grossen  Camatan  mit 

Zadiakttlliahfta»  und  diaaaa  mit  dar  Milcbstraaae  oder  aelbat 
■Ü  tonMMIIchlaTarwachaalt  wird.  Baia'  Baahachtnngent  wie 
aMh  Balna  atgaaaBy  aeigaat  data  daa  ZadiakalUcht  dan  grCaatan 
IM  daa  Jabraa  hindurch  geaeben  werden  bann;  aber  dia  fir*> 
Mkbnng  diaae«  Liahtea  bl  auf  atnen  gawiaaan  Ifanni  an  bddan 
tdlen  dar  Ekliptik  beachrSnkt   Wenn  Nachts  mitten  Im  Winter 

Bilder  des  Tbierkreises  südlich  vom  Zenitbe  hoch  über  dem 
ttorizontc  culniiniren ,  so  liegt  gleicb/i  itiL:  der  entgegtMige<iet/ie 
Theil  dcf*  1  hirrki  cises  tief  unter  don  mirdiichen  Horizonte;  im 
Annulier  kehrt  sich  das  \  erbaitniMs  zwar  um,  aber  in  den  nördli- 
clenZonen  der  Erde,  wo  /nnieist  die  Polarlichter  gesehen  werden, 
tatst  die  nächtlicliG  Dümiueruog  nicht  zn,  ein  iSord*  oder  Zodia- 
Micht  au  heobackten«  Zeigt  sich  aber  wirklich  su  diaaan  Zeiten 
MNordMit,  (wie  ich  selabas  1850  Juni  13  zu  Bonn  beobachtet 
ae  wird  das  Stnüilenwerfen  w ehl  keinen  ;£weiiel  an  der  !)•- 
tMt  def  foaehalnang  anfkammen  laaean. 
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Dm  Meteorologe,  der  meht  nur  zu  gewiMen  StaDden  •eine 
iMlranieBt»  abli««!«  wird  nicht  viele  Nordlichter  seb«««  tetonsbr 
aber  der  Aetronom,  deeeeo  Avfinerk«ankelt  nicht  eegechHeeiWch 
enf  MesBungee  tn  Tbmme  seiner  Sternwarte«  oder  aaf  die  CnK 
niiiationeD  am  Meiidiaakreiee  gerichtet  Ist  In  der  Zelt  Ten  18W 
bia  habe  ieh  gegen  lOD  WerdHcbter  gegeben»  aber  keineawegs 
alle  genau  beobachtet  nnd  noeh  weniger  alle  ootirt.  Ehcmaia, 
noch  in  meiner  Heimatb,  glaubte  ich,  weil  in  rertichiedenen  Schriftew 
mit  2;roi>8er  liestimmtheituber  das  Wesen  des  Nordlichtes  verhandelt 
würde,  dass  alles  hirirciclieiid  eri^ründet  sei ;  aber  es  daoerte  nicht 
lange,  als  ich  nuirkte,  dass  unsere  Kenntnisse  öber  das  Nordlicht 
ebenso  lückenhaft  seien,  w  ie  über  die  Meteore,  über  das  Genitter 
und  über  noch  viele  andere  Erscheinunijj'n ,  «  eiche  ilinimel  und 
Erde  betreffen.  Es  ist  bekannt,  dass  manche  Beobachter  während 
den  Nordlichtes  ein  Geräusch  gehfirt  haben  wollen.  Ich  habe  es 
nie  gehört,  obgleich  ich,  namentlich  zur  Zeit  eehr  grosser  Nord- 
lichter sorgOiltig  darauf  achtete;  aber  dies  negative  Resultat  hat 
lalch  noch  nicht  bestimmt,  die  Auaeagen  der  Beobachter  in  Zweifel 
an  aiehen,  welche  das  Geräoach  gebM  haben,  lob  welae»  daaa 
Tennnthnngen  nnd  Hypotbeeen  ausgesprochen  worden  sind,  theüs 
nm  das  Gerftnsch  au  erktfiren,  tbetls  um  die  Wafamehninng  de»* 
selben  anf  Tfinscbung  zurflckaufilhren.  Was  das  Letitere  betrifft» 
so  bin  Ich  jedesmal  eintgerroaassen  überrascht  gewesen  Aber  die 
Zuversicht,  mit  welcher  dem  Beobachter  Täuschungen  Tersobiedener 
Art  zugti.>>clirieben  werden.  Wer  die  Möglichkeit  einer  Täuschung 
darlegt,  ist  noch  sehr  weit  davon  entfernt,  die  Wahrscheinlichkeit 
derselben  erwiesen  zuhaben.  Wer  den  Beobachter  daran  erinnert, 
dass  das  üerfltisch  während  des  Nordlichtes  durch  das  Krachen 
des  Fises,  flur(  h  das  Zusainnicn/Jehen  der  Schiieeknijttc  konnte 
bedingt  sein,  niuss  zunächst  ermitteln,  üb  zur  Zeit  solcher  Wahr- 
nehmung Eis  und  Schnee  vorbanden  war,  und  doch  eintteben,  dass 
Beobachter,  die  ihre  Studien  nicht  zwischen  Bächern,  sondern 
vorzugsweis  in  der  freien  Natur  machten,  zum  grussten  Theite 
doch  wohl  Pb.^noroene  kennen  werden,  die  Jedem  bekannt 'sind. 
Nur  3  grosse  Nordlichter  habe  ich  im  strengen  Winter  gesellen^ 
während  der  Boden  mit  Schnee,  das  Wasser  mit  Eis  bedeefct  war. 
Ich  habe  anf  der  Eisdecke  eines  Sees  beobachtet,  nnd  fertwfthrend 
das  sehr  bekannte  Krachen  des  Elses  gehört,  ohne  Im  GeriagslSB 
daran  su  denken,  dass  es  Besiehnng  znm  Nordlichte  habe.  Mk 
erinnere  an  noch  andere  mögliche  Täuschungen,  die  man  bis  jetst^ 
so  viel  ich  «veiss,  nicht  ans^efdhrt  hat.  Zuweilen  sind  im  Winter 
die  Bäume  mit  Keii  oder  mit  Glatteis  bedeckt ;  ein  geringer  Luftzug 
setzt  die  Zweige  in  Bewegung,  und  mit  leisem  Rieseln  und 
knistern  fallen  die  Eisstücke  auf  die  Schneefiäcbe  herab.  Mehr- 
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M  Me  idi  dies  bei  Nordli^literTi  wabrgeiioiiitii«n,  ab«?  blmnf» 
•b  »of  eine  der  afltüglichsten  Erscheinungen,  begreMliMr  WelM 

keine  Rücksicht  genommen.  Oft  ziehen  hoch  durch  die  Luft, 
and  mitten  in  der  Nacht,  Züge  von  Enten  uii<l  atulern  Was- 
sefFugeln,  die  bald  ein  pfeifendes,  bald  ein  rauschendes  Getöse 
wn  wechsefnder  Intensität  verursachen;  auch  dieses  habe  ich 
irrthre»»d  der  INordüchtbeohachtungen  wabr^ononinien ;  ich  habe 
je(i«ch  nie  iür  müglich  gehalten,  dass  so  bekannte  Hergänge  zu 
Täoschuiigeii  veranlassen  sollten.  Aber  man  ist  noch /Weiter  ge- 
gangen, nm  das  Nordlichtgeräuscb  zu  beseitigen;  man  hat  für  ' 
Duglicb  und  selbst  wahrscheinlich  erachtet»  der  Beohnchtor  habe 
•ich  im  Aablicke  der  gewaltsamen  Bewegungen  xlee  Nordlichte  so 
Umsaen  lassen ,  ein  gleicbseitiges Geräusch  binauzodenken» 
«d  später  an  glaoben*  er  habe  es  wirklieh  gebOrt  Dies  ist  sehr 
4ttk;  dergleichen  soll  man  wohl  Irgend  einem  Poeten  zumutben« 
tidbt  aber  dem  ernsten  nQchternen  Beobachter.  Wehin  werden 
vir  kommen,  wenn  wir  in  allen  Fällen»  wo  schwierige  PhSnomene 
Wfprocheo  werden,  die  entweder  ssweifelhaft  sind,  «oder  mit  ge- 
Hisi*en  Theorien  nicht  auf  dem  besten  Fusse  stehen,  dem  Beob- 
aebter  nicht  nur  eine  Mciitje  von  mugliclion  I  auschniigcn  aufl  ürden, 
»iondcrn  ihn  ohenein  noch  geradezu  kicidische  EigeTis(  fiaften  zu 
schreiben,  tladunl)  seine  Fähigkeit  imd  Glaubwürdigkeit  iudirect 
in  Zweifel  ziehen,  und  dahin  crefarmeii,  dnss  nur  eine  bc({ueme 
Kritik  auf  dem  Papiere  das  Rechte  getroffen  oder  vermuthet  habe! 
Einirfirfe  solcher  Art  sind  aber  nicht  consequent;  warum  muthet 
lUD  dem  Beobachter  nicht  wa,  auch  zu  glauben,  während  der  Er- 
•Hieinang  eines  Feoenneteores,  einer  Sternschnuppe,  das  Rauschen 
da  Bew^ong  zu  boren,  während  des  Anblicks  eines  sehr  fernen 
Wftterienehfens  den  Donner,  während  einer  Vesoveruptioa,  ge* 
mhtn  aaa  8  Meilen  Entfernang,  das  Getdse  der  sichtbaren  Cx- 
pMeacD  an  Ternehmen?  Das  Nordlicht  ist  doch  eine  sehr  ge- 
•llholicbe  Erscbeinnng.  die  fdr  den  erfahrenen  Beobachter  nichts 
Debcrrasebendes  darbietet,  nnd  es  sind  doch  nicht  immer  Anfönger, 
Itieii  wir  ^i^enauo  Beobachtungen  dieses  Phänomens  %'erdanken. 
Ich  kann  nicht  umbin,  zu  bemerken,  dass  der  redliche  und  he- 
Äonriene  FJeobacbter  recht  viele  Täuschungen  zustehen  wird,  aber 
^rnird  zunilchst  darauf  bestehen  müssen,  dass  wenn  von  Täu- 
fidjuu^en  die  Rede  ist,  dieselben  ihm  selbst  am  meisten  bekannt 
&etQ  müssen.  Während  meiner  astronomischen  Thätit^keit  sind  mir 
TäD^cbttQgeo  (wirklicher  Augenbetrug)  nicht  vorgekommen,  wohl 
aitiDter  falsche  Deutungen  des  Gesehenen,  die  früher  odec 
^Uu  entweder  beseitigt  w  urden«  oder  bis  heute  unerledigt  blieben. 
War  aber  an  sehen  glauben  kann,  was  nach  seiner  Meinung  sieht* 
Hr  ette  «äaate^  wet  sa  hären  glaubt,  was  gebihrt  werden  käaaie. 
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Mollte  üieh  jeder  Heuliacbiuog  eothalten,  oder  wenig«teiM  Midils 
ciariiber  Strücken  iasiieii. 

tole  folgenden  ficohachtangeo  gebe  ich  afifekCnt  nach  dem 
Wortlaute  meiner  Tagebflcher;  ich  filge  diejenigen  Nordlichter 
M  •  welche  mir  gelegentlich  durch  meine  Correepondeni  bekannt 
geworden  vind. 

im  « 

•In  dem  meteorologlscben  Tagebacbe  des  Dr.  Med.  Roth  tu 
Eutin  finde  ich  folgende  Nordlichtbeobachtongen: 

Februar  21. 

October  22,  aebr  groeaet  Nordlicht 
October  23,  acbwScherea  Nordlicht 

November  !,  ziveirelhafte»  Nordlicht. 

Ich  bemerke  (lir  dte  Nordlicbter  Im  October,  die  eleb  elnign. 
Jahre  um  de'b  23oten  einateltteo»  daas  um  dieae  2eit  auch  «in  voii 
Heia  und  mir  nachgewieaener  perlodiacher  Sternacbnnpfieiifhll 
atattfindet. 

1840. 

Am  21.  Dprember  beobachtete  ich  zu  Eutin  in  HoUteiD,  bei 
sehr  heiterem  Himmel  und  starkem  Froste«  ein  überaus  groi«8ea 
und  prachtvolles  Nordlicht.  Gleich  nach  dem  Ende  der  Dimnie- 
rnng  zeigte  sich  unter  den  7  Sternen  des  Bären  eine  auffallende 
Helligkeit,  welche  sich  bald  su  eioem  regelmässigen  Bogenseg- 
meote  entwickelt  hatte ;  dieses  stand  in  gelbweisser  Farbe  15 
Minuten  lang.  Nun  wurde  der  Mio  Lichtaaum  breiter  und  aeigle 
in  der  Mitte  «einer  Erstreckuiig  eine  dankte  Zone.  Um  einen 
freien  Horizont  zu  haben,  begab  ich  mich  eedano  auf  die  Eisfl&ebe 
den  8eea.  Üm  6**  30"  zeigte  <ier  Eicbtaauni  CstJich,  und  unter  y 
Ihaae  einen  senkrechten  Abschnittt  der  an  Helligkeit  dasUebrige 
anaebnüch  flbertraf;  dieae  Anomalie  wat  bald  Busgeglichen »  und 
mo  5*  45"*  erhob  ^Ich  am  weatücben  Ende  des  Lichtbogens  die 
«rate  alnlenförmige  Liobtmaaae  von  rotber  Farbe»  während  der 
gbflge  «reiBse  Tbeil  dea  Bogena  ia  der  Gegend  von  y  vod  ß  Uvea« 
M  Breite  amiahm.  Mit  geringen  Verkndemngea  dauerte  dlea 
MiMSI^  bin  9^  90**  Nun  hatte  der  Bogen  nach  oben  efaie 
Mtefera  Begrinawog  erlangt;  «nlen  gegen  den  Herlaoot  Mn  wm 
tr  «He  ^  gmnmi  Mebeto  ▼erbOlll. ,  Um  0»dl«  seigt*  aicb  bid«» 
BogM  €lM  «Mernde  Buiiiigain,  «i»d  plOtalicb  halte  ee  den  An* 
aebehi»  ab  wOidn  die  gimae  Maaae  dnrc4  den  bdftigeten  Wnbib 
gim  nnfgnregt  ScUobttnirgia  tolUa  eine  Idebtmasao  von  Oaten 
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mäk  WtMtaii  Iber  und  dnidi  di«  «id«M  .Üb,  «ad  «iMdc^lte 
hierbei  die  MhafMeii  prismatiMbra  Farben,  ontef  denee  n« 
Blaa  Mite.  Ee  war»  als  seektai  eich  die  witbeliideii  Licbl- 
iftlkeD       deli  Hügeln  auf  die  Fttcbe  dea  Sae'a  .herab.  DIeee 
Bewegung  dauerte  hOchetens  20  Seeondeni  dann  hSrte  sie  plCti» 
Heb       und  es  zeigte  sieb  der  gewöhnliche  Bogen  wieder  In  matt 
weiielidi  gelber  Farbe.  Um  7**  bildete  sich  In  demselben  wieder 
eia  dunkler  Ranm,  eine  Spalte»  die  10  Hinuten  siehtbar  blieb,  ond  nach 
einer  oeneu  Bewegung  vergrSsserte  sich  der  Lichtschein  schnell  IMl^ 
weiter  gegen  Westen.   Um  7*  IS"*,  schosseo  geradrutigte  weisse 
Strahlen  in  grosser  Menge  aus  dem  Bogen  auf,  in  1— SSecnnden 
das  Zenith  erreichend;  westlich  war  der  Bogen  jetzt  weiss,  ostlich 
gelb.   Um  8**  horte  das  Strahlenwerfen  auf;  der  Bogen  war  westlich 
gelb,  in  der  Mitte  weiss,  und  östlich  roth :  nur  3  weisse  Strahlen 
blieben  allein  nocli  loni^e  sichtbar.    In  dem  Maasse,  wie  diese 
Strahlen  abnalinicn,  \orlor  der  IJogen  seine  Krümmung,  und  ver- 
«ancleite  sich  in  eiucn  «geraden  hellrothcii  Streifen  von  20^  iVei- 
piing  gegen  den  Horizont.    (Ich  finde  nicht  ances^ehen,  wo  er  deo 
Horizont  beröhrte).    Aus  diesem  Strehlen,  der  i^oviel  ich  vnrniutbe, 
siehöstfich senkte, erhob  sich  ohet  halb  cindunklererBogen,  niitseiner 
Knimniung gegen  t^{[5  und  yUrsae  gerichtet;  er  verschwand,  aUsieh 
um  8"  45"*  der  erwfihnte  gerade  Streifen  wieder  zum  gew-ihniichen 
Lichtsaume  umgetvantlelt  hatte;  westlich  war  er  breit,  östlich  verlief  er 
mit  einer  schmalen  Spitze.    Ein  intensiv  gelher  Strahl  schoss  aus 
diesem  mit  30*^   Neigung  hervor.    Um    9"  war  Alles  heinahe 
verschwunden,  so  da^s  i(  h  die  Beobachtimij  aufgab,  aber  um  10" 
iiatte  äicli  das  Nordlicht  in  seiner  ganzen  (irijssi?  und  Helligkeit 
wieder  ausgebildet.    Mit  unclaublicber  (.cscli\\  indlLikt  it  scIioMHen 
gniue  Strahlen  aus  d«m  gelben  Bogen  gegen  das  Zenith;  Roth 
zeigte  sich  nirgends.    Um  10"  .30"*  hatte  der  Bogen  zahlreiche 
dookle  Lücken;  er  ward  roth,  und  sandte  einen      breiten  höchst 
glänzend  grünen  Strahl  empor;  der  Anblick  war  ansserordentürh, 
«vie  ich  ihn  nie  wieder  gesehen  habe.    Diese  SSule  lenchteto  nur 
5  Miouteo,   bis  sie  plrit^tich   erlosch.    Um  II"  war  der  ganze 
Bogen  grün,  ein  Haupt^traiil  bl.itilich.    Um  11'^  üü'"  war  Alles  zu 
einer  iormlosen  Masse  verschmolzt n,  aus  welrher  mattirellie  Streifen 
ssMegeii.  JBalfl  nach  Mitternscbt  haite  (üeErscbeinuiig  eis  Ende.  - 

1841. 

Januar  (Datum  tmbekanot)*  Ebenfalls  zu  Eutin  sab  ich 
Abends  von  6  bis  12  Uhr  ein  grosses  blutrothes  Nordlieht,  welches 
cm  Mittetnacht  hoch  am  Himmel  die  vollkommeiie  foths  Krone 
latbildete;  sie  senkte  sich  ostlicta  vreikenfthnlfch  gegen  d^  Höti. 
iMi  fiin^e  Tage  ipiler  (Oatnm  wibekatiat)  hsm  ein  MefdIMI 
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mit  aoMerordentlicheii  Erscheinungen.  Von  8  bis  11  Uhr  wallten 
nnunterbrochen  ^elbe  concentrische  Lichtwellen  mit  grosser  Ge- 
schwindigkeit von  NW.  j^e^en  das  Zenith  empor.  Diese  und  die 
vorherige  Erscheimnii;  hübe  ich  ^firiter  nie  wieder  gesehen.  Daü 
Datum  wird  sich  wobt  aus  der  Wahrnehmung  vqo  oia^etischeu 
Störungen  zu  jener  Zeit  ermitteln  lassen. 

184a. 

JftDiiar  2*  (Hamborg.)  Um  6Ulir  aeigto  sieb  sMUeb  fom 
Dracben  dia  «ebwaebe  Spur  eines  Norditcbtee.  Anfangs  weiM, 
nahm  et»  nm  7  Uhr  eine  rOthlicbe  Färbung  an. 

IVIfirz  2.  Ein  grosses  au  Hamburg  geaebeoea  Kordlicbt. 
(briefl.  Büttb.) 

MSrx  8.  sab  leb  im  NO.  die  aebwaeiie  Spar  ebieaNofdliebtos. 

April  5.  schien  eine  be.sondere  Uelligkeit  zwischen  den 
Wolken  ein  Nordlicht  zu  verratben. 

Auguat  3.  Abenda  swiacben  Uuad  12  Ubr  aelgte  aieb  aSrd* 
Heb  bei  den  Ffiasen  dea  groaaeo  Büren  eio  grflQlichar  Scbimncr, 
dar  nm  12  übr  die  acbeiobare  Hobe  reo  u  ond  ß  Uraaa  enreiGble* 

1844. 

Januar  \%  (Hamhurir  )  Bei  vollkommen  heiterem  Hhnnel 
aab  ieb  acbon  Mittags  das  kreisförmige  Segment  elnea  Nebelbogens, 
der  bia  aor  Dunkelbeit  anhielt,  und  Abenda  eine  ao  grease  Hei* 
ligkeit  fiber  den  Himmel  ergoaa,  ala  wollte  der  Mond  aafgehen. 
Uageacbtet  rSiliger  Klarbeit  der  Lofl  waren  die  Sterne  der  Sten  bis 
Oten  GrÜaae  acbwer  au  erkennen.  Um  10»  aebwand  daa  iMt 
Temperatur  =^7^  R. 

Januar  13.  Um  10"  wieder  der  gelbe  Schimmer  am  nürd- 
licben  Himmel»  aber  schwächer  als  am  vorigen  Tage. 

Januar  19.  Um  10"  von  Lyra  bia  Leo  major  eb  fgikm 
Scbimmer. 

Februar  20.    Uro  9»  30"*  scbwacber  Schein  im  Nordoelia 

April  17.  Gegen  10"  45"  zeij^te  «it  h  im  Nordwesten  unter 
Perseus  und  zur  Cassiopea  ein  sf  |jr  deutliches  Nordlicht  top 
weisscelber  Farbe.  Um  10"  59"»  erlosch  der  Hauptatreifep ;  eine 
Minute  später  der  schwächere  ötrabl. 

Angnat  9.  Zwiaeben  II  nnd  12  Ubr  bemerkte  ieb  um  xUiaa^ 
den  dentlleben  gelben  Sebein  dea  Polarllcbtea,  der  aicb  bald  «ü* 
debate»  bald  verringerte;  ea  kam  aiebt  mr  Anabttdung. 
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NaTember  14.  Von  7  ühr  bis  Mitternacht  zt^igte  ^ich  im 
^i«  nii4  0«Ceii  von  «Canum  bis  zu  den  Zwillingen  ein  weiss- 
gdber  Sebfanmer,  bald  heller  bald  dunkler.  Um  8  [jlir  war  der 
IM  notcrgegangen.    Um  12  ühr  trat  plritzlicti  dichter  JNebei  eiu. 

'  1846. 

Januar  10.  (Hanihurg.)  Ein  sehr  sebwaeherttudunbesümmtor 
Bo-pn  sta.u]  nördlich  Ms  10  (  hr;  er  verschfrand  zu^veilen  und 
Um  .s  .eder  Oer  ganze  Hiiuoiel  war  hell  wie  io  einer  Juninacbt; 
dit  kletiisteii  Sterne  8cb%ver  sichtbar;  bald  darauf  dichter  Nebel. 

Aoffnnt29.  (Sternwarte xu  bilk  Ihm  Düsseldorf.)  Üfu9«»15"i 
pswabfte  ich  unterhalb  des  grossen  li  uen  das  helle  wei«8gelhe 
Segment  eines  iNordlichts;  es  ei  vti.  (  k1(  si,  f,  horizontal  von  ß 
Aarigae  bis  t]  Boutis,  vertical  v<mii  H  »ri/orihi  bis  x  ürsae;  auch  ein 
fro^ser  weisser  Jitrahl  ward  5  Aliimlon  iang  sichtbar.  Der  obero 
l:*jui  des  ^ieijinentes  bcrubric  um  9"  35"'  ß  und  y  Ur«ae*  war 
äi>€r  um  4Ü-  wieder  bis  x  Ur«ne  zurückgetreten.  Zu  dieser 
I6t  la«  unter  dem  Segmente  eine  graue  Nebelscbicht.  Um  10" 
12-  bildete  sich  link«  von  ^  ürsae  eio  grosser  weissrSrblicber 
Lichtlieck,  er  senkte  sieb  irestiicb  zum  Bootes.  Teniperatar 

Ängu8t30.  (i'anz  Ühnliche  Erscheinungen  wie  am  ^Oaten 
beobachtete  ich  während  einer  nächUicben  Hbeiofabrt  von  Üüs« 
•eiäur  f  biü  k  ii  i  n. 

September  1.  Auf  dem  Dracbeufels  im  Siebengebirge  sab 
Ick  bei  Jumeral  heiterem Hbnmel,  wieder  die  eigenthüinliche  Hei- 
figbeit  eioee  unentwickelten  Nordlichtes. 

September  24.  (Bilk.)  Bei  vfillig  heiterem  Himmel  zeigte 
ikb  awiseben  8i  and  JOUbr  der  sehwaebe  Sebimnier  im  Norden. 

Seplc/nher  25.  (Bilk.);  wieder  dieselbe  Erscheinung,  aber 
viel  deutlicher  und  heller  als  am  24.  September.  Um  Xl<*  kamen 
Welken  aus  NW. 

^September  26.  (Bilk.)  Abends  II«.  Die  ungewöhnliche  Hei- 
%Wt  im  Norden  und  Nordwesten,  die  in  Zwischenräumen  der 
Welken  sich  zeigte,  liess  ein  schwaches  Nordlicht  verniuthen. 
km  25.  und  20.  September  warder  Himiael  vollkommen  heiter,  aber 
Ifta  dem  gelbücbeo  Schimmer  zeigte  sieb  nicht  die  geringste  Spur* 

Deeemberd.  (Enlin.)  DIeaoaserordentlicbeu  Erscheinungen 
■a  bMist  merkw-Ordigen  Nerdliebtea  habe  ich  mit  aller  Sorg- 
•  ^Mm  Stenden  lang  beobachtet  und  gezeichnet.   Hier  muss  ich 
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mich  daraaf  beschränken,  das  WesentUcbste  au.s  dem  Manuaoripte 
hervorzuheben,  nelches  ich  gleich  am  Tage  darauf  über  <ias 
Nordlicht  ausi^earbeitet  habe.  BeieiU  um  0  VUr  Abends,  als  eiu 
heftiger  Westwind  angefangen  hatte,  die  Wolkeninassen  zu  zef- 
theilen ,  bemerkte  ich  gegen  Norden  eine  besonder«-  i^clbröthlirhe 
Helligkeit,  die  nicht  wohl  von  dem  sifhelfürmigen  Monde  herrühren 
konnte.  Um  7  Uhr  war  iN  r  Hiiniu»'!  ganz  heiter.  Von  Westen 
bis  crimen  Nordosten  lag  eine  tiettlwiikle,  nach  oben  scharf  abge- 
schnittene Wolkenbank  von  3**  —  4*'  Hohe.  Darüber  lagerte  der 
graue  Nebeibogen  in  Form  eines  Kreissegniente« ,  und  von  ihm 
aus  verbreitete  sich  durch  das  ^»ternbild  des  Bäreo  bis  15^  Höbe 
eine  starke  Helligkeit,  wechselnd  zwischen  weiss,  grfinlich  und 
orange.  Um  7**  begann  der  Lichtsauni  grosse  senkrechte  und 
«chrüge Strahlen  zu  werfen;  sie  waren  weiss,  gelblich  oder  grün, 
bis  2^  breit,  und  nicht  Cber  30^  hoch.  Oft  erschien  es,  als 
erglühten  sie  langsam  von  unten  auf;  bald  war  das  Maximum  der 
Helligkeit  am  Fusse,  bald  an  den  Rändern  der  Strahlen,  Alles  liel 
stetem  Wechsel  der  Farbe  und  der  Dimensionen.  Als  ich  am 
iSeeatbr  besser  bis  an  den  Horizont  sehen  konnte,  bemerkt»  ich, 
daM  die  W^olkenmassen  sich  westlich  und  nördlich  vennehit 
hatten;  mitunter  flammte  Im  Westen  der  rothe  Schein  ehiM  ge* 
wühnlichen  Wetterleuchtens  auf;  melat  dunkelrotb,  aber  tinzvreW 
felbaft  nur  einem  fernen  Gewitter  angehörend.  Bis  8  Uhr  dauerte 
das  Nordlicht  mit  geringen  Veränderungen,  von  10  au  10  Blinuteii 
bald  dunkel»  bald  wieder  heller  aufatrablend« 

Um  ?•  iö""  nmfasate  der  atrahleDwerfende  Bogen  W  bis  BO^i 
Ich  eab  toweilen  10  und  20  LtcbteffvteD  glelchvalftg)  abef  aebr 
auflalletid  irar  daa  Verharren  dea  Uaoptatrablee  an  dewelbe» 
Orte,  während  die  acbwftcberen  mit  gleicbßinniger  Bewegung  iren 
NO.  darcb  N.  nach  W.  yorOberaogen  und  dann  erloschen*  leb 
«ab  einen  hohen  grünen  Strahl  von  Breite  bis  fiber  %  Örsae 
binaufrelchen;  an  aeiner  rechten  Seite  wurde  er  raacb  sehr  hell» 
grfln  und  nebarf  ebgesebnitten,  aber  das  grüne  Fhitdum  nehien 
steh  in  2  Secimden  bis  an  den  linken  Rand  au  bewegen »  weiMf 
die  Säule  verschwand.  Zwischen  8"  und  8»  30"*  härte  das  Strah* 
lenwerfen  auf.  Um  8^  46"*  kamen  die  Strahlen  wieder  and  zugleich 
zeigte  atcb  eine  neue  merkwQrdige  Erecbeinung.  W^Sbrend  näm- 
lich im  Norden  kleine  schwache  und  bewegliche  Lfchtsäolen  aiif- 
sdleasen  und  wieder  surdcksaiiken»  bildete  sich  plätsllch  genas 
äber  dem  Westpunkte  des  Horiaontes  eine  eigenthämlich  helle, 
45^  hohe  wflisse  Lichtgarbe ;  unten  vefttef  sie  spitz,  oben  war  el« 
(lichermrmig  ausgebieitel  Sie  Niahle  dnreh  da»  SterobUd  des 
Schwans,  denkte  dort  die  Mildbatinsse,  und  aandte  oben  nach 
Recht«  durch  den  Qifhen«  nnd  hlefnen  Bären,  durch  den  Fuhr- 
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MM  Ms  warn  IitÜifcen  BurfMUto  tSmm^  m^mtmf  VhnHm  Bogo^ 
te^«iwr  iirdt«liBlil«tetii0M2Rll«h»MierMirb5Mi^^  wMm 
«tloiüpk  Die  nüttl#re  geiado  Aofiitttlfiiiig  dtr  erst||«DMiil»n  wmI* 
Mw  Uehtgitfbt  HUm  «tai  im  Fifiier  «tw»      40*.  di«  I>«di* 
«ÜMi  4«i  obwf«  EmNNi  -f       Ctogon  «iea  HorifiNit  »tand  «It 
MHig  Mdsreiibt  AmH  sie  ctimb  «aeli  la  Miraton»  «ilai»  vm 
tiMtUm  M       ipi«l«r  im  woHUm  CUmma  und  grOMnr' 
Awililwmim.  Sm  ffOrltle  langvM  von  W.^& ;      Imttn  fSfP  Hab« 
«ml  wHwi  3*  tfreitt»  nnd  verlief  elm  mit  3  iiimr  ninnnder  treg> 
nagenden  fkniamiartig  gescbwangenen  QaeereMfen,  ao  daes  d«iirt 
ihm  Breite  gegen  W  betragen  mocbte.  Um  9ß  1(H  hatte  sieb 
Ae  groeee  Garbe  in  2  kleinere  getbellt»  die  antere>  nach  linke, 
also  südfleber  gelegene,  waronten  eplti,  oben  breiter^  bellftcber- 
ftrmlg,  hiteneiv  ireiee;  eie  bedeckte  oben  •  Pegaei.  IMe  obere» 
reebfs  ^egeae  begann  erat  in  20*  fiber  dem  Horizonte  nnd  glich 
Tdttommen  dem  Scbwelfe  einen  groeeen  Cometeni  welehe  Tin- 
nchmig  mcb  noch  vermehrte,  ala  nm  0*  16*  f  Pegad  gearleaer^ 
mannen  den  Kopf  den  Cemeten  beneicbMte»  Dieeer  ^ern  jetat 
am  uotem  Endo  deeStrabie ;  im  obere  Pieber  ataaden  j^nnd  i^PegaoL 

Beide  nalie  gleicli  belle  Streifen  waren  zwisclien  45^  und  50® 
gegeo  den  Horizont  geneigt,  der  südliche  und  tiefer  stehende  bin 
amm  floriaonte  hinabreicbend.   Um  8^       waren  SStreifem  sichtbar; 
der  ontere  Nr.  1  weiter  gegen  Süden  gerackt,  reicht  bin  &  Pegasi, 
der  nlthetbnbrrr  Nr.  2  liat  seine  Bewegung  vergrOsaert,  weil  er 
JalaC  «lUki^,  Nr.  1  10  bedecken  (oder  binter  ihm  fortanaieben)^ 
em  neuer  eebwiebmer  Strahl  Nr.  3,  nahe  parallel  zu  den  erstem» 
steht  bisher  und  westlicher  als  Nr.  2.    Um  9"  24"*  hat  der  Strahl 
Nr.  2  den  Strahl  Nr.  I  ü  beracbritten.  Jetzt  erloschen  alle  3  fast 
i|rarlos;  aber  am  9"  30""  gewahrte  ich  zwischen  fygnaay  Casaiopea 
nnd  Pegasus  5  helle^  gagen  den  Horizont  um  30^  schrXg  geneigte 
hage  fjichlwclken  von  wefaser  oebelartiger  Farbe»  welche  sieh 
fang—«»  von  N. — ^S.  bewegten.  In  deraelben  Mfarato  ergtSnzte  an 
der  3telle  von  Nr.  1^  Nr«  2  nnd  JSt,  3  ein  langer  weiaaer  Strahl, 
an  deeaen  obem  verwaachenen  Ende  die  6  kleinern  V^olken,  m 
denen  noch  mehrere  Flecken  hinangekommen  waren,  eich  an- 
acbhanaan  m  wollen  aehienen. 

tJm  9"  45'"  bemerkte  ich  eine  neue  auffallende  I' rsclieinung. 
BfMiier  war  die  Nordlichtmatt'rie  von  N.— S.  fort^escliriüea;  jetzt 
entstaTid  ein  wenii?  rechts  unter  a  Persei  (der  hoch  im  SW.  dem 
Zenith  nahe  war)  ein  weisses  Wolkchen  ,  welche»«  sich  von 
iiO.  —  NW.  bewegte  und  lioi  v  Andromedoe  erlosch.  Uiescn  WVj^ 
beschrieb  es  in  5  Minuten.  Ein  anderer  weisser  FJeck  bei  ß  und  & 
Aangne  rtrirta  von  0.  ^  W.  ^iacbden  der  vofhia  genennte  afldltebe 
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Strahl  nm  48m  ftbermato  erioMbim  wir,  enMcfctWe  «Idi  1» 
8W.  8ckii«H  eiae  mne  Weito,  00**  bnge  voNkomnieRgOTftMilgte 
Side,  40**->45^  fC*g«n  den  Horiioat  genaigt,  kitansi?  weiM.  lei^ 
b«A  SD  den  Schweif  de«  grosceo  Conteten  vrni  IMS  erinnanid. 
IHe  doreli  «ein  Licht  blndnrch  nchiniineniden  Sterne  wurden  merk«* 
Heh  geechwilebt,  d*  b.  «le  machten  weniger  Effect,  well  sie  aof 
weiaeem  Hintergründe  atanden.  Fffr  9^  46*  iat  derOrt  4n  Sfrahb 
gegeben  durch  die  Oerter  der  Sterne  n  y  AquarK,  d  Pegaai  nnä 
ß  Andromedae;  In  der  achembaren  H6he  von  /  Andromedae  lag 
aein  finde. 

Während  dieäer  Phänomene  im  8\V.  hatte  die  Helligkeit  im 
N.  nicht  aufgehört ;  zuweilen  scboaaen  dort  noch  einzelne  Strahlen 
empor.  Um  10"  erlosch  Alles,  nur  ein  gelbes  Dämmerlicht  blieb 
im  Norden  übrig.  Der  Wind  Icam  aus  W.  und  SW.  Es  bliUt» 
]5maL  Sternschnuppen  au  der  Zeit  etwa  12  in  2 Stunden.  Tem- 
peratur =0^. 

Ucee  III  her  4.  Zwischen  7^  und  II»  zeigten  sich  wieder 
deutliche  Spuren  des  Polarlichtes.  Um  \(h  bildete  sich  das  Ne- 
belsegment, doch  blieb  es  dabei.  Mit  dem  5.  Deceniber  ward  die 
Atmosphäre  >türmi«ch  und  trübe;  Abends  10" — 11"  fiel  eine  un- 
gewuhnliche  Menge  Schnee.  Bei  ü*^  Tunip.  wuchs  der  Wind  ü.utu 
Sturaie  an. 

Decemher  14.  An  diesem  Abende  sah  man  ungeachtet  de« 
bellen  Mondacbcinea  die  deutlichen  Strahlen  dea  NerdHehte«. 
(SewQlfc  verbinderte  genaue  Beobachtungen;  Temp.  R. 

184^ 

Februar  18.  (Bonn.)  Zwischen  lO»  und  13" stand  im  Norden 
der  schwache  {gelblich  weisse  Bogen  eines  strahienloaeuNerdüchtea; 
magoetiache  Siüniog  zu  Genf. 

Februar  23.  üroases  Nordlicht  zu Ge of  beobachtet;  magoe- 
tiache Störung. 

Mira  14.  Nordlicht  au  Genf;  magnetiache  StSfiing  am  la 
«■d  14  Mira. 

August  28.  (Bonn.)  Das  Nordlicht  dieser  Nacht,  dessen 
magnetische  Störungen  für  Genfan  dem  folgenden  Tage  sich  stärleer 
äiisserfen,  als  am  28sten ,  hat  merkwürdige  Phänomene  gezergt. 
Der  Himmel  war  volllcoromen  heiter.  Bald  nach  dem  Ende  der 
Däniniening  lagerte  im  Norden  eine  schmaie  dunkle  Wolkenbanlc, 
die  bald  die  regclmäaaige  Farm  aioea  Kreiaaegmenta  anaabm. 
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bSckste  Punkt  diMe»  Bigtni  lag  fMl  im  atflroaonibcbtB  Nbrdeii» 
tMÜMclit  MB  Wenig«»  nreAtlidi.  Er  «iialtete  «ich  sptter  iii'iiMh« 
concei]tri«elie  BOgeSt  doch  so«  daM  sie  Milch  sMamoieiihiug^. 

«nchton  bei  ^  Urm  «in  5<>*7»  hoher  «ohr  Mtler  grünor 
Strahl,  il<r  bald  vomchwMfU  wocanf  aar  eine  aHgoneUio  gaäiieha 
Udr^hoit  ihrig  hKeh.  Ich  find  lai  magaotiachen  Ohaarratoriaai 
die  Nadd  aehr  oarohig;  diea  war  awiachaii  14  and  16  Uhr,  alao 
iwiachoo  2  und  4  Uhr  frflh  am  20.  Angaat  Die  Anlaaga  erwihato 
WolhonbaDk  im  Norden  aüeg  langsam  in  Form  oines  daakloa 
iehmaleo  und  krelssogmentartigsn  Gartela  hoher,  und  unterhalb 
voa  ihm  gegen  den  Horisont  ward  die  Luft  wieder  klar,  so  dass 
4aselhat  Sterne  gesehen  werden  konnten.  Gegen  16;  Uhr  be- 
leuchtete die  Morgandimroerong  diesen  ursprüngiichen  Nordlicht* 
bogen  rSthlich,  und  deutlich  erkannte  Ich  Jetast  seine  cirrusartlge 
Natur.  Um  21  Uhr  (alöo  um  9  Uhr  frOh)  hatte  der  Bogen  60^ 
BShe  llher  dem  Horizonte;  ea  war  ein  wirhilcher  bo<;eiiförmiger 
Crmaatreifen ,  in  dem  sich  um  21"  30*  die  einielnen  Theite  sa 
berisontai  fiber  etaander  gelagerten  WSlkchen  bildeten«  so  daaa 
jede  Cruppe  dea  Bogens,  für  sich  betrachtet,  gewissermaaaen  die 
isiseren  Enden  der  Speichen  an  der  Peripherie  eines  Rades  he- 
Hicbaete. 

Uro  22»  oder  10«  fr(ib  war  der  Bogen  vdlllg  au  einem  ge- 
«luhnlichen  Cirrusstreifen  nrogewandelt;  er  saak  gegen  Norden 
«rfick  b'ia  30«'  Ur»he.   Der  Himmel  blieb  wolkenlos. 

September  2*2.  (IJoiin.)  iSarh  Sonnenuiiter«;ang  senkte  sich 
da«  Gewölle  genen  ISor(!en  und  biMote  daselbst  von  ISO. — ^JVV.  eine 
lanire  dnnkte,  oben  scharf  bekränzte  Bank.  Um  8  Uhr  bemerkte  ich 
den  geit)en  NordlichtKchein  unter  Ürsa  major.  Durch  ohlsein 
rerhindert,  achtete  ich  nicht  weiter  daraut,  aber  um  0^  Uhr  mel- 
dete tuir  A  rge  lander  die  vuHige  Ausbildung  des  strahlen  werfenden 
Nordlichtes,  .^m  nächsten  Morgen  .standen  viele  cumulusartige 
Wolken  gedrSngt  am  Himmel,  doch  uurde  es  bald  heiter.  Der 
Magnet  war  am  23.  frfih  aehr  unruhig;  magaetiscbe  Störung  in  G  e  n  f. 

November  11.  (Bonn.)  Um  8  Uhr  zogen  iSebelwolkeu  langsam 
liegen  Norden  und  laiicrton  ^itb  dort  Anfangs  in  Form  einer  dunklen 
Bank,  dann  in  Form  eines  gro>se«i  rej^elmässigen  Kreissegmentes, 
ans  «welchem  sich  bald  eine  merkliche  und  dauernde  Helligkeit 
eatHTrkelte»  die  bis  15"  H«»he  aufstieg  und  entschieden  einem 
Nordlichte  angehörte.  Zwischen  10"  und  11"  war  diese  Helligkeit 
am  stärksten,  doc  h  iiitcrtraf  sie  nicht  die  heilsten  Stellen  der  Milch- 
ttratise.  Die  Macht  blieb  bei  starkem  Froste  klar.  In  den  Genter 
heobachtungeu  aeigt  sich  keine  merkliebe  Störung. 
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N«v«Biber  13.  Währ«»^  der  SteniadliMppenbeolMcliteag«« 
io  dieser  Natbt  zeit^te  steh  gegen  8*.  etwas  ivestlich  vom  iiihiva 
Nord,  tedantllcheHeUigkeU  eines  Nordlichte«,  die  vMWt^  geiia« 
dl*  Form  «ines  60^  gcgttii  den  HorUont  geneigten  MtehftllMM 
aaiifibn»  und  Ms  14  Uhr  niMNilg&ltigen  VerMiiderungra  «ftCertv^orfen 
war.  Am  alldi«tm  Morgen  war  dtr  Hiiuatl  hadtckl|  «tarher  Keif; 
Mflgiitl  Mb»  onrablg.  Im  Oeaf  bamtrfcle  Mi  Mit«  «afMiMbe 
StOnuig* 

Novemljer  17.  I)a8  ^Iftnzende  and  höchst  merkwürdige 
Nordlicht  dieser  CSaclit  liabe  ich  zu  bonn  »ehr  vollständig  beob- 
achtet, doch  kann  ich  ohne  Zeithnunj^en  nicht  Alles  erkllireii. 
Ich  werde  mich  daher  auf  einen  Auszn«^  l)e«chräiikeu.  Den  ersten 
Anfang  des  Phänornenes  habe  ich  nicht  eesehen,  doch  kann  c;s 
nur  wenige  IMinuten  vor  ü"  5"'  einige  treten  sein,  da  ich  nocli  uiu 
5"  50*^  gegen  North'rt  beobachtete.  richtete  meine  Aufnierk- 

üanikeit  namentlich  rml  dit;  ri'_ri»nthi*inilichkciton  des  nieist  doppelten 
Lichtsauraes  und  aiit  dir  heiliiufiü-e  Bet»titniiiniit;  von  dem  A/imu  the 
des  höchsten  Punktes  dieses  Saumes,  weil  e«  von  IntrrnsKc  xs^U 
etwaige  voliHtändige  magnetische  !?eol)achtungen  mit  den  azimu- 
thalen  V^erschiebiin^en  des  Nordlichtes  zu  verjjleicbt^ji  ,  um  zu 
sehen,  ob  der  (i:iiig  der  mai^netischen  VariatioD  mit  der  des  Lieble« 
am  Himmel  im  Ziiaaiiimeobange  aiebe« 

Von  den  sebr  reaeben  VerSnderungen  nenne  leb  nor  die  folgenden : 

6«  5"*  Ein  gehoirener  weisser  Strahl  verschwindet  gleich  nach 
ifllnM  Aafleucbten  fastptötslicb ;  4  daneben  aind  weiss  nnd  gelbiich. 

6  10,5  INieue  Strahlen  gleichzeitig  aufgestiegen,  und  mit  einer  sehr 
schnellen  Bewegung  von  ü. —  W.  verschwinden  ^hr  rascb. 

6  ]%8  Strahlen  von  verschiedener  Intenaltfit  gleichseitig  aufateigcnd 
und  schnell  erlGscbend. 

6  14  Diei^anze  iNordltchtmaterie  nird  auf  kurze  Zeit  roth,  dann 
wieder  gelb  und  bleibt  so.  Der  äusserst  rei^eliniissige  und 
intensiv  gelbe  l/ichtjsauni,  von  00^ Spannweite  im  Horizonte, 
begränzt  nach  oben  das  dunkle  Nebeikreissegment. 

6  Sebeitel  des  Liehteanmea  «enkrechl  vnter  y  Uiaae;  inw^- 
«chen  steigen  verschiedsns  wsiase  Strahlen  auC 

6  2b,*2  Beide  Enden  de«  Licbtsanma  seigdn  Anscbwettungen  roii 
stSricerem  Liebte. 

» 

HIeranf  bildet  sich  Ober  dem  Lichtsaum  eiim  bogen ftirni ige 
Reihe  von  gelben,  laoggeaogenen  Liebt  wölken»  die  in  ihrer 
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Basnmtheit,  und  unter  sich  verbunden  gedacht,  nach  oben  in  1® — 2^ 
Abstand  (Jen  gewolifilichen  .Saum  des  Nphelsepinento.s  coocentrisch 
fiHeru(ilben.  Um  6"  38™  hesttiht  dieser  obere  üogen,  den  Ich  B 
flennen  \rf»rde,  au«  4  bfilieB  Fragmenten.  Der  gewubntiobe«  untere 
Lichteum  heieae  JL 

^  38»«5  Der  Sefaeftel  tron  A  WBkntht  unter  t  i  Uraee.  Di« 
Spennweite  won  B  Hn  Hofiioate  mftg  IIS®  betrage«. 

6  4^  Die  liicbfwolken  m  U  haben   sieb   vereinigt   und  bilden 
jet«t  emen  mit  A  völlig  ooncentrischen  regebuäeeigen  Bogen. 

tt  43   B  berfibrt  %  Ureae.  Bei  «  %  Ursae  eine  LtcbtvTolke. 
6  464(  B  serOlllt  wieder  in  3  lange  Licbtwolicenv 

6  48.7  Unter  (J  Ursac  eine  neue  Lichtwolke. 

6  49,7  i9ch eitel  von  A  unter  £  Ursae. 

6       B  wieder  xaeammenhüngend,  aber  nnregeimSssIg. 

9  63^  Sebeitel  von  A  aenkrecbt  nnter  17  Ursae. 

6  55    B  beetebt  wieder  ans  3  getrennten  Woll^en. 

7  0«8  XonB  iüt  nur  noch  eine  Licbtwollce  unter  9  c  Ursae  fibrig« 
7  ^    A  verstärkt  Östlich  und  westlich  sein  Licht. 

7  4  Nene  Licbtwolke  anter/ ß  Ureae;  Bwlederbergeatellt  7»  6». 
7  8j5  ^  berfibrt  ^yß  Oreae. 

7  9,5  il  xeigt  senicreebt  anter     Ureae  einen  Einecbnitt. 

7  10^2  B  bildet  jetzt  einen  110*^  umspannenden  glänzenden,  wel- 
lenfurmig  gewundenen  Gürtel. 

7  11,7  A  zeigt  an  «einen  Enden  wieder  Anschwellungen  stärkeren 
Lichtes. 

7  12»7  B  und  A  nnter  ö  /  Boetie  aebr  glSnaend. 
7  14|6  Sebeitel  von  A  aenkrecbt  unter  f  IJraae. 

7  16,0  Scheitel  Ton  A  aenkrecbt  nnter  ip  Ureae. 

7  16,5  Aujjenblielvliches  helles  Erglühen  des  (Istendes  von  B. 

,  7  17    B  erstreckt  sieb  in  unregelmäseiger  Krümmung  von  17  Ursae 
bis  et  ß  (veniinoruni. 

7  1(U  B  serfälit  wieder  in  3  getrennte  lange  Wolken. 

7  9M  SclMltel  f  en  A  anter  a  Boetie.  (I) 

7  29,1  A  feet  plotslicb  verechwnnden. 

7  32^  A  reicht  von  7/  Herculis  bis  unter  v  Ureae. 
7  33,5  Von  ß  keine  8pur  mehr. 

7  37«7  Eine  Ltcbtwolke  am Geminornni  augeubUcklicb  entstanden, 
7  38,0  vececbwlndet  plStilicb. 


Digitized  by  Gopgle 


88 


Schmidt:    BeobailituMgen  ron  SorüUcktern 


7  38*'y8'"  Neue  Lichtwulken  bei  ß  Hercoib  uud  i  Urttae  ^lüUiicb 
entstanden. 

7  39^  Dieletitere  erglüht  rasch  im  gniiieii  Lichte,  und  uber^trablt 
alles  Ucbrige;  nach  15  Secundeii  verschwimlel  sie  luonien- 
tan.   Inzwischen  haben  «ich  Tbeile  von  B  wieder  aiMgebUdet. 

7  42,3  lieac  Ucbtwolken  bei  i»  vMt  ^  Boofis. 

7  4dy6  Oesgleieben  bei  Urme;  augenblicfcllcbc«  AvfMern  der 
gftDKeti  Licbtmaterte. 

7  44,3  Ebeovorher  ver8ch^\  linden  hat  eich  H  fatst  plötzlich  in  »einer 
frühem  Au«»dciiniiiig,  aber  luit  dunklen  Lücken,  v\iederher- 

gestellt. 

7  45,2«->46,5  Heller  Strahl  «ue  B  aafeteigend. 

7  46^5  GlXiiteiirfe  Lichtwolke  bei  «  Ophiecbi. 

7  48,5  Heller  Strahl  ae«  B,  glänxemler  als  B  selbst. 

7  5'J,3  Ii  verseil  bindet,  A  höchst  regeluiätisi^,  Scheitel  i^weaÜicb 
'  vom  Fu6fi>punkt«  eines  aus     Ursae  auf  A  gefällten  Per- 
pendikels. 

7  Ö1.5  Griloe  Wolke  For  «  Opbiochi; 
7  52,4  verschwindet  sehoell. 

7  54,0  A  sehr  bell  und  regelmfisslg ,  Scibeitel  senkrecht  anter  ig 
Ursae. 

7  57,8  Lichtvvnlke  zwischen  a  HercuÜs  uud  a  OphiucÄi. 

8  1,3  Scheitel  von  A  am  Orte  von  /  Booti«,  Ii  verschwunden« 
%  21    Ostende  von  A  unter  ^/  ürsae,  Westende  unter  €  Uerculi^, 

\  Oll  nun  an  zeigte  sich  von  Ii  keine  Spur  mehr;  die  azirau- 
tbate  Ausdrhnnni;  von  A  blieb  laii^e  constant.  Der  Lichtsaum  A 
verflacht  sich  tlaiui  mehr  und  mehr  gegen  Osten,  uTdbtijirh  stärker 
im  Westen;  er  sinkt  langsam  gegen  den  Horizont,  und  um  l)"^** 
iet  Alles  verscbHundeti. 

Das  Nebelsegraent  war  bestimmt  dunkler  al«  der  Uimmets- 
gntud;  durch  den  Confrast  kann  man  nicht  Alles  erklären.  Im 
tiicbtsaiim  A  bleiben  (im  Cometensncher)  die  Sterne  gut  sichtbar, 
solbst  noch  in  dem  oberen  Tbeile  des  Nebelsegnientes.  CHe  Be- 
wegung der  gewChnlichen  Strahlen  war  entsebiadeo  von  Ost  WMh 
West  gerichtet,  dabei  meist  nngeiiilibiilieh  scfaocU,  mitntter  n\t 
momentan  veraGgert  nnd  behindert.  Daa  Maximum  der  gansen 
Erscheinung  iel  zwischen  7  und  8  Uhr.  Bis  10;  Uhr  blieb  der 
Himmel  heiter;  dann  kamen  streifenförmige  Wolken  aus  West» 
Nord  uud  Ost.  Es  fror  und  der  Wind  ging  stark  ans  Osten* 
Tags  darauf  war  der  Himmel  mit  schweren  Wolken  bedeekt.  Kein 
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Reif  war  sichtbar;  es  t»chien  rVachts  ein  wenig  geregnet  zuhaben. 
Die  Genfer  magnetischen  beobachtuiigeo  ausigen  nur  am  Morgea 
de«      Koyftmhgj  eine  StöriMig.  ^ 

Noveinlier  21.  17 Uhr  November  22.  tVöh  5Uhr  Ut  nach 
«ler  Aussage  des  Herrn  Prof.  v.  Kiese  ein  betrSchtfiches  strah- 
lemrerfeadesloDd  rothes  NordtidiC  zu  B  o  ii  a  sichtbar  gevreAen.  Zn 
Geaf  Miie  magnetiHcbe  Störung. 

Decerober  II.  Zu  Rolandseck  und  zu  Bonn  sab  iob 
ongeacbtet  des  MondschelnH  xirischen  10  uod  Idükr  ein  bleiebea 
strahleowerfendes  Nordiichl. 

Üeceiuber  13.    Von  6— U  Uhr  schwacher  Norülicbtscbimmer. 

Deeanber  la   llUbr,  dieselbe  WahmebMog. 

Deceniber  17.  (Jin  10^ zeigte  sich  (deutlich  der  matte  Schein 
des  Nurdlichtes.  Nach  Mitternacht  tvar  .der  nördlicbe  HUnutel 
«ehr  auffallend  hell.  Temperatur—  Vl^  R. 

1847. 

Januar  13.   (Bonn.)  Zweifelbafte  Spuren  des  NordDcbtea. 

Januar  14.  Viele  (Stunden  lang  in  dieser  heitern  Nacht  er- 
^hienen  nebr  wechselnde  Gestalten  der  tveinsen  Nord  lieh  tmaterie, 
ebne  je  in  die  normale  Phase  einzutreten.  Temp.  —  5^R.  Wind 
aas  SO.  Am  nSchsten  Morgen  (and  icb  im  magoetiscben  Obser- 
vatoriam  die  Nadel  Fehr  unrubig.  Ich  bemerke  noch,  dass  es  um 
84  Chr  den  Anschein  hatte,  als  wolle  sich  der  Lichtsaum  Qher 
einer  längst  vorhandenen  grünen  Nebel bank  bilden.  Durch  diesen 
eigeothfimlichen  ISebel  sab  ich  die  Sterne  bia  zu  wenigen  Graden 
Hfibe  über  dem  Horizonte.  Die  hellen  und  mautiigfaltigen  Gebilde 
übertrafen  an  Liebt  den  Zodiakalschein,  und  machten  ibn  suletst 
ganz  onkeuntlicb«  wo  sie  Ihn  westlich  berttbrten. 

Mftrx  17.   (Butin.)  Weisses  Noidiirht.  (Briell.  Mitth.; 

October  14  (Bonns)  Bs  lagerte  ge^eo9sfast  unbeweglieh 
*  eine  grane  sehr  durchsiclitige  Nebelbank  im  ?ionlen^  die  aber  deeh 
de»  Neheieegpente  des  NordKcbtee  niebt  wohl  veiglieben 
wenden  konole;  sie  liflbtn  die  dortigen  Sterne»  nnd  die  grCseem 
gfschisnen  umgeben  von  kleinen  Hofen,  Gegen  AIHternacbt  wurden 
die  dam  Pole  dee  HbunMls  -  neben  RegHMien  stark  pbaspbefieeh 
glänzend,  weSs«  und  heller  als  die  Milcbairnsee  im  Sehwan.  Die 
Bauer  dieser  auffallenden  Beiencbtung  war  von  11*  bin  19<^  Die 
Nacht  blieb  Uar;  WindO.  und  SO.  Am  Morgen  ile«  ».October 
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übersogeo  jene  merkwOrdigM  CirrasgcliUde  d«o  HimmeA«  die, 
•Mgoheod  von  2  Punkten  an  enf^gengenettten  Orten  dM  BoH* 
»intes»  die  mebtbare  Haemisphäre  ala  ^oaste  Kreise  umspannen. 
Der  eine  Ausgangspunkt  lug  WNW.«  nech  viele  Grade  weetlkb 
vom  magnetischen  Meridiane. 

November  2.  Cm  >  seigt  aicb  das  Segment  einea  Nord« 
llchta  mit  acbwacb  entwickeltem  Licbtaaume.  Es  «rechaelte  oft  in 
eeiner  'nnr  geringen  Intensitit,  ebne  nleb  ansznbitden.  Aber  eebon 
In  Aaebe«,  9  Meilen  NW.  von  Bonn,  wurde  von  Hole  efn 

grosses  und  scliunes  Nordlicht  beobachtet.   (Briefl.  Mitth.) 

November  19.  Ungeachtet  des  hellen  Mondscheines  sah 
ich  die  tiefe  Rothe  de»  Nordlichts,  die  in  w  olkenarfiaren  von  1).  ~W. 
bewegten  Massen  hSufit;  ihre  Intensität  veränderte.  Es  hatte  oft 
den  Anschein,  als  stiegen  rothe  Dampfmassen  liüschellörniig  aus 
den  Nebeln  des  Horizonts,  doch  kanten  die  gewöhnlichen  «Strahlen 
nicht  zum  Vorschein.  Teiup.  —  2^R.  Am  nächsten  Morgen  war 
der  Himmel  noch  heiter;  im  Norden  lag  eine  Wolkenbank,  und 
becb  darfiber  ein  Bogen  der  feinsten  €irrl. 

December  8.  Zwischen  ^  und  7^  zeigten  sich  die  unver* 
kennbaren  Anzeichen  des  Nordlichtes;  durcb  andere  Beobachtoii« 
gen  war  leb  verbindert,  seine  Entwickelung  xn  verfolgen.  Arge- 
iander  bat  swiseben  iO"nnd  11"  die  Entstebung  des  Licbtaaames 
gesebeot  nnd  2  Aaimotfae  seines  Sebeitela  bestimmt 

December  10.  Sdiwacbe  aber  bestimmte  Sporen  deeNoid-  • 
Hebten. 

December  17.  Unter  allen  NordKcbtern,  die  leb  gesebM 
bebe,  war  dies  eins  der  grfissten  nnd  prachtvollsten;  wie  weit  Mk 
seine  Sichtbarkeit  eratreekte,  ist  mir  nicht  bekannt  geworden»  mid 
leb  kann  nur  angeben,  dass  es  ancb  su  Evtin  In  Holstefai  Im 
grOesten  Glänze  sieb  zeigte.  Der  Himmel  war  in  dieser  Naclit 
bei  starkem  Mondschein  Anfangs  sehr  heiter.  Um  54**  gewahrte 
leb  (Sternwarte  zu  Bonn)  gegen  Norden  die  <j;raue,  thuruktcri&li-  - 
sehe,  noch  ziemlich  formlose  Nebelmasse,  und  gleich  darauf  eiit^ 
wickelte  sich  der  grosse  hellgelbe  Lichtsaum,  der  im  Nordpunkte 
des  Hinrroels  beginnend,  bis  fast  i^e^en  Westen  nahe  IK)^  im  Ho« 
riaoBl  uiuspannte;  sein  Scheitei  lag  noch  5^  unter  if  Ürsae.  Um 
die  Lage  des  Scheitels  vom  Licbtsaome  gegen  die  Lage  des 
magnetischen  MeridiaTis  zu  ermitteln  (die  steh  fetcht  berecbnen 
ifiest),  machte  ich  aaiaäclist  folgende  Beobacfatungea. 
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5  ^9      gg      o       *t  t»  «t 

5  50  M  t»  »I  (3®  westlich)  „  ij 
5  51  M  w  n  (7^  wesUicb)  •>  «? 
5  ft3       9>       II        M  tt        Vf  Uwcplis. 

Lin  5"  50'"  zeigte  sich  der  erste  rothe  Strahl  westlich,  und 
zagleich  bekam  der  Liclitsauni  an  seiner  oliern  Krümmung  3  Eiu- 
biei^uugeit,  so  dass  zugleich  der  östliche  Tbeii  aiu  meisten  auf- 
ragte.  Der  Scheitel  die«» es  Tbeiles  lag  um 

fl»  5t*  ««ikreelit  imler  {  Ucsae, 
5  6S       M  ^  ^  99 

Uro  6"  l"*  bildete  sich  im  Lichtsaume  senkrecht  unter  Uraae 
eine  horizontale  dunkle  Spalte;  es  hatte  bald  den  Aoscbein,  aU 
•chobe  sich  der  helle  Östliche  TWii  da«  Saumes  fiber  4eD  licht- 
•chwftchero  westlichen  hin« 

Um  6**  13"*  erschien  der  sweile  Strahl,  er  war  weiss  und  ?o|^ 
Iber  l  und  17  Draconis;  um  6**  15*"  der  dritte  von  17  ürsae  bis  y 
Ursae  minoris.  In  14  Minuten  hatte  sich  der  Bogen  in  2  über- 
einaitderlitgeiiiie  coiiceutrische  Licbtsäume  gespalten;  dies  ist  das 
drittemal  daas  ich  die  merk\viirdi<^e  ILrscbeinuug  sab,  voo  der  ich 
sie  eioe  Beschreibung  gelesen  habe. 

Ich  neriite  non«  wie  beide  Sinnie  veo  Oateo  lier  gewisser* 
naasseo  erseegt  würden«  oder  vielleicht  richtiger,  stets  aeaen 
2nwacbs  an  lenchtender  Materie  erhielten»  und  aÜemal.  weno  sich 
eine  oeoe  wellenfiirinige  Elnbucht  gebildet  hatte»  nerkwardige 
Bewegaogeo  hatten»  se  dass  es  schien»  als  rücke  der  Milche 
Theil  des  hohem  Saarns  gegen  den  tiefem»  fiber  diesen  theiiweis 
sich  hinschiebend.  Der  Sstliche  Fuss  des  grSsseren  Saumes 
lehnte  sich  gegen  eine  Welkenhank.  Nsehdem  Ich  die  Umwand- 
lungen der  Lichtbogen,  dasAufiMgen  Mtter»  in  der  Mitte  weise, 
westlich  roth  geilrbler  Stmhieo  ooeh  eiee  Weile  heebashtet  hatte, 
gfaig  ich  in  das  magfiettsche  Obeeifilcii— i;  es  war  6»  40«.  Bei 
dem  ersten  Blicke  durch  das  Fernrehr  des  Gaussischen  Appa- 
rates sah  ich  den  Magneten  sehr  grosse  (lOCentim.)  Osciliationen 
beschreihen,  und  gleich  darauf  verliess  er  in  betliger  Bewegung 
das  Gesicbtsfeld  gänzlich,  um  hernach  auf  der  andern  6eit«  ivieder 
zu  versthvvindeii.  Mit  Miihe  kuimte  die  Bewegung  beruhigt  wer- 
den; ich  vermuthete  »o^leich,  das*;  da^  ISordlicht  zugenommen 
haben  müsse.    Uinaustretcnd  ins  Freie,  sah  ich  den  ganzen  Nord* 
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himmel  im  ^ünzendstenRotb  erglühen ;  ^hul  wettilicb»  im  Cygim»uiiti 
Acjiiila  standen  5,  L^ü*^ hohe  biiiti)rot)ie8chrägeSäuleny  im ISordoxten 
5  andere,  senkrechte.  Der  ganre  Raum  xwischen  den  erwatiiilen 
Mestlicht  II  nnd  östlichen  Säulen  war  dampfahnlich,  gescheckt,  uiul 
«tOckweis  v\ie  durch  gliibciidc  ISebel  schimmerten  die  weissen 
Fragnieute  des  Lichtsaumes  hindurch,  de.«»seu  Scheitel  die  HöIm; 
von  t  Ursae  (aber  nicht  dessen  Aziuiuth)  erreichte.  Die  liütbe 
seihst  reichte  bis  zum  Zenith.  .letzt  kehrte  ich  zum  magnetischen 
Apparate  znrfick;  der  IVlacnet  war  nicht  zu  beruhigen;  erst  um 
6«  47"»  konnte  die  erste  rohe  Beobachtung  versucht  werden,  üi.-s 
6"*  59""  als  der  Mnunet  nieder  das  Gesichtsfeld  verliess  (er  be- 
schrieb ]6  Centim.)  hatte  sich  das  Nordlicht  nicht  besonders  ver- 
ändert. *)  Um  >  S"',^  bilden  sich  zahlreiche  weisse  6trableo;  einer 
von  ihnen  uar  krumm. 

>  Jff"  Nordlieht  plütslieh  «ehr  schwach. 

7    25    Es  bildet  sich  ein  ^nz  neuer  Lichtsauni. 

7  29   Eine  schwache  Küthe  tritt  %vieder  hervor. 

7  33   Westlich  schwache  weisse  Streifen. 

7  35  Allee  venechweeden«  kleiees  Gewftik  im  MW. 

7  4St5  Die  RSHie  letgt  sleli  wMer  im  Dreetieii. 

7  62   Viel  kleine   zerstreute    graue  Wölkchen    mit  seitlichem 
rothen  Schimmer. 

7  57   Wieder  eine  schwache  Küthe  sichtbar. 

8  0  Die  Rothe  verschwindet:  im  Nordet)  bleibt  nebst  den  klei- 

nen Wölkchen  eine  allgemeine  Helligkeit. 

.Iet7.t  war  das  eigentliche  Nordlicht  zu  Ende;  jedoch  in  der 
Eriinieruiii^  ati  frühere  heol>ach(uin;et)  in  IluUleift,  bei  denen  ich 
mit  Verwunderung  das  Entstehen  liuntgcfarbtcr  Cirruswofken  aus 
dem  Nordlichte  beobachtet  hatte,  beschloss  ich,  einen  VheW  der 
Nacht  den  weitern  Verlauf  der  Erscheinung  zu  verlulgeii. 

Vm  10»  stand  tm»  N.  bis  NO.  eine  99^49  Irobe  grane,  okm 
•eiuirf  begif nste  Bank,  lo  der  keine  Sterne  sidilbar  waren,  und 
deren  wolkenartige  Natnr  ansser  Zw^fel  stand.  Bald  daiaiif 
strahlte  «oter  Urea  streilenartlg  wieder  ein  tothes  Licht  aus,  und 
«in  bHanoen  die  wanderbaren  Cirmshlldo^gea,  die  plfttsUdi  am 
sternenhellen  Himmel  entstanden  i  ohne  daip  man  sagen  konnls^ 
von  woher  sie  gezogen  kamen.  Ein  stnrmihnllcher  Wind  ging  ans 
SO.  Die  €lrrf  sogen  von  SW.^NO.  nnd  nahmen  mehr  und  mehr 


)  VsrgU  die  «sgasliiidieit  Ueoksdituiigf  n  am  Suklons»  dfuMs 
AefaalJm«. 
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McHitnd.  Sie  schienen  <ieh  im  ZenHIi  xu  bilden.  Kun  vor  11" 
entstand  Im  NO.  ein  dampITurmij^  Gebilde»  frelcbee  phonphoriedi 
leacJitend  abweelieelnd  verechwand  nnd  wieder  eredileo,  ond 
seinen  Ort  nicht  veränderte.  Dahl  war  ein  greeser  Tbeil  des 
Hlnunels  mit  federartigem  Stratnü  flberaogen»  der  im  Nerdhnrisonte 
iidial  anelief»  nnd  Im  Zenith  mit  flammenartigen  Aeeten  endete. 
INe«er  Straten  Temchwand  nehr  rasch,  nnd  unmittelbar  daranf 
rahm  annehends  der  Cirroetratus  eo  überhand,  dasa  bald  der 
gante  Himmel  bedeckt  werde.  Um  114*  hatte  sich  das  tiewOth 
sn  citmuittsfiSrmigen  Massen  ansgelMidet,  die  ans  SW.  sogen.  Um 
Mifternacht  gewahrte  ich  einen  nordöstlich  anrsteigenden »  30**  ge* 
neigten  l>aikenförmigen  Streifen,  hOchst  intensW  dnreh  die  Wolken 
nnd  deren  Lücken  durchscheinend,  phofiphorisch  grüngelb,  der, 
HShe  nnd  Asimuth  merklich  ftmlernd,  nm  ISW  wegen  zunehmender 
Trübung  den  Himmele  verschwand*  Er  bewegte  eich  mit  den 
Sternen  gegen  die  Richtung  der  Camuli.  Jener  Stn^f  war  weder 
dne  Wolke,  noch  ein  gewfihnlicher  Nerdlichtstrahl ;  er  gehürt  in 
die  Klasse  der  noch  nnerklSrten  sehr  seltenen  Encheinnngen, 
shen  so  wie  die  vom  3.  üec.  1845.  Temp.  um  8^,9  Ab.ss 40^,2  R. 
Der  feigende  Tag  (Dee«  18.)  sehr  heiter.  Temp.  um 9"  früh  — 
R.  Mittags  befand  eich  der  Magnet  noch  in  gresner  Unruhe»  * 

Zu  Entin  ward  das  Nordlicht  am  17.,  18.»  19.  und  20.  De- 
cemher  gesehen. 

December  20.  Als  sich  zwischen  5»  und  6«  Abends  Regen 
Norden  die  Cirrusvvolkei»  zertheilten,  gewahrte  ich  al8babl  unge- 
achtet des  Votlmondscheines  verschiedene  bleiche  ^Strahlen,  welche 
»ich  rasch  von  O.  —  W.  beivegten.  Um  (>"  entstand  eine  recht 
intensive  IiiitlM  ,  und  äber  den  tiefsleheuden,  vom  Monde  beleuch- 
teten Wolken  Norden  das  grOngelbe  Licht  des  Saumes.  ISach 
meiner  Beobachtung  Mittags  ,  und  der  des  Herrn  Prof.  v.  Hiese 
Abends,  machte  der  Magnet  ausserordentliche  Schwingungen. 
Selbst  an  diesem  Morgen  vor  Sonnenaufgang  sah  Herr  v.  Riese 
noch  die  KOtbe  des  Nordlichts. 

1848. 

Januar  28.  (Ronn.)  Hei  sehr  hei  term  Himmel  sah  ich  nach 
Mitternacht,  als  der  abnehmende  Mond  bereits  aufgegangen  war, 
ein  auKgezeiihnet  schönes  Nordlicht,  welches  indessen  dem  vom 
17.  T)ec.  Tiirht  gleich  kam.  Schon  zwischen  6»  und  7"  Abends 
merkte  ich  die  Spuren  des  Polarlichts  zwischen  den  Dunstniassen 
im  Norden;  eine  allgemeine,  mitunter  schwach  gestreifte  Helligkeit 
erhielt  sich  fast  unverändert  bis  13».   Um  entwickelte  sich 
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^Itidneilig  im  Tanrus  und  in  der  CaaslopM  die  bekannte  R^dw. 
Dm  gnme  Nebelsegment  im  Norden  umspannte  60^  im  Horiaont, 
tod  war  in  Scheitel  gegen  2|»  lioch,  sabr  dwikel,  omI  y^tUa  sldi 
nach  oben  mit  einem  grfiBlicli  gelben,  sehr  verwwcheMi  LIcM^ 
•miie  in  den  Himmelsgraiid,  ähnlicli  der  AlorgtMlIiiiiiieninf.  J«lil 
begann  da*  Strablenirerfeiu  Die  Lichtaäulen  ehtatanden  «nf  dea 
Randt  der  etark  geaacbtea  dnniclea  f9ebelbaiib|  aber  Dee.  17. 
»etsten  ele  abwirte  dnrcb  bie  asf  den  Herlient«  u«d 
ereebleaen  Im  Beilrlte  dee  Segmeatee  wie  durch  eioen 
Schleier  geeeben.  (Diese  Aamerbang  indet  eich  webt  in  mehem 
Mannacripte  Aber  daa  NordMchl  dea  17.  Dee. ;  wohl  aber  ia  dem 
Aber  die  Eracbebong  dea  S8L  Januar  1848»  bei  welcher  ich  ndeh 
dieeer  aeltene»  Beebacbtang  Tom  17.  Dee.  erinnert  haben  muee.) 
Unten  waren  die  LiebteinleB  grUnlleb  welee,  nie  wurden  aber 
'  aehOn  reth,  wie  ele  Mb  nur  Hübe  der  Sterne  Im  Peteenn  «id  ia 
der  Canaiopea  emporatlegea.  Die  weltverlMreltete  IShithraibc  lag 
Im  Mailmo  25»  hoch.  Im  Weeteo  imd  MMW.  eenhte  ele  eleb  Me 
nmn  Betiaoiite  berak  Die  eebr  hf  nfigen  StiahleQ  erreldrte«  icanm 
B«be>  nur  ehi  Üetihsber  Strahl  etieg  fale  40».  In  der  geaaaMh 
ten  LIebtmaaee  war  nur  die  elae  Tendern  der  Bewegung 
Weaten  nach  Oatent  nicht  wie  Ich  wenlgetepe  «e  immer  ge* 
aeben  liabe,  von  Outen  nach  Weaten;  aelbat  der  Liehtaanm  hi^ 
diene  Bewegung  mit  den  Strahlen  und  mit  dem  refben  GewSlhe. 
Um  14*  tfberacbritt  daa  Oatende  dea  Nordllchfa  den  aatronomiachen 
Nerdpnnkt  dea  Hotiaontea  aüt  einem  hOchat  pnchtveUen  totb  und 
weissen  Liebtatreifen.  Um  14«  15»  nah  leb  die  letzte  Rstbe  ver- 
acbifinden«  Der  Wbid  stand  beMg  aua  Oeteo;  Temp.  --6^2  R. 

Februar  21.  Sehen  am  Tage  rerrieth  aich  daa  NerdHebt 
durch  atarke  Scbwiugungen  dee  llagneten.  Der  Himmel  war  eelvr 
bedeckt,  nnd  wo  wäsk  die  dichten  Wolken  febltea,  aeigte  sieb  ein 
trüber  grauer  Dnnat  Um  7**  aab  man  nur  ^Inaelae  der  bellen 
Steroe,  luglelcb  aber  den  aoaeorerdentli^en Olutbecbein  de«  Po- 
larlichtes. Im  iNorden  waren  die  Welken  cumulesartig,  gans 
dunkel,  und  auf  dem  fenerfarbigen  Hintergrunde  scharf  hervorge- 
hoben. Das  rothe  Licht  eehlen  suweilen  das  Gewölle  nicht  bloss 
seitlich  zu  erleuchten  oder  durch  die  Dfinste  in  den  Zirtschen- 
rfturoen  durch zusclummero,  eoodern  das  Innere  aller  tien-rdknia^sen 
vollständig  zu  durchdringen,  als  seien  diese  selbstleucbtend.  Als 
tiefer  gegen  {ien  Horuont  ein  Riss  in  den  Wolken  eutt^tand,  ge- 
wahrte ich  das  buchst  intensive  Grüngelb  des  Lichtiaumes^  Uta 
7«  20^  war  die  azimuthale  Dimeuüion  d&s  Nürdlichtö  biegen  100^ 
(«  Andromedae  —  t]  tirsae);  15"  früher  i^tip^  die  Ruthe  bis  10^ 
Abstasti  vom  Zeuüb  gegen  Norden.   Erst  um  7"  27*"  durchbrach 
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ein  herrlicher,  roth  und  weisser  Strahl  das  dichte  Dunstgeuolk; 
er  blieb  lange  sichtbar,  erhöh  sich  bis  50^  und  heweqtp  sich  be- 
stimmt von  O.— VV.  Kurz  vor  lag  das  Centnim  des  l'olariich- 
tes  10^  Nord  zu  Ost.  Temperatur  =:-|^2V  H.  Die  Intensität 
dieses  Nordlichtes  war  so  i^oss,  das«  ungeachtet  des  fast  völlig 
bedeckten  Himmels  die  benachbarten  Gebäude  wie  von  der  Mor- 
gendämmerung beleuchtet  erschienen  und  dass  ich  grossen  Titel* 
druck  lesen  konnte.  Am  Mittage  des  22.  Februar  hatte  sich  der 
Atagnet  bereits  berahigt.  Auch  zu  Genf  bat  man  das  Nordlicht 
beobachtet 

März  7.  Die  un^cuohnlirhe  Helligkeit  in  einer  Wolkeuspalte 
Hess  mich  ein  Nordlicht  vermutben. 

Mär s  19.  Ein  aehr  ausgebreiletcif  Nordllelit  gewahrte  ieh* 
wihrend  ich  in  dieser  Nacht  mit  der  Beobachtung  einer  .totalaa 
HendfiDsternisa  beachfiftigt  vrar.  Im  Norden  kg  (hei  sonst  nehli- 
gtn*  SM  Tiisil  halb  heiterem  Himmel)  «ine  hohe  schwuse  Wol* 
hsahnfa.  Üm8l  Uhr  entirickelte  sieb  gelbrothesLicht ired  schwaches 
SmhieswsifeD«  Ein  Strahl  wenigstens  hatte  eine  Bewegung  veo 
W.— O*   fch  hsb«  die  Etseheiming  nnr  wenig  beobachtet. 

Octohsr  19.  Ein  grosser  Nordllehtstrahl  war  nngsachtct  dsr 
dtcfcen  Nelwl  sichtbar»  Er  war  hoch  nnd  ienehtsta  emigs 
Ifinvteii.  Bewegung  O.^W. 

October  '22.  Ein  zwar  kleines,  a!ier  »ehr  schönes  Nordlicht, 
auf  welches  ich  erst  durch  Argel«inder  au (iiierksam  gemacht  wurde. 
Vm  II"  sammelten  ^.ich  im  NW.  Janue  Ljraue  NebeUtreifen »  die 
eine  sehr  dunkle  Wolkenbank  von  5^  Höhe  bildeten*  Um  11k« 
leuchtete  plötzlich  das  Roth  auf.  Dann  stiegen  aus  carminrothsn 
Lichtmassen  sechs  weisse  Säuleo  empor,  die,  sehr  schnell  er« 
löschend,  sich  von  O.  —  W.  beM-egten.  IbreHdhe  ging  nicht  fiber 
15^  Das  Strahl enwerfen  war  bald  vorflber.  Ende  der  iMchdb» 
noag  gegen  13^, 

October  '23.  Abermals  bei  zum  gr(is.sten  Theilesehr  heiterem 
llimmel  erschien  zu  Honn  (und  zu  Aachen)  ein  schönes  Mord- 
liebt,  welches  ii)  seiner  langen  Dauer  4  bis  5  Mai  seine  Intensität 
sehr  veränderte.  Gleich  am  Fiide  der  Dämmerung  ward  es  sicht- 
bar. ZtTischen  Nebelstreifen  (ganz  wie  Oct.  22.)  Im  Norden,  die 
steh  mehr  nnd  mehr  zu  einer  schwarzen  Welkenbank  zusammen» 
zo^pn,  erschien  die  gelMiehe  Helligkeit,  allmälig  sich  verstärkend, 
bis  um  S**  die  ersten  weissen  Strahlen  mit  rothen  Spitzen 
aufstiei^en.  Die  Beiregwng  dieser  war  langsam  von  O.  ~  W.,  wenn- 
gieich  es  schien,  dass  ein  oder  swei  Alul  das  Gegeutheti  vorkam. 
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Vx\\  0^  voTv^an(^plte  sich  die  geltilichi'  fielle  in  (  nrininroth,  trat 
ttlier  baiti  in  das.  Iriiherr  StatÜum  znnir  k.  Vm  II."  «trabltc  daa 
Nordlicht  in  bedeutenden  Dimensionen  wieder  aut\  anfangs  mit 
vielem  Roth,  dann  grüiiüchvieis«  und  gelb.  Um  15'*  (3  Uhr  früh) 
war  Alles  erloschen.  Oer  Bimmel  bedeckte  sich  mit  Nebeldfiii- 
Mten.  Am  andern  Morgen  leigte  der  um  Tbeil  klare  Hinmi«!  viele 
Cirri«  Mitlege  geox  triibe. 

Oc tober  24.    Um  11«»  deutete  die  HelligUeii  zvxischei^ Wol- 
ken im  ISordeii  nieder  aui  das  Polarlicht. 

Oetober  25.  Fast  die  gence  Meeht  binderck  wer  der  Nerd- 
himmel  merklick  erleucfctet« 

Octoher  26.  ^  «n  Abends  6"  bis  Nncbtis  14"  sab  tul)  die 
Spuren  deä  Mordlicbts;  um  IQ»  5"'  6cbvvacbes  Strabienwerleii  im 
Hercules. 

Oe tober  An  dieeem  Tege  Mittege  seigten  eich  gans 
eaeeeferdeetUeke  Erecbeinaogen  an  den  Wolken  In  der  Nike  der 
Seene,  die  ick  kei  einer  enderen  Gelegenkeit  emsIXodllck  su  be- 
eckreiken  fflr  nützflek  kalte.  Abende  nrleckea  8*  ond  19*  leg 
wieder  eine  kedeetende  Helligkeit  im  Norden,  weleke  eekr  oft 
Ikr  Asimetfc  verlnderte.  Es  kam  nickt  zum  Straklen werfen,  woki  ' ' 
aber  ein  paar  Male  som  eckwacken  Erglühen,  zur  Entwiekelung 
der  Rotbe.  Nack  Mitternackt  lag  dae  Centrom  des  Lichtes  Nord 
SU  Ost  um  V  und  |  Ursae. 

O  c t o  b e r  «10.  Sekr  krill an te  Fragmente  des  Nordlicktes  glSns* 
ten  in  Zwischenräumen  von  Wolken,  die  vor  13*  geregnet  hatten; 
dae  orangefarbige  Licht  war  so  hell,  daee  ich  grosse  Schrift  da* 
tio  lesen  konnte  «end  dass  ich  im  Zimmer  die  Sckatten  der  Pen- 
eterepTossen  sab.  Die  Erscheinung  musste  sehr  ausgedehnt  sein. 
Dem  Anklicke  nach  lag  der  Sita  des  Lichtes  bestimmt  über  den 
Welken.  Um  13*  war  dae  Centmm  des  Licktee  etwa  1^  Nord  an 
Oet  Temp.  4  9«>.6  R. 

November  19.  Der  beivSlkte  Himmel  i^erhinderte  es,  die 
Einzelheiten  des  rothen,  gewiee  ausehnücken  Nordlicktes  an  beob« 
eckten.  Auch  in  Genf  war  ee  eicktbar. 

November  21.  Zwischen  7"  und  11"  war  die  Helli^^keit  des 
Nordlichts  imi^eachtet  des  sehr  bedeckten  Himmele  deutlich  be- 
merkbar. (>egen  11"  kliirte  sich  Hie  Luft  von  Südeu  her,  und  alles 
Ge^volk  lagerte  sich  nördlich  in  Gestalt  einer  langen  dunkeln  Bank, 
die  SU  dem  gelbruthen,  nicht  strablenwerfenden  Scheine  de»  INord- 
lickts  eiuen  sehr  aulTallenden  Contrast  bildete.    Gegen  14"  nahm 
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lite  Intensität  so  zu,  da»«»  ich  io  nieioero  Ziiumer  deutlich  die 
Schatten  der  Fenstersprossen  erkennen  konnte. 

Nov e mber  22.  Ali«niiale oamkeoolitre Spart«  des  Nordlichts. 

1840. 

Februar  (Bonn.)  Während  eise«  groMeo Unwetters  und 
Sturmes  sah  man  an  vielen  Orten  der  Rheuipiovini  ein  helles  rnthes 
Nerdlicht,  auch  hei  roln  das  3t*  Elmsfeuer.  Erst  um  II"  Abends 
bmerkte  ich  die  f«luthruthe  im  Norden.  Februar  23.  und  ^24. 
wafw  Necbta  die  Zwincbeoränme  der  Wolken  im  Norden  eebr  erhellt. 

Februar  25.  Nach  12**  war  der  Uiminel  bei  grosser  Klar- 
heit so  hell  wie  eine  Juninacbt  anler  dem  Ö4sten  Grade  der  Breite. 

Februar  27.  Kin  .««^chuneK  Nonlljcht,  dessen  Aofang  ich  uicht 
beraerlvte,  sah  ich  erst  gegen  7i",  als  bereits  rothe  Strahlen  sich 
duich  d&s  iSterubild  des  Drachen  ausgebreitet  hatten.  Eine  i^e- 
v^ubnlicbe^  7^— holte ,  mehrfach  unterbrochene  Wolkenbank  iag 
lai  Norden:  sie  verdeckte  das  .Nebelisegment,  und  nur  in  einzelnen 
Sticken  bückte  das  grüngelbe  Licht  des  Saumes  hindurch.  Jene 
Wofkeobank  bildete  aUo  e'mftn  zerrissenen  Vorhang,  hinter  wel- 
chem das  Licht  emporstieg.  Die  Strahlen  waren  unten  weiss, 
ohtiv  rotb ;  ott  erschienen  acht  zugleich,  oben  sich  in  die  allge- 
luetne  Küthe  verlierend.  Gef^en  ^>"  verschwand  Alles.  Die  Ge- 
«aminthewegtjni» ,  namentlich  die  <ler  Strahlen,  ging  von  O.  — W. 
Die  grüsste  Habe  erreichte  um  7"  40"  ein  rothex  Strabl,  der  bis 
^  Geeitfopeae  auiechose» 

September  97.  Es  teigea  i^eh  mitunter  LaHersehefimiM^efH 
die  den  Beobeebter  lu  Zweifel  der&ber  iaeeen,  zu  welcher  Kleeae 
er  dieeelben  zu  recbnee  bebe.  Diese  Nacbt  gab  daftr  felgendei« 
Beispiel.  Zwiedielk  8*  laud  II«  tag  von  SO.  bie  NW.  ein  matter 
Bogen  am  Himmel,  der  In  seinem  Scbelfel  kaem  die  Elevation 
Toa  i  Persei  erreichte  (84**).  Anfang«  hatte  er  zwischen  %  und  o 
Cnm^e  die  grusste  Intensität,  war  weissgelb  und  glich  ganz  einem 
von  dem  Monde  beleuchteten  Nebelstreifen.  In  seinen  höchsten 
Thei/en  war  er  sehr  matt,  nahm  aber  gegen  SO.  im  Cctu«  wieder 
an  Helligkeit  zu.  Nebelptreifen  pfletjon  nicht  3  Stunden  laug  nah« 
am  selben  Orte  zu  verharren,  wenn  ^le  (für  den  Standort  des 
Beobachters)  eine  hohe  Lage  am  Himiuel  hnben.  Auk  folgenden 
Eahlen  wird  man  immer  noch  die  Neigung  jene»  wStrcilens  gegen 
den  magnetischen  Meridian  berechnen  können,  indeAi  ich  (Üt  he- 
Keblfre  Punkte  die  geraden  Aufsteigungen  =  AR  und  die  Decliaa- 
tionen  =  D.  bestimmte. 

ThMl  XXVi.  7 
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Um  6»  äO»  in.  Z. 


AR.  D. 

1740  ^  490 

160+55 

m  ^  w 

140  -1-  flO 

130  *f  61 

190  -I- 

110  -I-  61 
100-1-60 


AR.  D. 

90»  +  58» 
80+54 
70  -l-  50 
60  +43 
60  +36 
40+25 
30  —  I 


Der  Bogen  senkte  sich  später  gegeo  den  Nordborizont  und  Idtte 
sich  in  NebeUtreifen  auf. 

October  22.  Schon  um  64"  sab  man  bei  Mondschein  den 
Anfang  des  Polarlichtes  gerade  im  Norden ;  eine  aUgemeine  gelbe 
Heiligkeit  wechselte  niituoter  die  Intensität ,  bis  sich  uro  1\*  denl- 
tieb  die  mit  dem  Licbtsniime  versehene  Nebelbank  aushildete; 
einxelne  streifenförmige  WoMcen  zogen  sich  von  Westen  her  gegeo 
diesen  Punkt  zusammen.  Alles  Licht  bewegte  «leb  von  O.— W* 
Nnehdem  die  Lnft  sieh  einige  Male  getrfibt  hatte »  kam  das  Nord* 
liebt  nro  O*'  pl6tsRcb  an  voller  Entwlckelnng.  Sehr  acbnell  seboe- 
een  acht  hin  sehn  hohe  nnd  breite  Strahlen  ans  dem  ataik  vom 
grilnen  Lichte  erhellten  Theile  den  Horlsonta  anf ,  dessen  Region 
jetat,  an  der  Stelle  des  Segmentes»  mit  einer  Menge  faeriger 
Neheiwoiken  6hersogen  war.  Die  Bewegung  der  Strahlen  war 
raaeb  von  O. — W.;  aneb  erhMcben  ale  sehr  schnell;  im  Drachen 
sogen  nie  durch  earmlnroth  gefirhten  Dunst  Auch  das  gewSbn» 
Hebe  Gew5Ifc  ward  (Sstlleh)  einige  Mlnoten  lang  roth»  aU  wenn 
das  hinter  nnd  h«lher  stehende  Nordlicht  die  ganse  Masse  der 
Welken  durchdrungen  nnd  dttrehscbeinend  gemacht  bitte.  Um 
9**  90*  nahm  die  Erscheinung  ab,  doch  bemerkte  ich  schwache 
Spuren  noch  nach  Mitternacht.  Am  23.  Vormittags  war  der  Him- 
mel bedeckt. 

October  23.  Um  10"  verkiindete  der  gelbrothe  Schein  in 
einer  Wolkeospaite  wieder  ein  Nonllicht. 

October  24.  ^br  heiterer  Himmel,  nur  schwache  Spuren 
des  Nordlichts. 

November  6.  Sehr  schwache  Anaeichen  des  Nordliebts. 

?«overobeT  19.  Allgemeine  Helligkeit  am  nurdiicben  Him- 
mel 2v%iticben  7"  und  13*;  einmal  scbwacbe  Streifen.  Bewegung 
der  einzelnen  Theile  des  Nordlichtes         von  O.^W. 
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Ja  Iii  13.  (Bonn.)  In  dieser  Naeht  «ah  ich  zum  ersten  Male 
ein  Nordlicht  im  Sommer.  Schoo  vor  MHteroaclit  iel  es  mir 
aoTj  dass  der  nicbtiiclie  Dämmerungsbogen  so  B'olt  g6g«n  Weatea 
sieh  anadeboto«  Cm  12»  M'",  als  daa  Centmm  des  PSrnmerungs-' 
barrpiis  schon  etwas  Nor«)  zu  Oeit  liegen  moaste,  stand  die  gr«is8te 
Halligiiait  nicht  nur  im  NW.  (unter  Ürsa  major),  sondern  es  atie- 
gen  gaaa  deutliche  weiaascbimmernde  Strahlen  40^  hoch»  bis  zur 
Hube  TOB  ß  Üraae  major  empor;  andere  erachienen  mehr  nord- 
lich ron  der  Gegend  dea  Auriga  bar.  Untan  varloren  aicb  die 
Streiren  in  der  DämmeniBg,  aber  nach  oben  waren  aia  ao  deot- 
ftch,  daaa  ich  leicht  ihre  von  O.    W.  gerichtete  Bawagoiig  erkaiuita* 

September  13.  (Hamburg.)  Um  84«*  bemerkte  ich  filier 
einer  ge«vubolicben  Wolkenbank  iin  Norden  ein  bcbwaches  rotbes 
Polarlicht;  Strahlen  erschienen  nicht. 

Oc tober  1.  (Hamborg.)  Groaaea  Nordlicht,  voo  mv  oicht 
Wwebftet 

October  2.  (Hamborg.)  Gegao  7]^  aah  ich  Im  NW.  ab 
aehr  aehOnaa  und  bedeotendaa  Nordlicbt.  Ueher  dem  gfoaaen, 
«ehr  aoagedahnten  Lichtaaome  standen  gaihe  ood  grtinlicbe  Lieht» 
iideo»  die  aich  bia  aor  •eheiabaren  Hohe  von  n  ond  X  Draconia 
«fhaheo.  Weatlich  hatte  aicb  carminrothas  Licht  gewiaaarmaaaen 
achiditeotreiae  abgelagert.  Die  Bewegung  der  Nordlichtmataria 
war  van  O,— W.  gerichtet.  Ich  war  verbindert,  eine  genaue  und 
asbaltende  Beobachtung  anzustellen.  Zwischen  II  und  r>  ent- 
wirkelte  sich  das  Phänomen  zum  zweiten  Male  sehr  prachtvoll. 
Der  Morgen  darauf  war  truhe  und  nehlicht. 

October  3.  (Hamburg.)  Durch  Wolkenapaltan  acblan  wie- 
der dia  HeHigkatt  dea  Nordlicbtea. 

1851. 

I*  ob  mar  2.  (Bonn.)  Abaoda  alad  atondeolaug  die  S  p  uren 
d^  Nerdlfehta  erkennbar  b  waiaagelbüchen  achlachtbegräniten 
NtbefmaaaeOt  die  suweilen  bogenförmige  Geatalteo  annahmen. 
Deberbaopt  war  der  Himmel  iiel  afler  KlarbaH  merkwArdig  erhellt 

October  2.  (Bonn.)  Nach  10'*  bcoharhtrte  ich  ein  rothes 
Nordlicht  m\t  schönen  rothen  Strahlen«  bei  dem  das  Nebelaeg- 
ment  und  der  Saum  fehlte. 

Oetoher  18.  (Bonn.)  Zwiachea  8«  ond  9*  ein  atrahlcnwar- 
fcodea  Nordlicbt. 
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Januar  19.    (ßono.)    Vor  Mitteroacbt  «in  «cbn'tcbfl»  strah- 
Italofies  Nordlicht. 

Februar  19.  (Bonn.)  Von  0"  bis  15"  leacbtete  ein  «mMf- 
ordeotlicbe«  Nordlicht*  welcheo  Id  Hiofliebt  seiner  Pracht  whI  des 
'  Beichtbvms  seiner  bevreglichen  Gestalten  von  keinem  der  frfiher 
beobscbteten  dbertrolen  wurde.  Leider  war  ich  verhindert,  der 
grossen  Erscbeinang  meine  Anßnerksamheit  sasnwenden.  Anel 
an  Eutin  in  Uotsteln  hat  man  das  Nordlicht  gesehen. 

Mürz  26.   (Bona.)  Zwischen  7"  und  8»  em  rothes  Nofdüebt 
ohne  Strahlen. 


jVlagiietiöche  Beobachtungen  während  de^  iNordlicb te«. 

Durch  die  Gefälligkeit  des  Herrn  Professor  von  Riesp,  der 
mit  unermüdlicher  Ausdauer  viele  Jahre  lang  die  niainetischen 
Beobachtungen  zu  Bonn  geleitet  hat,  bin  ich  in  den  Stand  gesetzt 
worden,  jetzt  noch  nachträglich  die  während  de»  grossen  Nord- 
lichtes am  17.  Deccaiber  1847  gemachten  Beohachtungen  berech- 
nen zu  können.     Cm  die  Bewegungen  des  Magneten,  also  die 
Grosse  seiner  Schuingungen  deutlich  zu  machen,  theile  ich  hier 
6  Sätze  mit,  welche  jedesmal  von  12  zu  12  Zeitsecundeo  die 
westliche  magnetische  Declination       ü  o  n  n  an<4elien.    Die  beige- 
setzten  Zeiten  sind  noch  um  55*  zu  verkleinern,  um  mittlere  Zeit 
zu  haben.    Wegen  der  grossen  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
konnte  von  einer  scharfen  Ablesung  nicht  die  Hede  sein.    Ich  be- 
ruhigte den  Magneten  nur  dann,  wenn  er  das  Gesichtsfeld  ver- 
lassen wollte. 
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Dte  16  BMbtdilMigMätie»  in  dMioi  leb  mA  der  gew6bii- 
Me»  MeCbode  von  12  tu  12  Secnnden  deo  Stand  des  Magneten 
neiirfe,  bat  Herr  Professor  Ton  Riese  bereeboet  mid  daiaiio 
Upende  mittlere  Deeliaat{onen  wihrend  des  Nordlicbtes 
gefanden.  Sie  gelten  ftr  die  schon  coniglrte  mittlere  Zelt  wa  Bonn. 

üm  5-46«'  41*  Deel.  =18057'  W  , 

6  54  41  18  38  27  Der  Magnet  geht  nnter  18»28';  nm 

diese  Zeit  TerrnntbÜch  eine  Cor* 
runcatlon. 


7  3 

41 

w 

19  6  6 

7  8 

41 

18  41  57        bilden  sich  an  vielen  Stelleti 

neue  weisse  Strahlen. 

7  15 

41 

•t 

18  53  48  Nordlicht  plötzlich  sehr  schwach. 

7  20 

41 

« 

18  52  42 

7  25 

41 

M 

18  61  48  Babildetsiebein  notier LIebtsanm. 

7  29 

41 

t> 

18  47  10  Eine  neue  schwache  Ruthe. 

7  33 

41 

»> 

18  49  45  Westl.  schwache  weisse  äitreifeu. 

7  35 

41 

M 

18  49  20  Alles  verschwunden»  schlvaebes 

Gowulk  im  NW. 

7  40 

41 

W 

18  39  56  ) 

7  44 

41 

»1 

18  40  38  i  Dtachco. 

7  «3 

41 

18  66  32  Viel  serstrentes  Gewvlk  im  rölh- 

licfaeo  Lichte. 
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Un  >a»-4l«  Oed.  ^IWWW  Noch  eine  ecliwadie  SBtlM  Wt 

ö    i   41        „      18  Öl  59   Man  bemerkt  nur  noch  ein©  all- 

gouieiu^  li«UigkeU  im 

Wibrand  dieser  Zeit  (eofern  der  Ma{piet  da«  Geeicblsfeld  sieht 
▼«vlieM)  wmn  die  Erueetes  Elongatianen :  um  6**5^=19^9r* 

„77  =18  «. 

£•  ist  niclit  unwaliracbeinlich ,  das«  die  etftrluiteii  SeliwingiiDg«ii 

nahe  2^  erreicht  haben. 

Auch  in  den  folgenden  Ta^en  zeigen  die  Beobachtungen  <it'> 
Herrn  Professor  von  Rieae  noch  bedeutende  Bewegungen  de«» 
Megoeteiij  x*  B.: 

December  17.  19«  aH'-.S   Ded.  S5s|8<>  53'.4 


DecenlMr  18. 
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Alb  HorgeB'  dee  20.  December,  als  eich  snr  Zdt  der  Dfimme- 
raog  noch  der  rotbe  Scheia  des  Nordlichts  geseigt  hatte,  schwankte 
der  Magnet  swiachen  W  18*  nnd  W  21'.  Gegen  3  Uhr  Nach- 
mittags (2^  S2",8)  wnchs  die  Dedination  bis  W  37',7.  Nach  der 
Bemerkung  des  Herrn  von  Riese  fUlt  das  Maiimnm  an  diesem 
Nachmittage  sehr  nahe  mit  dem  von  Colin  in  Parma  heobnch- 
teteo  zusammen,  (rinstitnt,  1848.  Nr.  733.  p.  28.) 
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184d»  Nofember. 

Die  magMtiMhen  Beobachtungen  dm  Uerni  Profeasof  TOtt 
Aie««  «rgebett  folgeode  Zahlen  für  mittlere  Boniwr  Zeit: 

Nev.ia.  a»Merg.=igoia'3i''  ]»Nnehm.  I902O'  3' 
»   rr.  19  13  34  19  21  2  Ab.&-9«Mordl. 

21.      „       19  19  0        M     19  17  28 
»22.       „       19  11  39  19  18  58  Morg.  3«*  iNordL 

D«c.  IL  19  13  27        „      19  16  10 

IKe  nitliereD  tigllchen  Tariitiefleii  der  DedloelSeD  In  den  efai- 
aelnen  Dekaden  iwieehen  Nov.  2L  nnd  Dee.  IL  eind  nach  etaer 
haadecfcrmiidien  MIttheilang  dee  Herrn  von  Rleee  folgende: 

Nof.  2.^NÖv.  IL  r=6^44^a 

„  12.-  „  2L=4  3A 

0f  21.—  Dec  L  =6  0,0.  • 
Dec.  2.-  „  IL  «2  20,2. 

138a  Jnni  13. 

Herr  Professor  ?on  Rieee  findet  nach  einer  beittnügen  Be- 
rtehnoDg  seiner  Beobachtungen  Tolgende  tiglicbe  Vatiaflon  airlatAen 
4m  l>ecUaatioD  Morgene  8  Uhr  nnd  Mittaga  1  Ohr: 

Jnni  13.  siO'  19*, 
„    14.  =14  47  . 
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i'eäuniftaufffaäim  fär  Schüler. 


VI. 

Uebungsaufgabcn  für  Schüler. 


Vor  4lf*m  Hermn  «freber. 

Wm  OA,  Oß,  OC  (Taf.  1.  Fi:;.  8.)  die  geometn^chett  Dar* 
•leNmigm  dreier  sich  im  Gleit  h^eviichte  beAndender  Kräfte  sind». 
oad  loaii  xieht  die  Linien  AB,  BC,  CA,  so  ist  der  Punkt  O, 
ao  w«lcbeni  die  drei  in  Rede  stehenden  Kr&fte  wirke»,  der 
Schvrerpiinkl  den  Dr«laclMf  4ßC, 


Wenn  OA^  OB,  OC,  OB  (Taf.  I.  Fig.  9.)  die  geometriechen 
Darstellungen  von  vier  an  dem  Pnnkte  O  uirkenden,  sich  im 
Gleichgewichte  befindenden  Kräften  sind ,  und  man  zieht  die  Linien 
AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD,  so  ist  O  der  Schwerpunkt  der 
Pyramide  ABCD, 


Wenn  D  (Taf.  1.  Fig.  10.)  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Seite 
BC  des  Dreiecks  ABC  ist  und  von  demselben  nach  der,  der 
Seite  BC  gegentibenitehenden  8pitie  A  des  Dreiecke  die  Linie 
AD  getogeii  wird,  so  let  immer: 

Aß^. CD ^AC^.BD^  AD^ .BC^BD.  CD, BC 
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Wenn  n  die  Anzahl  der  GrOmo  a,  6,  c,  d,  wtf 
bt  ofeulwr;  ^ 

+  (6-c)«  +  (6— 1£)*  +  (6— e)«  +  .... 
-r(ii  -l)(a*  +  6*+c«fd«  +  ^+...0 
— 2lfl6  +  a<!  +  «rf+««  +  ••• 
-|- 6c  +     +  ^«  +  •  •  • 
^  +crf  +  c«  +  ... 

o.  «.  w. 

also  imiBdr 

•f  6c-i-6d  +^«-f .... 
-l-de-l-...* 

0.  8.  W. 

mm  mm  dM  «bm  odat  imt«ro  Zaicban  zu  nehmen  hat,  jenach- 
tte  CSiOtM  Bf  h,  c.  tf,  «immtKeh  «ntor  ei«Mid«r 
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gleich  oder  nicht  wümndich  uotar  einander  gieich  eind.  Es  iel 
aleo  s.,B»  imnier 

2  (o*  f    +  c*)  ^  2  (a6  +  €1  c  +  6c) , 

also  iiDioar 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  drei 
Grössen  a,  b,  c  einander  gleich  oder  nicht  sainnitiich  einander 
gleich  tftud. 


Der  von  Enelidea  fOr  den  Uauptaats  der  Stereometrie: 
„dana  eine  gerade  Linie,  vrelebe  auf  sirei  aicb  achnei- 
denden  geraden  Linien  in  einer  Ebene  in  dem  Durcli* 
aehnittapnnicte  dieaer  Linien  eenicrecht  ateht,  auf 
der  ganzen  Ebene  aenl[reebl  atebt**  gegebene  mid  lo  die 
meinten  Lehrbücher  der  Stereometrie  tibergegangene  Beweiai  biet» 
-  obgleich  er  aof  ganz  einfachen  Grfinden  liemhet»  für  Anfänger 
doeb  immer  einige  Schwierlglreit,  und  ancb  ein  anderer»  -anf  Aem 
pythagoritiacben  Lehrsatz  gegrfindeter  Beweis  ist  von  diesem  Vor- 
wurfe nicht  frei.  Am  Besten  scheint  es  daher,  bei  dem  Stereo- 
metrischen  Elenientarunterriclite  den  Beweis  auf  folgende  A.rt 
darzustellen,  wodurch  die  Sache  sehr  einfach  erledigt  wird. 

Znerat  acbicke  man  den  folgenden,  eich  eigentlieb  ganz  von 
aelbat  ^einteilenden  und  aua  einer  biosaeD  Anaeliattmig  aicb  ea* 
mittelliar  ergebenden  Satt  vorana: 

Wenn  ABC  und  A  h  C  in  Taf.l.Fig.  11.  zwei  con- 
grueiite  Dreiecke  und  in  denifielben  die  durch  gleiche 
Buchstaben  bezeichneten  Winkel  einander  gleich  sind, 
so  sind,  wenn  man  von  den  Spitzen  zweier  gleichen 
Winkel  aus,  etwa  von  A  und  A'  aus,  auf  zwei  gleichen 
Seiten,  etwa  auf  AB  und  A'B',  zwei  gleiche  Stücke  AG 
und  AD*  abschneidet,  und  die  Linien  CD  und  Ciy 
zieht,  jederzeit  anch  die  beiden  Dreiecke  A(^D  und 
A'C'W  einander  eongrueiit,  alao  CD^Ciy. 

Ba  fUtt  nimlieb  anf  der  Stelle  in  die  Augen ,  daaa  In  den  Dreiecken 
ACD  und  Ä'C'iy  zwei  Seiten  und  die  eingeschlossenen  Winkel 
gleich,  diese  Dreiecke  folglich  congruent  sind  ,  also  CD=C'D'  ist. 

Wenn  nun  in  Taf.  I.  Hg.  12.  die  Linie  AB  auf  den  beiden  in 
A  sich  schneidenden  Linien  CC  und  DJy  in  der  Ebene  MN 
aeekrecht  alebt,  an  liaat  aicb  auf  folgende  Art  leicht  aeigeii»  daea 


MUctikiu 


AB  aoch  auf  jeder  anderen,  durch  A  \n  der  Ebene  iHiV  gOKIg^ 
Aen  Ltioie  EE' ^  aUo  auf  der  Ebene        «eukrecht  »lebt 

m 

Mmm  oebme  in  den  Limon  nnd  DI/  iwel  Pimkto  C  und 
D  bdiebiff,  aber  so  ati,  data  die  diesalban  varbindaode  Liata 
CD  die  Linie  EE  In  einem  gewiaaen  Punkte  E  aalineidet»  ver- 
Hagere  AB  über  J  binava,  naebe  A&^AB^  und  verbinde  B 
Mit  den  Punkten  €,  H»  ae  wie  mit  denaelben  Punkten 
dnrcb  gerade  Linien.  Nacb  der  Toranaaetinng  und  Conatmclien 
aiad  in  den  Dreleckien  ABC  nnd  AB'C  swel  Seiten  nnd  der  ein* 
geaebloaaene  Winket  fsleich,  alao  dieae  Dreiecke  coogment;  gaaa 
eben  ao  aind  die  Dreiecke  ABB  und  ABB  congruent;  alao  lat 
BC—B^C  und  BD^B'D,  woraua  aicb  erglebt,  daaa  in  den  awel 
Dreleckea  BCD  nnd  BCD  aHe  drei  Seiten  gl^b,  dieae  Drei- 
ecke alao  congment  aind;  daher  iat  nach  dem  obigen  Lebraalxe 
BE^BE,  nnd  in  den  Dreiecken  ABE  und  ABE  aind  folglich 
auch  alle  drei  Seiten  gleicb»  dieae  Dreiecke  alao  congruent,  folg- 
tkb  die  Winkel  SAE  und  BAE  einander  gleich,  woraus  sich 
erstiebt,  dasa  AB  auf  EE\  und  eben  so  auf  Jeder  auderea  durch 
A  in  der  Ebene  MN  gezogenen  geraden  Linie,  folglich  auf  der 
£i»erie  MJS  senkrecht  ntelit,  h.  b.w. 


Wenn  man  die  R^ihe 

1^1            I)     1  j(ar  — l)(a:— *i) 
*""2T+3  r2       4  TO 

wo  s  eine  poaltive  ganae  ZaM,  die  Reihe  alao  eine  endliclie« 
jederaeit  Irgend  einmal  abbrechende  Reibe  iat»  mit  «^1  mnltl- 
pDcbt,  aolat  daa  Products 

"T  l.2~~*        1.2.3"  1.2.3.4 

Nnn  iat  aber  nacb  dem  binoroiHcben  Lehraatse  fUr  poaltlTe  ganae 
Cspooeoten 

(1  -  i)«+i_o«i  — f  —j^  Ylili —  +  -  • 


alao 


T  1.2.3  ^  


folglich  nacb  dem  Vorhergehenden: 
(ar  +  l)|l-5  1  +3-172^  ^   +  ....|  =  L 
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m 

aiso 

-     1  ar     1  jr(;p  — I)     1  — 2)  .  1 

*-äT^i"T:i — i — m    ^  =^irf\' 

SeUen  wir  nun  der  Kärze  n  egen 


••••  f 


&H=(*+l)-2   l^j^l  

•o  'wtf  weil 


(£j4^1) X     j?(jr  --  I) 
1.2    -  1.2 


rX3     -      TO      +  l.2~' 

(x-f~l)x(x--l)(a:— 2)_a:(x  — l)(.r-2)(jr— :i)    jr(jf— 2) 

i.2.a.4  '  1.2:3  4  nrä  " 


u.    9.  w, 

ist: 

1  j:     1  x(x  —  1) 

+11— 2  r ^ä*~X2 

fdglldi  nach  dem  Votli6rgeh«Dden: 

riacb  dieser  Relation  i»i  also: 
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filglieb,  «renn  man  die^e  (^leichuDgeo  «i  MMUider  addirt  und  auf* 


+2+  5  +  4  +  ••••  +5» 
also,  weil  oach  dem  Obigeo  offenbar  iSj  =  1  ist; 

1  +  5  +  3  + 4+— •  +  J 


1111  1 
|  +  j+ j  +  i  +  .-  •  +  5 

-^^ä'  — rx3 — ^""4  i7/:3:t^ 

« 

Uai»0  dies  keioe  bummation  der  endlicben  hannonischen  R«'the 

1111  1 

V  2'  r  4'   5 

ist,  sondern  nur  als  eine  TransformatioD  dersellien  betrachtet 
werden  darf,  versteht  sich  von  selbst,  weil  beide  vor8tebende 
Reiben  immer  eine  gleicbe  Anzahl  von  Gliedern  enthalten. 

Obif^e  TrftnsfoTuiation  der  harmonischen  Reihe  tüiirt  Juhaiin 
Bern  on  III  ohne  Be^veis,  den  ich  hier  hinzugefügt  habe,  in  eiiietn 
Briefe  an  Leibniz*)  an,  und  sagt  freilich :   „Item,  »\  progresüio 
1111 

bamonica  |  +  2~'~3'^4'^ ^*  cootbioetiir»  nt  Domerns  tetminorom 

x.x~\     x.x — l.X"— Ä 
fltt  ir,  «rit  sttmma  progressionis  =jp^  072"     "  1.2.3.3  ^ 

_ j  x £11?         4j|ist  aber  aoeb,  wotaus  erbellet,  das« 

1.2. .3.4. 4  " 
er  dies  nicht  als  eine  Summation  der  harrooniscbeD  Reibe  im 
eigentlichen  Sinne  betrachtet  wissen  will,  sogleich  luBsu:  „Uuie 
tarnen  noodum  perspicio,   iiuomodo  summa  progressionis  harmo* 
finitae  ezpedite  per  compendium  ezbiberi  posbit,  uti  ejLbi- 


•)  M.  s-  lifibniienii  malheinati.srhr-  Schriften,  heran«* 
%m^^%m  ?oM  C.  J.  GerbsrdC   Band  III.   Halle  l^b.   8.  Jeo. 
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iMMtur  siMiMM  pMgptMlMiiMi  figiiraltriiio,  fiel  «Otm  «rllhfi«llM« 
et  geonetrlcae:  «1  quem  novMis  oiodviii  pro  kto,  meemn  buNl 
gravatiiii  comnanlcabl«.*'  O. 


Mein  verehrter  Freund,  Herr  r>irector  Nlzze  nn  dem  treff- 
lichen Gymnasium  in  Stralsund,  hat  mir,  mit  Rüi  ksicht  auf 
meine  Abhandhing  über  die  elementare  Quadratur  der 
HypcrI.el  (in  Tbl.  XXV.  Nr.  V.  S.  82.)  und  das  dort  S.  92.  ge- 
rechnete Beispiel,  eine  Dumeruicbe  Berechnung  der  Gr&oze  von 

 für  ein  der  Einheit  eicb  nftberndee  »  mit  iwOlfiitdligen 

LogarUhniP!!  ziiwesanrlt  Indern  Ich  Herrn  Director  Nizz«»  In'r 
diese  ^littheilung  verhindÜrbst  tlanke  und  dieselbe  den  f^cebrten^ 
Lesern  des  Archivs  im  Folnenden  nnttbeile,  achicke  ich  dersel- 
ben in  Bezug  auf  das  von  mir  auf  8.  92.  gerechnete  Beispiel  die 
folgenden  llrmerkungen  voraus.  Oas  Beispiel  auf  S.  92.  rechnete 
ich  eine  ziemliche  Zeit  nach  Vollendung  meiner  Abhandlung,  und 
fn£rt(^  es,  keinen  besonderen  Werth  darauf  legend,  bloss  in  einer 
Note  bei.  Aus  allen  Ausdrucken,  die  In  meiner  Ahliaodlaog  vor* 
IcommeOf  z.  B.  aas  dem  Ausdrucke  ^ 

o 

auf  S.  87.,  den  ich  nach  Willkahr  herausgreife,  der  natürlich  nicht 
negativ  sein  kann»  geht  hervor,  dass  m,  geometrisch  genom- 
men« nicht  Icleiner  als  die  Einheit  sein  kann.  Wenn  es  aber, 
arithmetisch  genommen»  bloss  auf  die  Gr&nze  anicommt«  der 

  sich  nähert,  wenn  <a  sich  der  Einheit  nähert,  kann,  da 

diese  GrSnze  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat  nnd 
von  einer  CJnterbrechuni;  der  Stetigkeit  fiir  o>  =  1  nicht  die  Rede 
sein  kann,  kein  Zwei  fei  sein,  dass  bei  der  nifaernngsweiseo  Be- 
rechnung dieser  Gränze  auch  (d  ^  1  angonommen  werden  kann. 
Als  ich  diese  Gränze  su  berechnen  versuchte,  nahm  ich  allerdings 
09 >1  an,  fand  aber,  dass  die  Rechnung  bei  der  Anweodvog 
l»loss  siebenstelliger  Logarithmen  nicht  recht  von  Statten  gehen 
trollte,  und  nahm  deshalb  oi  <1  an,  wodorcb  ich  freHich  bei  not 
oberflächlicher  Bereehnimg,  die  ich  hier  nur  bcswedite»  andi 
aar  ein«  sehr  schwache  Annibemiig  an  die  GrSnze  erhielt,  wie 
anch  a.  a.  O.  bemerkt  ist  Um  so  lehrreicher  ist  es  mir  gewesen, 
dass  Borr  Direcfor  Nlzze  bei  Anwendmig  swülfirtelliger  Logarith- 
men« indem  er  «i>l  annabm,  eine  aiemKch  schnelle  AnnShermg 
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10  die  GrSoie  erlangt  bat  leb  la«$8e  nun  die  niif  TM  Herrn  Ol* 
rector  N'izz«  mltgetheilte  Rechnung  folgen.  G. 


Berechnung  von  Lim^i^^   fflr  ein  der  Einheit  eieh 

Ii  ä  h  e  r  o  (i  e  &  w ,  ni  i  t  H  e  z  u  a  u  f  d  i  e  A 1)  h  a  n  ci  1  u  n  g  i  ri  T  h  I.  XXV. 
fir,  V.  über  die  eUineotare  Quadratur  der  Hyperbel. 

Smm  Herrn  Dirteter  Niste  am  OjatBaateni  sa  Straleoad. 


1)   «sM      e>»=Ul  m'^'^l^Q» 

log  60=0,0413926^158 
•leg  fli=::0,0tö53i9S3a738 


•  -  1  2100000000000 
155310536738 
1821 2781 4«»52 


413U-if)85158 
41392685158 
46531^72» 


I  log  09 


4,61214 


►185:30480 
^1917-2204'28 
553013100020 
465310536738 

9769^5637820 
910639073476 
662«m564344ff 

4ri53l9536738 


2076461067021 

9  «=1^1  «a^l^l 

lo|7a)  =  0,004321373783 
«log  CO  =  0,00436458752063 


a»«-.  1^0,0201 


•lagoi 


201' 
1746833006382 


4321373783 
4321373783 
436458752083 


4.60535.». 


2518782812498 
2291740418208 
2188293780416 
10844666778S0 
872917504166 
2214490736840 
21 822937604 15 
32190976425 
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3)  (0=1,001      o*rr  1,002001  l»aOOMIl 

log  m  « 0,000434077479  434077479 
« loc  o  »0,00043451 1650479  41407747^ 

434511561^479 

0,«^!      2001000000000  _  ^  ^,.^no 
STSii      43451156A479  ~ 

17380462-25010 

^^7740640 
8607060338874 

2246840196600 
2172657782395 
742824142Ö60 

434511556479 

3083125^55710 
3041580895353 
41ö449üOa57Ö 

4)  ori.1,0001    i»*s:iiO0Q20ooi  tt>-i£saüOoaoooi 

log  «  =  iog73+logl37-4=0,000043427276  43427276 
» ios  (0  =0,0000434316187276  43427276 

434316187270 


««^1      2000100000000  _  ^ 
ilo^  —  434316187276  ~"  ••^■'^ 


1737264749104 
262^352508960 
26058Ü7 123656 
2245538530400 
2171580936380 
739575940200 
434316187276 
3D52687529240 
3040213310932 


In  seiaM  sehr  irerdleuvtfleheo  Unttrracfctmgvo  Aber  die  Ge* 
«talt  der  Erde  tkeilt  Professor  fon  Peneker  in  Mitan  die 
beiden  folgenden  eleganten  allgemeinen  Constrnctionen  de«  Krdm- 

roungskre'fses  der  Kegelschnitte  mit,  fÖr  welche  einen  analytischen 
Keweis  anfzusu<lKUi  vielleitiht  fitanchem  Leser  des  Archivs  Vcr- 
gougen  machen  uird.  Die  von  Paucker  a.  a.  O.  gegebeoeo  Be- 
weise sind  syDtbetUcb: 
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l.  Ein  Paukt  dt»  Kegelaehnlltis  sei  />  (die  Ffftn«  ulnl  »ich 
eio  Jeder  leicht  seibat  entwerfen  kr»nneri).  Dessen  Berdbrendo, 
OidllMle  ond  NormaHioie  treffen  die  Az»  in  A,  die  Ordi» 

tito  pe  trM  die  in  h  zur  Berührenden  gelegene  senkrechte  Linie 
hl  r :  die  vom  Mittelpenkte  m  gezogene  Linie  etr  trifft  die  Nor» 
■elflaie  pA;  in  «»  ee  ii»t  «  die  Mitte  des  KrSinimingekreisee. 

IL  Au»  dem  Narmalpunktc  A  wird  eine  der  Berührenden  ph 
parallele  Linie  ^ozoiien,  welche  den  Radius  vector  in  f  trifft  Auii 
i  wird  eine  zum  Uadiu»  vector  senkrechte  Linie  gezogen,  welche 
die  Normallioie  ple  in  h  trifft«  «o  i«t  n  die  Mitte  de»  Krüiuiui^ngB- 


Eine  BemerkaDg  filier  ephärisoiie  Dreiecke. 

Man  weiss,  daee  die  analytische  Geometrie,  weeo  sie  von 
den  Wiabel  aireier  Linien  im  Räume  spricht,  im  Allgemeinen 
l^eliMn  Unterschied  macht,  ob  die  Linien  sich  w^irldich  schneiden 
od«r  nicht  Ich  bin  schon  längst  der  Meinnti«;  gewesen,  dass 
man  von  dieser  veitill^enieinerten  Auflassung  dos  Winkels  zweier 
geraden  Linien  im  Räume  weiteren  (jeljraucfi  in  der  Geometrie 
ffberhaapt  machen  sollte,  wiks  zu  manchen  interessanten  geome- 
trischen Beziebangen  (lihren  und  jungen  Mathematikern  Stoff  zu 
veracbledenen  zweck  massigen  Uebungen  geben  kann.  Hierzu  einen 
vorläufigen  nur  kleinen  Beitrag  zu  Uefera,  ist  der  Zweck  der  Toi- 
geoden  Bemerkungen. 

Auf  der  Oberfläche  einer  ans  dem  Mittelpunkte  O  beschrieb 
henttt  Kiigei  liege  ein  sphärisches  Dreieck  ABC,  dessen  Winkel 
■nd  reepective  Gegenselten  wie  gewöhnlich  durch  A,  ß,  C  nnd 
r  bezeichnet  werden.    Zieht  man  nun  die  Kugelhalbroeaeef 
Oil,  Oßs  OC,  und  die  Sehnen  BC»  CA,  Aß  der  Kugel,  so 
ham  man  nneh  den  Winkeln  fragen,  welche  die  Linien  OA  nnd 
BC»  OB  nnd  CJt  OC  nnd  AB  mit  einander  elnachlleesen«  In» 
d«i  man  verencbt^  dieae  Winkel  durch  die  das  spbirisclie  i>rei- 
ack  bestininienden  Elemente  anaattdrfieken.   Die  betreffenden  Re- 
Intfooen  will  Ich  jetat  mit  Hfllfe  der  Fermeln  der  nnalytiaclien 
Oiiwntile  a«6nieben.  Indem  iek  ee  dem  Lcner  fibeHaMn««  nn  de»* 
selben  dnrch  die  gewOhnlieben  Halfemittel  der  aphirlacben  Trige* 
eenetrie  an  gelangen,  was'  eine  awecfcndteeige  Üebnng  fiir  Schü- 
ler darbieten  wird  und  daan  benntst  werden  kann» 

Die  Halbmesser  OB,  OC  will  ich  mir  sämmtlich  von 

dem  Mittelpunkte  O  der  Kugel  ausgehend  denken;  die  Sehnen 
BCt  CA,  AB  aber  aollen  respevtive  Yen  den  Punkten  B,  C,  A 

Tkeil  XXVC.  S 
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ausgehend  gedacht  werdea.  Üipk  voraif«*£;e»et2;t,  wiH  ich  die  voo 
OA  und  BC,  Oi?  und  CA,  0(  urwl  Aß  einceschlossenen ,  IBO« 
nicht  fibersteigenden  Winkel  respective  durch  A,  <i  bezeich- 
nen. Vm  nun  vnn  diesen  drei  Winkeln  etiva  den  Winkel  Ü  zu 
bestimmen,  Ici^'e  ich  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ein  recht- 
wioklige«  Coordinatensystem  der  xyt,  und  bezeichne  in  Besois 
auf  dieses  System  die  Coordioaten  der  Punkte  A,  C  respec- 
tive durch  Xo»  ^0»  ^o*  ^i*  ^i*  hl  ^2»  V^*  Ht  die  180<^  nicht  uber- 
steigenden Winkel  aber,  welche  die  Halbmesser  OA,  OB,  OC 
mit  den  positiven  Theilen  der  drei  CoordioateDaxcn  einscUieeeen» 
respective  durch  /o,  g^,  Äo5  fit  9i*  K\  f%*  9%*  I»*  ' 
der  Halbmeeaer  der  Kugei,  «o  ist  bekmiDtiich : 

j:i=rcee/i,  yi=rco»^,,  Z|=:rcosA|; 
«^ssrcoe/^»  3%=:rcofl^s*  it=sreeaV 

Ferner  wollen  wir  die  von  der  Sehne  BV,  welche,  »vie  oben  er- 
wähnt, <i!s  \on  /)'  ausgehend  gedacht  uird,  mit  den  positiven 
Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  eingeschiossenen,  180^  niebt 
fibersteigenden  Winkel  durch  tpQ,  i^q*  To  bezeichnen;  dann  ist  nach 
einer  helcannten  Formel  der  analytiecheo  Geometrie: 

coeA  s  cos/^cos^    eoe^  €00^-1- cos  A^eoex^ 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  B  ein  dem  primitiven  Coordtna« 
tensy^^teme  parallele«  Coordinatensystem  der  rn;,  und  bezeichnen 
in  diesem  Systeme  die  Coordioaten  dee  Punktes  C  durch  %\  9',  ^; 
so  ist 

f  ^BC.ewifi^t  v'ssBC.coBif^»  f'ssSCcee^Bo; 

also 

cos9)(|  =  ^^>   eost^o^^^*'  ^^Jto^Jjr 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

^.^JI_g'co^^^-9'con«7o-^^j^cosAo 

HC 

fUk  der  fiehra  too  der  Verwaedhrng  det  CeerdlMtvo  iel 
aleo 

jr*  «d^^-xt  =sr(cee/l^cee/'|), 
t'ss^-ari  =r(coe^-cos^i), 
}'  =:it  —  2i  =  r(co6Aa  — cosA^); 
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cw/o  (co»/s-  «-A)  yt-^Qgyi )  -^co  s  Ao(co  6  A^-coi^ 

Weil  ohd  nach  der  Mbon  oben  «Qgewaodteo  Formel  der  eoiüy- 
ttecinn  GeeoMtrif» 

€oe6seoe/oCoo/'2  4-  cos^o  cosy«  4- cos  AqCos  A«, 
€oeea=:eo•^eo•/t-^eo•^eu•^  4c(MiA«coeAt 
Ist,  eo  iot  co«6  — C08C  der  Zähler  vorateheuden  Bruche;  uüd  weil 

eee/i*  +  eoe^i* + cee  ► 
A*  +  co»^*  +  coe  At*  5=  1 
tot,  «e  iel  des  Quadrat  seioee  Neooere 

2il— (eoe/'teoe^-f        ooe^^-f  ceeA|eoeA|)U 
aito,  Mneil 

ceea  s  eoe  A  eee/« -f  cee^i  ooe^ -f  eee  Ai  eee  An 
iel«.de8  Quadrat  des  Nennere: 

$(l-.eoea)a4tiata*; 

folglicb 

Ml«  aa  V  (eoeA— COS +  coe*i)«. 

Daher  hat  man  jetzt  iiir  eoe  J,  coe3»  cos((  die  foigeodeii  eehr 
AeedrOcke:  # 

cos  b  —  cosc        aln  i(6 — c)  sin     4  g) 

 2^in4o  Bin  4a 


eoaj^s 


2  ein  i< 

C08C  — co8a_    ein  4  (c— g)elp  4(c  -i-  e) 
9elii4«   «ini* 


^_^co8a  —  ^^^^»^^  ein  i(a — b)  sin  4(a  -f-  ^) 
•"^•-"""äinic^   einic 
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Auf  der  Stelle  erhält  man  bieraui»  4ie  HeMop  • 

ein  fte  cne  4  -f  ein    cesB  4-  ein  |eeee  €  =£9. 

Statt  der  ^Seiten  a,  b,  c  de«  sphärischen  Dreiecks  kann  ukan 
iu  lüc  vorätebeoden  Fornielo  lei^t  deeeee  Winkel  A,  B,  C  ein- 
fahren.   £e  iet  niaücli: 

.  _ ceeB + CM CToenJ 

sin  Cein  A  * 

CO**  V  +  cos  A  coe  Ä 

coec  =  1 — .   » 

eilt  ii  ein  ^ 

.  »inÄcoeÄ  —  sin  Tcos  C  f  co8^sin(£f— C) 

ein^  einzelne 

_  «m  2^ — Bin  2 C  4  2 cog  i<  ein  (i^  —  C) 

2sin  /I  »in  i?  sin  6 

ein  (B — C)  to»iB-^  C)J^  cos  J  sin  {B  —  C) 
^  ^     '  Mln^leinüTeinC 

9\n{B^V)  \  CO«  /I  -f  Qo»{B  f  C)^ 
ein^lsin /^i$iD  ^ 

2ein(iEr-C)coeKif4^Jgj-OcosUig4-C^^) 
einileini?einiC 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  epb&riecben  Trigeaemetrle  iet 
aber 

,  .      4/     eoe HA  -f  ^f  C) coa k{B ITC^ 
eln4e=Y  etn^einC  ^ 

alee,  wie  man  eogleicb  übertieht: 

ein/l  Veini^einC 

eder: 

 Sfii^^  \  einzelne  ' 

sin^     1  euiCein^  * 

^       sie -  Ä)  A  r  eoa      +    +  C^coa + 
ceeC::=  -r^    Y  sJiABinW^  • 
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c(Miil  =  '— — V-Ti — ^»in  4a  f 

MDil 

^       niniC—A)  , 
 ^^^jbT  **"»^' 

sin  C 


»In  ^  -  n .  ( ß  -  C)  +  «in  ß  sin  ( C  -  -|-  »In  C'»io  (^4  -  = 0 . 
CM  «in  (^-^  <?)  *!- CM  £  «toCC— kI)  4- €0«  CM»  (^/})  =0, 

tut,  i*Q  ta«(sen  sich  aus  dem  V orher^beoden  noch  ▼eracbiedeiie 
beiuerkeiisv^erthe  Relationen  ßbiekteu,  M  deren  Entwickelung  ich 
Uer  nicht  langer  verweile. 

leb  baba  ille  ? orbergebendoD  GleicbongM  bler  allgatbeilf» 
«W  Pt»  sieb  mir  doirvb  dU  amlytMMi  GeoneIHe  ergeben  lieben, 
beieile  aber  wicderbdt»  deee  ee  nweekniieeig  eelii  wird,  die* 
itfibea  mim  aiieb  dureb  die  gevrQbnIickeo  Formeie  der  apbiiiacben 
1V%oiiometrie  in  ben-eieeo.  wae  Yielieicbt  gar  keine  Schwierig- 
keit haben  mag.  G. 


Lehtaata. 


Wenn,  indem  n  eine  peeitiv«  ganae  Zahl  beaeicb- 
eelt  Dar  n>l  ist,  »e  ist  (iii-l)">2n"  oder  (li-^)">^ 

Beweis,  ^acb  deai  Biooiaiscben  Lebrsatxe  ist 

(ti  f  l)»  =  ii»  +  n,ii»-»  !  >/afi»-«  +  ....+n.-m>  +  w,, 
ake,  weil  n>i  ist: 

(n  +  l)">rt"f  »1»^*,  d.i.  (w  +  l}«>  »»f«», 

[olglich  (ii^I)">2a"  oder  Cl-|'^)">^  ^i«  bewiesen  %i  erden 


A nin e r k u u g.  Für  n:^l  i«t  (ii  f  i)«  =  Sa",  weil  (1  I)' 
r«i=2.P  ist.  G. 
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« 

L  e  b  •  a  I  s. 

Wena  j(>4  ist,  ao  Ist  «>>3(»4l)*. 
Baweia.  Wk  wallen  aanehmenf  daaii  x>4  aa4 

a:»>3(x+l)* 

aai.   Daun  iat 

NaH  i«t  abwr  :r>4,  alaa  «+1>6,  folgKcb 


folgUch 


Wenn  alaa 


ar>4,  «>>3(4r'|>l)S 

iat,  ao  iat  aach 

«+1>4,  -(af+l)»>a(a?-|-2)«. 

Nim  Iat 

1»<3.2«,  2»<3.3»,  3»<3.4«,  4«<3.ö«,  6*>3.0>. 
Alaa  Iat  dar  Sali  affmliar  allgemein  richtig.  G. 


Lehraata. 

Wenn  die  poaltive  ganze  Zahl  ii>l  and  die  paal* 
tiva  GrOaae  a  grosser  als  die  positive  GrSaae  4  Iat»  ao 
iat  (a-f  l)»^«">(6-|-l)»-4". 

Beweis.   Es  iat 

....  -f  («  +  Ii«*-*  ^  a"-* , 
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f      = ^^^^^^^Zt  =  <^ + ^>"""'    + "•^  •  • 

ond  weil  nun  a>6,  aUo  auch  a-j^l^b^l  ist,  so  Ut 

U.  8.  W. 

(«+i)rf-«>(*  +  l)6-S 


M^jUk  nach  dem  Obigen  » . 

(a  +!)•—«•>  (6  + 1)"- 6», 

Aonerkutig.  P0r  «tn«!  die  beiden  veretebenden  Grile- 
eea  •inaader  gleleb, .  weit 

iii  6. 


L  e  h  .r  e  a  ft  8. 

WeoDii>liet,  ee  giebt  ee  unter  den  gansen  Zab- 
taa  ton  1  ble  n  nicbt  strei  Werlbe  von  x  und  y,  für 
welcba,  wenn  %  eine  ganie  Zahl  bexelehnet» 

imt 

Bc^reis.  Aüe  »m  Folgenden  vorkommenden  Grössen  sind  po- 
sitive ganze  Zahlen,  was  man  ein  für  alle  Mal  zu  bfMchten  hat. 
Wenn  nun,  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  >  l  ist,  ar«-fy*  =  2" 
ist,  und  Iceine  der  Gros«4eri  j  und  y  verscliivindetf  so  ist  z  grös- 
ser  als  jede  der  beiden  Grössen  x  und  y.  Selzen  wir  also 
s^jr-f-ti,  so  ist  tf  eine  nicbt  verschwindende  positive  gansc  Zahl» 
and  aa  iat  aon  nacb  dem  BinoniiacJian  Lebreatie: 
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Warn  «an     >  n  istf  fo  ist«  weil  nach  dem  V< 

also  auch  ^>fi*,  folglich  y>w.  Wenn  ferner  j:  ^  »  ist,  so  ist, 
iveil  3f»>ttx«-Hi  ist»  offieobar  y">x. also  aocb  3^>jr"» 
folgHcli  y^^«  Wire  mm  aber  y^w»  ao  wSre  nach  aiaer,  der 

so  eben  angewandten  ganz  ähnlichen  Schlussweise  x>y  oder 
y<,a:,  was  dem  Vorhergebendeo ,  wonach  ist,  widerspricht 

Alao  kana  in  dieaen  Falle  nicht  g^n  mem,  aondero  ea  laaaa 

f^m  aein.   Wenn  alae  j:  >  n  ist*  ae  iat  y  >  m ;  and  wenn  9 

ist,  so  ist  aach  E»  mag  also  x  einen  Werth  haben,  wel- 

chen es  will,  so  ist  immer  y  >  n.  Well  aber  die  Gleichung 
jp«-|.y»  — 2"  in  Bezu?  auf  x  und  y  sjanz  »ymmetrisch  ist,  so  wird 
auch  ganz  auf  dieselbe  Art ,  ^  mag  sein,  was  es  will,  fmmcf  a:>ii 
80111  müssen.  Also  kann  die  Gleichung  ^ -|- f/*  =  2»  nur  dann 
t^xistirpn,  wenn  gleichzeitig  x^n.  y>«  ist;  in  allen  andern 
Fällen  enthält  sie  einen  \ViderspriJch ,  oder  vielmehr,  für  keinen 
Werth  von  x  und  y  von  l  bis  »  kann  Torstehaade  Glalchaog 
d:"-fy*sz"  eidatireo,  w.  z.  b.  w.  G. 


Berichtigung. 
mXXV.S«  77.Z.  av.o.  hinter  D'ITD'f'szlO  acbalta  man  ela: 

M     i#    M  9^ «»  Rv«a.atatt       aetie  man  ^3*** 
t,  M       M  &   V.  atatt  «)  aelae  man 

'  r>      p»    *•  369. M  10. v.u.  roass  die  Formel  so  heisaeo: 


9 


$73.^  17»v.n.  aUtt  ».hat''  a.  m.  Mhitte.** 

Taf.  V.  Flg«  3.  in  dieaer  Figur  muaa  die  untere  Klannnar 
|>  aa  welcher  r  steht,  nieht  bis  ganz  an  die  dnreh  m  paralld  mit  AB 

BRBogeae  Linie  reichen»  aondem  oben  etwas  kürzer  nein«  weil  r  den 
afbme^tser  des  Kreises  .  dessen  Mittefpnnlct  nteht  ^natt  die  dnrdh 
ai  parallel  mit  Aß  gezogene  Linie  trint,  bezeiclmet. 

Tbl.XXVL  Tat  L  Fi«. 9.  nraaa  die  Linie  OJO  nodi  geaegcB  %NvdM.' 
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Literarischer  Bericht 


Geschiclite  der  Mathematik  und  Physik.  * 

km  19.  August  des  vorigto  Jalms  (IM)  ist  leider  wieder 
fter  dar  verdlenteiiCen  deufeelraii  MaMieineHker,  der  «ugleleb 
«M^  dv  ttefflidier  Lehrer  war,  *  der  KeieeriM  Rueelecbe  Golle- 
flMMll  «ed  Profoiwor  an  Gymiwale  UhiatrI  i«  Mtan»  Dr.  Mag- 
mm»  Georg  v«a  Faecker,  der  WisaenscbafI  derdi  den  Ted 
entrissen  worden.  Der  Herausgeber  des  Archiv«,  weleher,  so 
hnse  er  das  («iCick  und  die  F^hre  hatte,  mit  dem  Verstorbenen  in 
lif«Tari-.<'hor  Verliindunc  /"  stehen,  demselben  immer  die  grü8»te 
Ailituii.:  li»\valirt  hat,  freut  «ich,  «einen  Lesern  den  folgenden» 
*on  dnjM  vMirdigeii  iSohne  des  V^erstorbenen ,  dem  betttSncliijen 
SArfM;iir  der  kurlandisrhen  (leseilschat't  für  Literatur  iihd  KimHt, 
H^ii  M.  r.  von  PiUK  k(M  ,  ihm  f"rp!in»irichj<t  eingesandten  Nc- 
lmb>g  mit  nur  geringen,  hier  durch  den  be^ehrnnkten  Raum  i^e- 
teteueo  Abkürzungen  mittheilen  r.u  können.  Magnus  Georg 
Te«  ^ftacker*8  viele  treffliche  Schriften  und  praktische  Arbel- 
iMi.  die  allen  Mathematikern  bekannt  sind  und  daher  einer  voll* 
sündigen  Aofsählung  hier  nicht  bedurften,  sichern  ihm  Air  alle 
Mmi  eisen  würdigen  PlaU  kl  der  GeeehlehCe  der  Wissenscbaft, 
uleitee  vielee  üeMer  werden  eehier  kniiier  mit  der  grdeaten 
iiii»  mtd  llanklNirkeit  gedeakeo.  Als  der  Herauageter  in  der 
wm  atet  gafes  w  Karsem  emchieaenea  Nr.  XCIX.  d«a  Litarari- 
attea  Bevidita  Paoeker'a  rerdienatliehe  ArbeiCea  Aber  tfle  6e- 
ikit  der  Erde  aniuaetgcvi  die  Freude  hatte,  war  Ihm  aeiu  bernta 
ciCelgler  Ted  nach  gaaa  unbekannt;  desto  mehr  wurde  er  durch 
fie  Ten  —tue«  wflrdigen  Sohne  ihn  gegebene  Nachricht  von  dem- 
•elben  flberraacbt  und  beträbt,  freut  sich  aber  nun  auch  nm  so 
«ehr.  ihm  jene  aU  Schriftsteller  ihm  rflhmenden  und  ebr^odeit 
Worte  ins  t^rab  uacbgerufen      haben.  4». 

1-kL  XXVI.  Hfl.  I«  1 
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IVelLroloi;. 
Magnus  Georg  von  Paucker« 

GelM>ren  zu  St.  Simonia  in  Khullaud  am  15.  Niiverobcr  ITHT. 
Geuorbco  wa  Milaa  mm  19.  Aogoal  1866. 

Sohn  eines  um  seiner  Pflichttreue  und  Hechtschaffenbeiti  wto 
um  seiner  sittlicbeo  Strenge  und  literarificben  Uiidunf);  willen  in 
seiner  (lenieinde,  bei  seinen  Eingepfanrten  und  Amtsgenossen  ia 
Aui-eheu  uiid  tirosser  Arljtung  »teheiuien  Landpredigers  in  Ellft* 
land ,  tfenoss  Pauci^er  eioer  sehr  sorgfältiiien  Er/lehung  zuer«( 
im  elterlichen  Hause  und  seit  seiurtn  eüften  Jahre  bei  eiiiew  Oo« 
kei  in  der  nur  wenige  Meilen  entlegenen  Kreisstadt  We^enbeff. 
Zu  £iide  des  Somniers  1801  aber  erhielt  er,  nebst  mehreren  ^er 
wandten  Knaben  «eines  iUteis,  zu  UauM  ki  einem  aus  Erfurt 
gebCirtigen  kenntniweiebM  Juristen,  Herrn  Jobann  Heinnc^ 
Fi4ejustu0  U«««<er»  eben  trefflichw  itebrer.»  der  seine  gUkk- 
Ikben  Anlageo  rascli  zu  entwiiskeln  wusste  und  besondera  aU 
IfrOfidlkher  Geoveler  ihm  eine  .entiieliiedM  Torvimltmde  Mgi4 
ta  den  aiatboiuitiscJi^ii  Wigttfmchnlt»»  eiollOMte»  dem  dM«i*> 
ti«elM  Cooee^eu  und  prakiieebe  ADweiidberkistt  den  «nbtwlNP' 
deo  JOagÜDg  »ehr  eesog  iied  frOluieittg  eeinen  {^ebeilidea  ilM^ 
Eiet  15  iaiire  elt  war  er  deber  ecboR  bn  Stewle»  die  au  d«r  fvi 
eeliiem  Vater  im  Jahre  1804  waabeeleo  Stiflnag  ^ner  fMfr 
diachen  Landprediger- Wittweo*  and  Waiaea-Kaeee  efToideriH^ 
Bereehnungen  mit  8icherbeU  nach  den  zum  Grunde  geli^fP* 
Mortalitäts- Verhältnissen  auszufiihren  und  selbstständic  einflebr 
lender  lür  das  Jahr  1805  auszuarbeite»,  der  handschriftlich  o**^ 
vorhanden  ist.  Zu  Aniang  dieses  Jahres  bezog  er  die  neugcfld^ 
dete  Landes -Universität  in  Dorpat,  wo  er  sieh  unter  Leitung 
ihm  sehr  wohlwollenden  Professoren  G.  F.  Parrot  und  J.  W.  P^*^ 
dem  Studium  der  Physik  und  der  sogenannten  exacten  \Vi*«en- 
Schäften,  Astronomie,  Mechanik  und  Hydraulik,  mit  gröfisteo 
Eifer  hingab,  auch  darin  «olrhe  Fort^^chritte  machte,  dass  bereite 
im  Jahre  1806  Prozessor  PI  äff  „einige  astrognostisebe  Notiz^o^' 
and  eine  Abbandlong  ,,Ciber  den  8ehuogsbogen  der  FixsterJie" 
Ten  ihm  der  Verdfentlichung  durch  deo  Druck  werth  eracbtet« 
nnd  seinen  „aatronomiscben  Beiträgen'*  einverleibte,  gleichwie  P- 
auch  im  Sommer  1808  die  „Vermeeeang  des  EmbaebetroiBe  1" 
Livlaud  von  seinem  Anaflnaa  aus  dem  Wliajim  •bia  zu  eeiiPW 
Einduaa  in  den  Peipnaaee  In  eioer  U^ge  tM>a  12  Blalien»*'f# 
einen  Spiegel -Seartantea  durch  ebi  Dreioeknebi'*  litgaaeMUtfll* 
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aMfWiHe,  eine  Arfteit,  die,  begleitet  von  TiefonMeMangen  and 
fiwr  genauen  Karte  äber  den  Lauf  des  FloMea»  von  der  neu  er 
riAleteii  Naturforscher* Geseilschan  in  Dorpat  Jetzt  nach  bald  50 
JibpM  noch  der  Var^ffentlichung  wilrdig  befunden  worden  und» 
■adMiem  die  Karte  bereite«  in  Berlin  gestochen  iai,  nächstens  In 
imm  MArebiv"  der  Gesellschan  an*s  Licht  (reton  wird,  da  ate, 
dttratt  letateai  Jabresbericbte  S.  87.  tttfolge»  aaeh  nach  dem  gegen- 
«ifffigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  naf  wanig  an  wthiacben 
ihrig  Itet  NacMaiB  Profeaaor  Pfaf f  an  Anlhiig  d«a  Jahna  IM 
ÜMpat  v«rfaaa«n,  begab  aich  aaeh  P.  nach  9t  Petarahorg»  wa 
ar  M  Zenfcoe*8ala  den  ernten  TelegfaphaB  hi  Roaaland  errich* 
tele  md  dafür  nH  ehiem  BiiUanfriage  von  Kaiaerlleher  Brfd  he- 
Mnt'  wurde.  Sngleieh  bereitete  er  aich  Mer  filr  den  MHitfirdienat 
bd  dem  €>»9pa  der  Waaaer-Commaaihatieneo  vor,  in  welchea  et 
da  Ottaler  eielfetea  aeMe,  äla  er  im  flerhaie  1610  sum  Ober- 
luhrar  der  Matheeiatik  and  Walw  w hiaenachaHeft  an  daa  Oynina* 
iia»  >■  Wiberg  herafen  ward»  wefohce  damafa  com  D5r|it8dieii 
Liiihaalfffc  orilgehOite.   Hier  whrhte  er  fndeaaen  nur  wenige  Mo«* 
aale,  da  seheD  am  1.  Deeemher  MO  der  Oheerrattat  and  aoaaer- 
■ideaiJifltü  Profeaaor  dar  matlieBatiaehett  Wiaaeaaehalfen  tb  Dor- 
pat, fi.  Cht.  Friedr.  Knarre,  etarb,  ah  deaaeA  Stella  P.  s« 
Aeimg  dee'MgeedeD  Mrea  fadrt  ^urda  läA  hn  Joli  1811  ein- 
trat  flier  heaehüMgleii  Ihn  die  aebwlerigaten  Aufgaben  der  h8he* 
ren  MatlMmatik,  und  varhraitetea  aleh  aerae  amtlichen  Vortrilge 
fomehmtich  dhar  die  Analyshi  den  Unendlichen,  die  Differential' 
vna  lnte«rral-Reehnang  ete.,  daher  die  EabI  seiner  Zuhörer,  die 
i^m  ntit  Nutzen  zu  folgen  vermochte,  begreiflieh  nur  eine  ;?eringe 
uar,  unter  ihnen  namentlich  auch  der  unlSngst  verstorijfne  Inge« 
nicor- <«eneral  von  Uezel  und,  wenn  *rir  nicht  irren,  auch  der 
sptt^  berühmte  Akadeniiiier  Friedr.  Georg  Wilh.  %*on  Striive, 
der  bald  nachher  sein  Amtsnachfoli^er  an  der  Sternwarte  im  Hör« 
p»t  ward.    Denn  schon  nm  VI.  September  181 1  uar  der  ProCes^or 
Beitier  in  Mitau  verstorben  und  sein  erledi<;te6  Amt  am  dasitzen 
tWmfia4»iü  illustri  wwxA  im  folgenden  Jahre  P.  angetragen,  der  in- 
dessen ZHvor  noch  in»  >lrirz  1813,  nach  öffentlichf^r  Vertheidipimg 
seiner  luauirural  -  l>i«8«^rtat(on  :    de  nova  eiplicationp  phaeromenl 
efai«rficttati8  corporum  rigidoruni,  76  S.  4.  unter  dem  Präsidio  des 
Profesjsor  Joh.  («ottfr.  Hufh.  als  dermaligen  Decan«  dor  Facnf» 
tSt,  die  philosophische  Doctorwiirde  er^varh  und  im  Juni  als  aus-' 
gern rdontl icher  ProfesKor  hestfiti^t  \\  ;irfl,  ohe  er  zu  Aiifang  August 
üein  I1CUP8  Lehramt  als  Oherlehrer  der  mothematiscbc-n  und  phy- 
sikaNschen  WiRsenschfiften   nnd   Obi»ervafor   der   Sternwarte  in 
MHan  antrat.    Hier  eröffnete  sich  ihm  ein  z*var  nicht  sehr  breiter, 
äber  iraich  geacgaeter  Wirkongakreis  fflr  Jngendbildung  und  Ver 
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breitung  it  insenschmfllicfaer  Kenntfiisse,  dem  er  mit  uti^rniüdlichem 
£^er  ein  voll««  MeiMcfacoftlter  biidircli  «eine  Itwt«»  Krida  und 
ffol^lieil  £ffahniD|ieQ  gowidmet  hut   Er  beguüiel»  siek  ab«;  liebt 
mi^  deia  blos«  uidnillicben  Uoterridite  In  allen  ZwMgeg  darM>tb% 
matik  und  In  der  Ph^^ik»  in  welcben  aelne  Sebttler  bia  aua  Dair 
yersitätaatodiom  vorbereitet  werden»  aondem  aocbte  anch  daicb 
lablreiche  Sebriftea  der  Wiaaenachafl  In  wettern  Kraii^an  Anbta* 
ger  und  Freunde  zu  veraehaflen,  wobei  er  später  vorndnaKeb  die 
praktische  AnHenduncr  der  wissenscbaftlichen  Cmingen^cbaAeo  auf 
geiueirinützisre  /necke  im  Lehen  und  Verkehr  den*  Menschen  im 
Auge  hatte  und  nach  allen  .Seiten  durch  Wort  utid  ^Schritt  anzu- 
bahnen bemüht  war.    INdcli  im  Jalire  1813  lie^is  er  »eine  ..Theorie 
der  Derivationen**  zur  Eroffnuni;  des  Lehrcursu>  in  dem  Jahre  iSl4 
erscheinen.    Seine  beredten  Worte  ,,'/iir  Feier  des  AllerbTichsten 
(iehurtsfestes  Sr.  Kaiser!.  IVlajestät gesprochen  im  tjrossen  Hör- 
saale des  Gymnasium  illustre  zu  Mitau  am  12.  December  ISld, 
16  8.  4. ,  hatten  die  Zugabe  eines  neuen  Lebwtubls  fOr  die  prak- 
tische Mathematik»  daa  Militär-  uad  Ingenieur  -  Wesen  aM, 9^ 
damit  daa  Gymnasium  Im  Stande  aeia  mdge«  dem  Zutrauen  nuili 
kfäftiger  und  vollatnndiger  zu  entafireelMny  dessen  64  bisher  ge- 
wftrdigt  worden,  wie  Aehnlicbes  vor  weni|i;eo. Jahren  von  derebat- 
Iftndtechen  RIttenebaft  bei  der  Ritter-  und  Uemaebnle  in  RmI 
beifiikt  worden  iat.    In  dem  nur  firOiiuwg  den  Lelirenrape  .«af 
dem  Gymnaalo  ilbiatri  an  Hitan  im  Jahre  1817  gedruckten  Pr»- 
gramm  verbreitete  er  aich  »über  aatronomiacfa-trigonemotfiafllit 
Landeavermea8ttngen*%  und  In  demaelben  Jahre  machte  er  in  B«kk^ 
nenherger'a  und«  Baron  Llndtnaa'a  Zeitaehrift  fSr  Aatrenoirii» 
und  verwandte  Wiaaenachaften  Bd.  III.  H.^S6iete.  eine  kurze  Mit- 
theiluflg  „Aber  die  geographische  Länge  und  Breite  des  Cap  D»- 
messness  von  Kurland.'*   Ueberhaupt  ent«vickelfe  er  im  Jahre  1817 
eine  j^rosse  literarische  Thätijzkeit.  da  ihm  in  der  aiu  23.  Novem- 
ber 1815  ge|;riindeten  und  son  dem  deniialigen  Kriegs-Gouveineur 
zu  Riga  und  Oberhefehlsbaber  von  Liv-  und  Kurland  etc.,  Mar- 
quis Paulucci,  sehr  bereitwillig  am  2.  December  d.  J.  bentäti^- 
ten  kurläudischen  ( Gesellschaft  HSr  Literatur  und  Kunst,  nachdem 
auch  deren  Statuten  am  'Jü.  Decemher  Ihit)   contirmirt  und 
druckt  worilen,  die  Pflichten  eines  beständigen  Sekretärs  derael* 
ben  übertragen  worden,  denen  er  sich  mit  dem  lebendigsten  fiifee 
«ad  etaer  gewissen  Vorliebe  unterzog.    Dies  leuchtet  gleich  sehr 
ans  der    ersten  Beilage  zu  den  Statuten  der  literarischen  i*inici« 
tut  in  Kurland,  die  Zwecke  demelhen  und  deien  fMMmm^  hm* 
treffend'*  vom  28.  März  1817  hervor,  weiche  gewissermaaaM 
Prograpi«  ihfer  ktlafligaaL  Wirhiamkeit  tlBr  die  hi^tarisc^« 
(terafjaehen  i|pid  rein  «iaaepachartllchea  lotaremw  mmmm- 
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wt  Oi«ttoepro¥iiHMMi  so  befrsditen  tet*  ab  ws»  deti  Jafires^Ver- 
Ittsdtvngeo  lÜMer  G«adNdi«fl,  «leMl.  Band  1^19,  der  awelfo 
Mi  die  Mte  dM  Mm  ISsSd  In  MMmi  M  J.  F.  St^ffentiageii 
vd  6«fai'ie4.  Mcbien  «od,  aimer  dMi»  vdn  ihm  atvgefamtea 
hklMMbett  n^li  a»di  afaM  H«iige  rwin  H-issenschafllicb^r  Ar* 
beiten   dea-  SeenüM'  neben  aeb»  wertbf^en  Mat^rischen  nnd 
fiterariftcben  MttHieibn|iran  vieler  andern  Mitglieder  der  kurlSndi> 
»chen  Geaellscbaf^  för  Literatur  ond  Kunat  nmfasat.    Diese  Jah- 
ref»-V erhandln npen  aber  beprröndeten  iii  «ehr  würdiger  Weise  den 
gelehrten  Ruf  dieser  Ge«<ell8chaft  und  das  [jererbte  Ve  rtrauen  zu 
ibreo  erfol^^reichen  Bestrebuntcen  im  In-  und  Auslniidi".    Ilm  so 
Riehr  vrar       zu  beklagen,  das.s  MisHverstärKlni.sse  iu  dem  eiigern 
Aeaachusa  der  Geaeliaehalt  Paucker  veranlassten,  diese»  Amt 
and  die  Redaction  d«r  Jahres  -  Verhandlungen  Hofort  aufzageben, 
fielehe  seitdem  zu  er^jcheinen  aufhrirten.    Aua  dem  Jahre  1817 
rilbreii  noch ,  auaaer  den    Relationen  (Iber  die  Sitzungen  der  kur* 
ISndlschen  («eaellaehaft  fiir  Literatur  und  Kunst**,  welche  er  in 
der  allgemeinen  deutt^cben  Zeitung  für  Uussland  zu  Mitau  bis  zum 
Jam  18*21  fortsetzte,  auch  Mittheilungen  „über  die  Erscheinun- 
gen (i^r  rapillarität**  in  eben  dieser  Zeitung  und  in  deren  Ergän- 
Äungsblättern  1817  und  1818  zur  Widerlegung  verschiedener  rom 
Professor  G.  Fr.  Parrot  d.  ä.    darüber  geSusserteu  Ansichten, 
und  ii>  Kode 's  astronomischem  Jahrbuch  (Berlin  1817)  für  das 
Jahr  l^lb  .S.  173  etc.:  „  Astrotioinisrhe  Beobachtunaren,  neue  Me- 
thoden zur  Prüfuit«;  des  Ganges  der  Cbren  aus  korrespondirenden 
Sonoenhnhen  und  zur  Berechtuing   der  Parallaxen  enthaltend." 
Im  folgenden  Jahre  IHlS   lie^s  P.  nicht  allein  eine  vollstimdige 
^üebersicht  der  Veiliandlunm  u  der  kurtändischcn  Geselischalt  für 
LÜaraiar  und  Kunst t<ondern  auch  ein     Jabres|irogramm  de^ 
MneeniD  und  Athenäum  der  Provinz  Kurland**  besonders  erschei- 
oeo,   um  grossere  Theilnabme  für  diese  Institute  im  gebildeten 
Wb^onn  daselbst  zu  erwecken,  was  auch  nicht  obue Erfolg  blieb» 
^'BMientitcli  das  kurländische  Provinzial  -  Muaetttii«  daa  nacb- 
MdB^n  8cboaakind  des  würdigen  Staatsraths  v.  Recke,  auch 
Oegtnatand  der  sorgfältigsten  Pflege  seiner  Freunde,  des  Ür.  Lich> 
feoatein  und  dea  jetzigen  Diraktora,   Herrn  Landbofmeistera 
Baron  Klopmanii,  seit  jenem  Jahre  ohne  Unterluss  vielfach  bf^* 
reichert  und  geschmackvoll  ausgestattet,  eine  der  grAasten  Merk> 
Würdigkeiten  und  Zierden  der  Uauptatadt  Kurlands  gewerden  la^, 
daa  dem  Laien i  wie  dem  Kenner  eben  ao  viel  Belehrung  ala  Un,- 
terbaltnng  zu  gew.^hren  vermag»  indem  es  fibef  die  Matur  und 
Cencbicbte  der  Provinz  Aufklärungen  gieht,  die  man  nirgends  ao 
aMebanlleb  nnd  voHaüadig  wieder  linden  Icann. 
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In  elitn  i&Mm  Mro»  an  Tb,  F«taair  1618»  war.  Mi»  Mir 
g«sdMltitir  rr|hmr  Colbi».  Pmümsot  H«tli»  1«  Doipal  «Mioffw 
beo»^  «oH  bei  WMerbmtniiifr  LobnMib  dit  rfij^iwei«^ 

AilfntduMWilwtt  w»(  P.  gerichtet,  ohne  das«  er  VMAlMisufig  hatte, 
•ifb  an  deiwalbeD  zu  ben  erben.  Indessen  mochte  e«  Mm  vrobi 
etwas  fiberrascben,  das»  ihm  tler  ausländische  Professor  Brau«* 
des  bei  der  Wahl  des  (^onseii*»,  »  erin  auch  iinr  mit  ein  oder  zwei 
Stimmen^  vorgezogen  ward,  der  zwar  anfange  nach  Üor^at  über- 
susiedeln  bereit  war,  später  aber  in  ßreslan  zu  bleiben  sich  be- 
wogen sah,  darauf  die  Profe^t^ur  der  Astronomie  und  Mathetaatik 
in  Üorpat  P.  förmlich  angetragf»n  ward.  Da  dief«  jedoch  in  Folge 
der  frühern  ihm  imgün»tigeii  und  nur  durch  H  ran  des  Ablehoung 
»tpfit' T  vereitelten  Wahl  geschah,  so  konnte  er  es  nicht  für  ange* 
messen  halten,  dem  in  solcher  Weise  an  ibft  eineiwndea  Refe  x« 
folf^n,  wieM'ohl  es  an  Ueberredungen  dazu  von  mancben  fnlHeren 
Freunden  in  Derpel  nicht  fehlte.  Das  roneeil  entschied  sich  da- 
her fiir  die  Treommg  der  bisherigen  Professur,  inden  sie  desO^ 
servütpr  «umI  ausserordentlichea  PM»feaiier  WÜbeln  vom  SHwm 
1830  ivfli  ordentlieben  Prafesaor  4er  AalroMnale  tmanate*  4e« 
itanattgan  Profeaser  Bartela  Ko  Kaaaa  abat  In  Jaaiiar  IIKU  an 
Pdofeaaer  dar  reUiea  aed  angeMraadten  MatbenaUk  ia  Oeipat  iNh 
riaf»  der  aeiaan . Biaaataatritl  in  rdgeadea  Jahte  mit  abiar  lataiat» 
•eben  DiaaeiMiaa  ibev  die  Tbaarie  der  aaaljtiacbaa  CVtaallania 
baaeieliaete«.  M 

Unterdessen  hatte  P.  in  der  (feimath  sich  mit  einer  Jugaa^ 
frenndin  seiner  Geschwister,  der  Tochter  des  Majore  Carl  Frta* 
dricb  voe  ßaggehaffwudt  und  dessen  erster  GemabOn  tta- 
tene  geb.  t.  Oiricb,  der  gelatreicben  nnd  nebenawQrdigen  Aa^a 
Christina  Wilbelnlne  Ton  Baggebuffwudt»  -au  HfMUAir 
an  8.  Aoguat  1819  vernSbll«  welche  ihn  in  liebevollster  Blä|^ 
bang  das  Leben  verschonte  und  sein  Verbleiben  in  Mitaa  IUIi,«iia4 
Werth  an  nacben  wnsate;  denn  ale  waren  hier  gar  bald  WHtt 
heimiaeh  gaworden  und  hatten  in  vielen  Kreiaen  Liebe  and  Prenif 
schaß  gefunden ,  mit  denen  sie  seitdem  einen  freundlichen  Verlielir 
unterhielten;  und  nach  der  Geburt  des  ersten  Kindes  hatte  ihre 
Elternfreiide  in  sinniger  Weise  die  Stiftung  eines  Frauenvereins 
in  i^litau  verania88t,  in  welchem  ihr  lebhafte?  Mit^e^nlU  für  die 
Leiden  und  Freuden  der  Mitnien.*Jrhen  sich  nocli  einen  weitere 
segensreichen  Wirkungskreis  eröffnet  sah,  dessen  anregende  Fle- 
niente  bei  mancher  Aufopferung  ati  Zeit,  Mühe  und  Kosten  die 
genugtbuendste  Beschäftigung  so  in»  als  ausser  den  Hanse  gew&bite. 

Paucker's  biaaliehea  GIMc  aber  gab  ihm  auch  die  rechte 
Freudigkeit  tu  seinem  Beruf  und  zur  unermädeten  Förderung  der 
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km  UaiHlMi  <MJr>fwini  wif  pliy^iUtaeh«  B>otMitlitniiii>** 
«dbtt  1819  Gi^mtMid  alMa-GymHwya'PriigtniM;  mSm  im 
yjteoltte  MMÜbemattiieb«  GedmiktefM'*  ein  ptignantor  AiufiUvck 
MiMT  lidimdb»  *)  «od  Ptofmini  mr  ErMiung  dt»  Liliw 
CMM  im  Jahtt  IM  ^Ginlga«  Aber  ^  geooMlflMlM  AfffltaMg 
«fctoebtr  Cliichwigwi**  voU  SchatM—  nsd  «trwigttr  Coawyw^B» 
«ia  B0  viel«  «eiMr  alfMi||  «riMmebiMicliMi  AriMittn  der  Art  ia 
4mm  Jehfee^Verteidleeiee  d«r  länitodiMlieii  geMrten  Gee^* 
eAill^,  M  eBÜMt  degegen  Mine  mb  1&  Oeeenber  UtiO  in  • 
gPi  iiBii  Hteeelc  de»  Gyneacium  zu  MiUu  gehaltene  IMe  ^km 
btgeisterte  SchUdating  der  neuesten  Entdecknngen  am  gectimtas 
Hismel  and  der  raacben  Fortsehritte  tn  der  Antrononiie.  Eine 
Frucht  grÜMten  Fleiaaes  und  in  «einer  Lefirthfitigkeit  beim  Gym- 
Baaiftfii  g^ammelter  zehnjähriger  KrlahrirriGT  alier  war  das  1823 
tn  Küni^sber£^  von  ihm  erschienene  und  dein  berühmtesten  deut- 
schen (ieonieter,  Professor  (■  a  u 88  in  Göttingen,  xugeeignete  Lehr* 
buch  :  die  ebene  Geometrie  der  grad«*ii  Linie  und  dea  j^reises» 
oder  die  Elemente'*  für  Gymnasien  und  zum  ^Ihahinterricbt. 
Gleichzeitig  fugte  er  dem  seit  1814  von  ihm  berechneten  Mitau- 
ach^ü  Ivülender  auch  eine  „Oatertalel  dea  Jalianiscbeo  Kalenders 
Ar  immerwiibrende  Zeiten  der  ZuJcunit  und  Vergangenheit  (von 
1383  biä  1914)  auf  eine  Periode  von  532  Jahren,  ruali  einer  neuen 
Eiariehtnng  berechnet,  Mitau  1823"  hinzu,  so  wie  er  seit  den 
Iet7,teu  drei  Monaten  des  Jahre»  1821  über  25  Jahr«?  hindurch  sehr 
re^eimSssisjie  „  nieteorologisehe  Beobachtungen  auf  der  Sternuarte 
in  Mitau''  an«;tetlte,  deren  Eri^ehnisse  er  später  in  den  „Arbei- 
ten*' der  kurlaudischen  Gesellschaft  ausRihrlich  bekannt  !;emacht 
li«t  uod  die  au  seiDem  Vorschlage  sn  dergleloben  an  veracbiede- 


*)  In  denrnrlhfn  Jnhre  witrHe  P.  Mitglied  der  iSaturfor«cb«r-6Mell- 
•rlmft  in  Mntkaii  Ferner  war  V.  Klirf'nmTtjflicd  der  Nntiirforiir.ber-GeteU- 
tchafl  in  lJ()r(»at.  ordentliche!  Mitglied  <ier  iiternrlsch - |»rskli«c|ien  Bür- 
gerverbindung in  Higa,  der  GeMlUchaft  für  Gesrhichti^  n.  Alterthumskunde 
der  Oftnee-Gnuvtinienifliit«,  rtirr««|innd{rendea  Mitglied  der  ehstlftndiirhe« 
iiteraritchen  G«^«cl(arhaft  tu  Kevnl  und  der  SociöU  des  «cieacet,  lettree 
mi  art«  zu  Antwerpen. 

Nicht  unerwähnt  kann  hier  bleiben,  welchen  regen  Antbeil  P, 
•acb  an  der  troa  den  Gaaatel  Teaner  für  Litibauen  bie  aa  die  Griami 
Karlae^s  aantflhHaa  GiedmMnng  und  «iiAter,  ia  dea  ilalMaB  Wft  eei 
ISM,  eecb  ie  dea  Tom  ProfeMor  Sirave  ia  Mabtladl  ead  bat  Km»- 
b«rg ,  wie  eef  A^t  laael  Haglaad  oataraaaieiaaan  aammovisaliee  Häbaa* 
Watifliaiinigca  md  geoanen  Baracbanegeii  im  eiatao  romiMtban  G(i4aM«- 
&tm%  gaeaaMica  bat,  walir  ibai  wiadirbalC  dat  Atlorbdebeu  WeblwaHeii 
fir.  Saisafl.  Malest  baaaagt  ward. 


Digitized  by  Gopgle 


WenriteAwr  BefMi  Cf. 


Ml  Ötfeii  lIMoInMIf  ftOsu«teUenden  vergleidieiiileii  WMtWRMig«' 
beoHflchtani^en  *)  gefftbrt  haben  KmiMid«  wie  in  Clist*  «od 
LiffAnd.  8ehr  8nrgfllltlge  UntentacWngen  nnft  VergleMaafeD 
eemw  Hill  UfiS-aneb  m  den  Stand,  m\m  4«r«ii  ttefmliat  ^«qIIm»- 
tiieb«  Beitfimmgcir  i«iio4i«ck«r  IfaMe  imd  6e«»Mt»f*  \ä  Ra»« 
pft'eh '»  «eoM'MiiMiifli  d^r  davladieii  PmMriiiMn  RoMlMdb^  I. 
lieft  1.,  Dorpftt  im,  nitafthclleii»  dfo  ibn  «ptter  umHm  «iMr 
Mhr  rnntiiMviide»  AtMl  Aber  d»  Melnilegi«  Rmwleiids  vmnbM« 
Im ,  webdie  faindsoltrltlltoh  in  6  «terkin  QoeHaelte  der  Katoert* 
Addern««  der  Wi«»eiwchelleii  iei  Oetelier  im  vwgeatollt  w«f«# 
imd  hei  der  ersten  VertbeiKii^  der  Demidow'eclieD  PMbnlen  km 
AlMtt  ms  Min  den  TeMen  Preis  ▼en  5600  Rbl.  Beek  Aeeign^enrvb. 
Eben  «o  batle  sehen  im  JamNur  16d2  sein  ««MdiDeire  '«er  le  «o«- 
iKtrticfleii  f!<(omdtriqae  des  dqoations  de  tretsi^iee  degtd  €l  set 
les  |»ropriMs  firipcipelcs 'dep  cee  dquethms,  ■  demeetrdes  |Wf  i» 
edenidtrie  dleneotslre'' ,  abgedmcfat  hi  den  MdieshFes  de  rApsddiidn 
d«s  Msienees  de  St.  Petersb.  1898.  T.  X.  p.  MS-M.,  die  Ehre  sei* 
ner  Emenming  inm  cerre8po]idirenden  MHfEllede  dfiemr  JtsliierfL 
Akademie  su  Wege  gebraeht  Mne  Tbiligkeit  sef  der  MItwwr 
Sternwarte  aber  eab  sich  band  durch  MHHieHuficpeii  In  Hb  de'« 
aptronomiAcbem  Jabrbocbe  7.11  Berlin  1825  ,,aber  das  Mitta<;9fprn» 
röhr  auf  der  Sternwarte  zu  Mitan "  iiru!  „Resultate  der  Aberra- 
tions^beorie  der  Fixsterne,  Planeten  nnd  Kometen**  ferner  „über 
eorrcispondirende  Sonneobohen"»  und  in  «einen  Berechnungen  Aber 
„Mondes- Auf-  und  ün(eri,Miiij  im  Jahre  1827**  in  der  lieil.  Nr.  49. 
zur  allgemeinen  deutseben  Zeitung  in  Mitau  1826.  Üesgleicbcn  finden 
s'wU  in  Schumacber's  astroiiom.  iVaehriebten  Bd.  III.  Altona I8i7 
seine  H<'8tininiung  der  Polliuhe  der  IVlitauer  Sternwarte*'  und 
Zenlthdi»<tanzen  des  Polarstern«,  atur  genauem  Hestimmunf  der 
Polhitlie  der  Mif.mer  tStern\uirte,  mit  einem  IHzotligen  Reicben- 
l»acb- Ertelscben  Verticalkreis  im  Sommer  1828  fremessen**  in 
Bd.  Vif.  Altona  l82tlS.  359  ff.,  aucb  ein  Aufsatz  ,»über  Refpsctions- 
tafeln*'  ebend.  S.  401. 

Aber  nicht  allein  an  wissenscluilllllchen  Zeitsichriflten  des  Aim»- 
hwidss  nabni  P..Mssip{en  Anth^.  aeeh  der  Literater  des  Inlan- 
des war  seine  Aormerkssrnheit  bestSndig  sugewendt.  jSs  IteTerln 
er  Im  Oatseeprovhnen- Blatt  von  Senn  tag  an  Riga  18S6  S.S03  fl 
eine  ansfCIhrliche  Anxelge  der  vom  Pnifeesor  Strnve  hmonge» 
(^ebenen  „  Heschreibung  des  grossen  Rellraetors  von  Frsnnbofer 
attf  der  Sternwarte' so  Dornst anch  in  dessen  literarischen  So pple- 
menf*  Buttern  1837  eine  anerkenneiMle  Beorthellong  des  „Catalo- 

Sieb«  Boilige  xiir  MitaiiiHrbcti  ^ihihi^  ifMH.  Xr.  rt  elc.  . 
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|{M0  iMitis  ■•ItHinMi  '^iMtfiiim  #t  iMlllpltoliii'^*iliäMP*b6HMMtM 
AüttiUMM»,       «urii  I»  dMi*'IU«i»iMlMii  IkftlittiiU'  4mt:M§^ 
4mi  J»hfnMnfi6  nibcli  iiieliW«  HIemrMi«  AiiMi||«iiV  ÜA^rtMliHir 
ffm  nod  KfMkM  wic««iiMtoflMi«r  W«rbB^  Miiie»  PsHw»  donKl«!« 
«iNfti        «btod:  (IcA  A««Mg  us  einer  gvOtsuni  Atlwmiliififi 
M  JwüaniMlNm  aod  OragiirlMilMlieM  KeleMler/'   in  den  Qm» 
tcibf  n  f^mPrdTeMwr  TranUeUeYsoMIhin,        IM^l.  Hft*  i:» 
iMfirteb  P.  die  veueelett  MfiMoMimagen  Inder  nefaiwiMeneelilUI»' 
Mm«  Utanitur«f»  IweHwnile  im  Hit  9.  »die  geogrupMetlie  4Mto 
▼•n  MiCwi*«'ond  iMHe  kn-HH.  3«,  Mtuiim»  eoine  Beobnelltan* 
cen  mit  „li^r  den€famg  der  Wirni»  «d  dee  MMmyke^e«  lÜlno«^ 
iCnr  TMnikne  «n  d*n  Dor|Miler  JihrlMem  fir  UferaUir»  ^ 
iMik  «Ml  KuMl»  'beeoiidm  Rnenlandi»,  'mif^eiydert,  llelBfte 
In  46Mi«n  «ireHeni  IMe  im  Jnft  IW  «Ine  nneWIirlleho  AnfcOadi» 
lOnng^^rtnen  „priMMlien 'RedRinlwekn  fttr  lidHUdbelie  »VeiMH« 
rfMtt",  desM  emUe  Heft,  „aHfceroein«  Regeln 'S  beinite  1884» 
dMi  itreite  gebr  reiebbnitige  Belt  Tsar  384  8.,    Handel«-  «od  ¥U 
nannvcfiDongeii  *'  eiitbaltend  und  dem  Herrn  Finanznilniater  l9mfen 
Caa  er  in  gewidmet,  zw  Mitan  1836,<la8  dritte  dem  Wirkl.  Karomerherm 
Grafen  .loh.  Fr.  v.  Medeni  dedicirte  Heft  über  „adminifttrative  iiml 
«tonomijicheRechnungon**  xu  Mitau  1837,  auf  1^248. 8.,  und  ^gleichzeitig 
auch  eine  2.  Aiiil.  <tes<  l.  Helte«  erschien,  ein  Werk,  das  für  so  viele 
Bestellungen  de8  t.üiiliehen  \  erkehrs  im  Handel  und  Gewerbe  nn- 
entbehrlich  f»e^^or(]el^  und  seinen  bisher  fa*>t  nur  den  Gelehrten 
vom  Fach  hekaiwitcn  Namen  auch  in  den  fernsten  Kreisen  unserer 
Lande  oud  Städte  jK>|>ular  j^emacht  hat.    Während  Paucker  in- 
de^i«pn  für  die  Dorpater  Jahrbücher  noch  ferner  thatig  war  und 
lS;iD  in  deren  4.  Bande  Sf.  5.  S.  420  —  452  L.  Pansner  ..Ver- 
sach einer  tabellarischen  Ijebersicht  der  rusgiscben  Mfinzen"  einer 
au?«iijhrlichen  und  gründlichen  Heurtheilung  unterzog,  bei  welcher 
(jelem  nheit  er  sich  über  da«»  Münzsystem  Russlands  sehr  vor- 
theilbatt  aussprach  und,  zur  Fixirnnij  des  Itisher  so  ver:in<1erHclieM 
Courses,  diese»  Sj'stem  aui  den  Metall  w  erth  der  den  Üt  ankun- 
ge«  im   Werthe  des   Pa|iierm;ides  weniger  ausgesetzten  Silber- 
Mfinze  zu  gründen  vorsciilu*;,   was  bekanntlich  von  der  Staatsre- 
giemng  für  niitzlit  h  nn<l      eck*;emäs8  erkannt  und  aul  tlem  \Ve«»e 
der  Legislation  im  Jahre  all<4emein   eingeführt  uuiden  ist. 

Im  5.  Bande  St.  3  der  Jahrbücher  8.  177 — '217  lieferte  er  noch  im 
Sept.  183.5  eine  ,, Metrologie  der  alten  Griechen  und  Kömer/'  die 
auch  beaoaders  abs^edruckt  und  den  Gymnasien  des  Dorputer 
Lehrbezirks  mitgetheilt  ward,  und  im  Octbr.  1835  ebend.  8.356 
— 362  eine  „Valvationstabelle  ruinischer  Denarien,  verglichen  mit 
rnaniecbeu  Gewichten  und  Münzen.**  In  demselben  Jahre  erschien 
nncb  In  dem  Bericbte  der  Kaieerlieben  Aeadewie  der  Wiaaensebaf- 
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Im  Ak«r  dl#*vi#il»  ZwBfii—WWg  der  üemidoHSGbeo  Pre'kie  m 
a^ämmg  aus  Miner  neiieii  BearMtuog  d«6  ersten  TheiU  dtr  nu* 
ibdiefi  Metrologie*'  St  PiliWhBin  1836  S.  21-47  und  demoicM 
in  de«  EtAünilM  Schttmaeli^r  idtfbvcli  Ittr  ««iiibre  1836  ood 
1927.  gttdnMkl  tu  StuUiMt  oail  TibinfMi;      S.  74— (i7  .»4m» 
MaiiM  mi4  Ciewkil4e  RatahMHÜ  «ad  ««iner  PrefteM,**  imM 
•iii«Bi  „Naebtfi|(e.«<  Moe  «leraMele  wiBUMirtwWiffih^  TUlig- 
Mt     Jmer  ZmI  lieknadot  mtk  •in  dM  Btnm  Cml«K  da» 
Di^rptsdM  MirbMirfc»»  GioMi     Cf^tiBitlkm,  sugeeigoeto» 
gelebtlas  Werk  «oter  de«  Titel    GeometrUcke  AMlyeU»*"  «4*  i 
kältend  dee  Apollimius  von  Per^a  sectio  rationie,  «patii  el  dfliM- 
niinata,  nebst  einem  Anhange  (Leipzig  bei  Loop.  Vom  1837.  XU  , 
und  lt)4  ^S.  8.  nebest  Ü  Kupfertafelii)  und  ,,di©  Osterrechuung  tvf  j 
Einfübrung  eineü  be8eern  kirchlichen  Kalenders  und  Oster-Kai*©««"  , 
(Riga  und  Leipzig  1837,  4.  X.  und  %  S.  nebst  37  S.  TabelleoX  , 
dedicirt  dem  Herrn  iMinister  der  V  olk»- Aul  kläruwg,  Geh.-R«tl| 
üwarovv,  so  wie  eine  in  der  kurländischen  Gesetlschaft  iür  Li-  j 
teratur  und  Kunst  vorcutragene  Abhandlung  ,,iiher  die  neii«#te  ^ 
Astronomie,"  namentlcb  fiber  die  von  dem  Pro(.  Argehuidet  ^ 
eatdecicte  Bewegung  unseraa  Sonnensystem«  im  Welträume  und  des 
AMcnUceisa  r*  3triir«  netteat»  £iit4eekmi|tCMi  m  dan  f^w^ 
atotMMk 

Schon  im  J.  1825  war  Paucker  zum  Hofrath  und  1827  luili  ' 
Coli..  Rath  befördert  norden*).    Im  J.  IHH  ward  ihm  der  ehren-  I 
volle  Antrag  geiuacbt,  die  Stelle  eines  ordeutlichen  Mitglieds  der  I 
Kaiserlichen    Academie    der    Wissenschaften   zu  St.  Petersburg  ^ 
einzunehmen.    Der  damalige  Gebalt  eines  Akademikers  war  nar  \ 
2500  Rbl.,B.«A.  und  die  Ertiägung  des  ungleich  kostspieligeren  Auf-  i 
aothalt^s  in  der  Residenz  mit  den  grosaem  Kosten  der  Erziehung  < 
seiner  3  Sühne  und  einer  Tochter/  wozu  seine  amtliche  Stellung 
und  seine  ökonomische  Lage  in  Mitau  manche  Erleichterung  dar» 
bot,  legten  ihm  aber  die  unabn eisbare  Pflicht  auf.  der  Ihm  sage* 
dachtea  Ehre  einer  solcheo  Dienstverändemog  au  entsagea.  da  i 
die  Anaalcbten  flir  Iho  lo  Petersburg  durch  Nebenarbalteo  aaina 
SnbalateDamIttel  als  Akademiker  vermehrt  an  sehen  aehr  aogewia» 
waren,  dagegen  die  Notkwendigkeit.  solehe  au  erwerben  und  die  i 
daxtt  erforderliche  Zeit  dem  Amte  ond  dessen  gesteigerten  Aofor-  I 
derungen  an  enfslehen.  i^h  als  gewiss  und  nnerlSasltch  harana* 
stellte.  Daher  war  es  natfirlicb,  dass  er  es  vorsog  zu  Mitau  la 
seinen  bisherigen  Verb&ltoissen  und  in  der  gewohnten  und  Ueb* 


a)  thin  DIpIcHs  efkll«^««  llelcbi-A4cls  Ut  Ikm  uslsvm  tl.  Aug. 
IfÜt  snNf^e«uillt. 
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fßm^mamtn  AMlfwir krankell  zu  v^%lelbeo»  wiÜr  m  wMUtm^ 
mIbot  SMMraafentbalts  is  Rmil  iV'&it  %&ti  ingj^a  4er  «H 
lirmer  Helligkeit  i»  Riga  and  HHtaa  auegebnieheiie«  diolere» 
l^enle»  vetMgMen  *  S^lferleit  efitüfeMeil.  £r  Mirte  4eh«r 
\m  Avgwit  Ml  naish  Mi^o  tu  neoer  freedlgerlVIiieenikeitsQrilek, 
Jle  iedaee  eeelt  webig  iakreo  doreh  bSmlM#  LeMeo  eelmienllrli 
geIHM  werde.  Am  4.  Mr  1884  ward  eeine  FaMlia  leletat  dqreli 
die  IMmft  einer  foekter  «ermelift.  Seitdem  aber  krinkelle  Ihm 
die  Wfwm  «ad  MiMe  alcb  bei  Ibl^  acbwUeblHiben  und  torfoa 
KArpercenalHetleii  aar  au  bald  efa  Lungealelden  aas,  das  am  tt. 
April  1899  Ibrenr  Lebea  nad  scfallnen  gesegneten  Wlikea  ein  Ziel 
setate,  eewie  ein  balbea  Jabr  aplter  aacb  das  Sebmersensklnd 
der  Motlsr  loa  Grab  forste.  Selae  rerebrte  8ttefmatter,  geb.T.Frt» 
derlei,  fille  darauf  aae  Ebetbuid  berbel,  dorcb  Ibra  lleberetle 
▼ereorge  aelaea  Sebmcra  au  Hadern,  aelnem  Hauaweaen  vorso- 
slebeii  und  seinen  renfralatea  KIndam  so  rl^l  Mglleb'  die  aaver* 
geaalielM  Mutter  xa  eraetaea,  aad  awel  Jugendliebe  Scbweatero 
weHeifMeu  mit  einander,  dem  geliebten  Bruder  daa  verSdete 
Ihaa  wMar  fireaadlkb  zu  beteben.  Ale  buMa  aaab  ein  paar 
Jabrea  sitb  aaschtekten,  der  bSberti  Besthamnag  dea  Weibes  und 
dem  Zuge  Ihres  Herzens  folgend,  an  der  Hand  ihrer  Br«rihlten 
»ich  einen  eigenen  Haiiicstand  zu  gründen  und  die  geliebte  Mutter 
nie  dann  nach  Rhstland  und  Petersburg  zu  begleiten  bereit  ^ar, 
verroShlte  sich  Paucl^er  vier  Wochen  vor  der  Trennung,   am  7. 
Mai  li^Ö  mit  Fräiileiii  T  tj  c  od  ot.  i  e  T  rolta  v.  Treytleii,  wultlie 
seitdem  das  Glück  »einf^s  J^clieiis  und  den  Trost  sciiieei  Alters 
mit  sanfter  Hand  und  liebevoilero  Herzen  l>i^^       «einem  letzten 
Hauche  gegründet  und  bewahrt  hat,  während  seine  Kinder  alle 
ihn  durch  ihre  kindliche  Verehrung  und  die  würdige  ErlüUuog 
ibres  gewählten  Beruts  vielfach  erfreuteu. ' 

Schon  18.30  u  ar  er  nach  Ablauf  seiner  25jähngen  Dienstzeit 
im  Lehrfiu^he  aut  neue  5  Jahre  für  «(ein  bisherige Amt  g^wHhlt 
und  18^37  mit  den»  St.  Annenorden  3.  Classe  för  seinen  ausgezeich- 
neten Dienst  belohnt.  Itti  Sommer  wohnte  er  auf  besondere 
Einladung  auch  der  feierlii-hen  Einweihung  der  Hauptsternwarte  ttt 
Pulkowa  bei  und  1842  wieder  für  sein  Lehramt  gewählt  und  be- 
stätigt, ward  er  nach  Ablauf  neuer  5  Jahre  als  Oberlehrer  und 
Ohservator  des  Gymnasiums  in  Mitan  au  Ende  des  Jahres  1816 
förmticfa  emeritirt  und  zur  Anerkennung  seiner  literliriacben  Ver- 
dleaate  ihm  der  8L  Wladimir- Orden  4.  Classe  Allerga»  farlMie«, 
seine  Scbfiler  aber  überraschten  ihn  am  15«  Ü|ec.  zum  ZeiclHNi 
ihrer  Dankbarkeit,  bei  üebetreiebaag- eiaee  tergeldetea  Sitber|Hi- 
baluy  bi  dea  ibre  Naaieo  giarlrt  warea,  «II  elaeai  SHadeban»  M 
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Während  das  Gymnasium  und  4enen  iitenmrtl^  der  Mitaii» 
•che  Kaiender  «od  die  fieoliaditiingeD  der  Teiaperalaff  mA  Wifttft- 
raeg  B«  liitm  wid  tliclMitden  die  FoHjicbritte  eod  oeeeeliea  Er- 
fnngeDscbailen  dec  bOherii  Blathemetlk  oed  Aetrooo^iie»  wie  dl« 
reeebeie  Eotwickelnng  der  Literetnr  aoaerer  PfovimBeii  dl«  ikaSr 
nierfcaankeit  und  ThilfglMit  PaMcker'e  imen>geietat  in  Aaeymctt 
nabnien  und  die  et'iHe,  aomutUge  Blnoienwelt  in  neineni  Girleliqin 
und  Trelbhenn  eeine  Muaaentn^en  mit  Duft  und  BiOtiw  etfUlt» 
und  sein  friedliches  Stillleben  freundlich  erheiterte,  war  er  bedacht 
seinen  Mitmenschen  nocli  \n  anderer  Weise  nützlich  zu  werden 
und  auch  ihr  .Seelenheil  zu  fürderu.  St  it  iU>m  24  Miirz  1H19  be- 
reits Mitglied  der  kiirl  inrit.schcn  Abtbeilung  der  russischen  liibeU 
pesellscbaft  und,  nach  deren  Atifhehuhi^  im  April  1SJ6  und  Wie- 
del hcrötelluiig  am  25.  März  183*2,  ebenso  Mitizlie«!  ili;r  kurländiücben 
Sectionscomität  der  evaf)»j;eliscbeTi  BibetgeseliKchalt  in  KuH^land, 
war  er  für  die  Förderung  ihrer  Zwecke  unablässig  besorut 
hat  seit  dem  Ende  Ueceniber  1H4'2  als  Director  und  später  auch 
Schatzmeister  dieser  Comit.'it  mit  der  an  ihm  gewohnten  Ausdauer 
und  Beharrlichkeit  die  Tbeilnabme  (eet  aller  evmngelischeo  Lnod- 
gcmeinden  des  kurlftndischen  t^ouTeffneroenta  an  den  Segnungen 
der  Bibelverbreitung  anauregen  und  au  erhalten  gevruaat. 

In  gleicher  Weise  liat  er  seit  dem  15.  Juni  1831  zum  eneern 
Au9Rchu!<9  als  Mitglied  gehörend  «nd  seit  dem  30.  Decbr.  1838 
zugleich  al«  Schatzmeister,  seit  dem  21.  8eptbr.  IHIO  aber  attch 
noch  als  Geschäftsführer  der  kurliindisrhen  Gesellschalt  dir  Lite- 
ratur und  Kunst,  durch  Wort  und  Schrift  eine  fiir  deren  Z«4eei:e 
sehr  erspriessMche  und  för  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  \m 
Vaterlande  sehr  erfolgreiche  Thätlgkeit  entwickelt,  indem  er  ^rie- 
derholt  darauf  hinwies,  ,»wle  wichtig  es  gerade  in  jeUlger  Zeit 
Bei,  dass  es  einen  Ort  in  nnserbr  Nähe  gebe,  wo  man  darauf  1m- 
dacbt  iet,  dae  heilige  Feuer  der  Wiaaenachall  nicht  erloschen  am 
iaaeen."  In  dieeem  Sinne  redigirte  er  von  1899  ble  1847  die  in 
idrel  DUnden  eracfaienenen  ».Sendungen/*  «reichen  er  die  Oeecbieiite 
der  lieaelliichail  eelt  1821  voranascbiokte  mit  den  angebOr%en 
Mitglieder  •Veneiebniaaen,  nebat  nSberen  Naebrlcbten  Ober  «Be 
Sammlungen  der  CleaellacbafI,  denen  der  um  dieaelbe  so  Imeb 
▼erdiente  Staataratb  von  Recke  gleiche  Naebrlcbten  Uber  dna 
kurländiscbe  Provinzial- Museum  biozufO^te.  Unter  den  mannig- 
fachen literarischen  Ahhandlungen ,  Autsätzen  und  Mittheilun* 
gen  in  diesen  Senduitgen  nehmen  auch  Paucker's  Nachrichten 
fiher  den  „Encke'M^hen  Kometen  bei  seinem  Wiedererscheioen  im 
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JflhM  1638"  and  dgww  Btlmdrtttiig  „«bw  die  enmMD  der  Siehar* 
Mt  in  dw  Tliatoielien  der  aemm  Asttononio,'*  m  irto  mIo 
Scsdacbteiteii  »^Ak«  di»  lUiniKmig  der  devMton  Simehe  voft 
yiaiiii  attem    «in  betDiiilem  IntereM  In  Anuptndb.  FreHKeli 
fitfid  die  Venneidanf  aller  FfenidfrSrler  In  der  deetacben  SpneiiA 
in  Mweim  PnidliM  »idbl  viel  Anbleng  end  nMb  wnniger  die  Cm- 
Ukhinfr  dleear  Framdworter  In  blaliar  rnigeirllMiehe  denfache  Bc^- 
aeleheeegen»  die  «kht  InHoer  gma  pjeneti  dnn  Begriff  den  filMr* 
•eMen  laMniedien  eder  fromllaiMdien  Ffemdnartea  wiedergeben, 
mtkt  4em  dcnleeben  Hfrecbgebraneb  nnd  aUgemeln  uierbannlan 
flpanetiegetn  niebt  Immer  Tdllig  entP|iiecben. .  Dennoeb  Mrte  er 
arft  rieielebfeleeer  Bebarrücbkeit  eelbat  in  einigen  mntbematiaeben 
Werben  die  beebeicbtigte  Spracbrelniguog  mit  mogliobater  Sebirfe 
deiefc,  nainenlllcb  In  eeiner  „ BiMMre»*'  vehdie  so  f Leipzig,  nnd 
in  eeiner  »tnledem  Critaeenreobnnng«^'  weldie  an  Matra  bn  J.  1846'lin 
Draeb  emcbien,  aber  eben  «regen  der  etwaa  gewaltaemen  Umblldnng 
aHgemein  engenonimeDer  KnnetauadrOcke  wiaaenecbeftticber  Be* 
leicbnungen»  welcbe  daa  VeratSndnlaa  eracbwerte  und  dienen 
Bdbdften  die  verdiente  Berdekalcbtigung  entzog,  in  der  gelehrten 
Welt  «venig  Eingang  fanden ,  %ve«balb  eine  Uebertragung  dieser 
Werlie  in  dSe  ruaaische  oder  franaSaiacbe  jSpracbe  denselhen  ge- 
wiss eine  viel  günstigere  Aufnabme  nnd  einen  viel  griissern  Erfolg 
sichern  durfte,  sobald  die  umgeliildeteo  deutschen  Kuiistausd  rücke 
in  die  herkömmlichen  wissenschaftlichen  Bezeichiiuiigcn  der  Russen 
und  Fr;in/asen    unif^esetzt  würden      Dessenungeachtet  beharrte 
Paucker  hei  holcher  gezwungenen  Schreibweise  auch  in  den  von 
1816  bis  1851  von  ihm  herausgegelieneii     Arbeiten  der  kurländi- 
/»ciieii  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst/*  von  denen  10  Hede 
er!<rhienen  sind,  nebst  den  1850  hesoiuler»  gedruckten  „Sitzungs- 
berlclittn  '  tler  (Gesellschaft,  in  welchen  letztern  diee^e  ungew  ähn- 
liche Auj^d rucksweise  Tifters  »ttpiend  aufTallt.    Dt  nnoch  habtfj  die 
Leser  der  mancherlei  anzielieiuien  u^ul  lehrreichen  Arbeiten  sich 
darüber  elienso  leicht  hinwegzusetzen  gcuusst,  wie  die  Verehrer 
von  Jacob  (iriinm  sich  über  dessen  besondere  «.  g.  altdeutsche 
Sichreibweise  und  Hechtschreibuiii:  btTuhit:!  haben,  wiewohl  auch 
sie  in  Deutscblanci  schwerlich  jemals  zu  aligemeiner  Geltung  ge- 
bracht Würden  dürfte,  und  auch  der  von  ihm  so  warm  empfohlene 
(Gebrauch  der  nur  lateinischen  8chri(tzeichen  dasell^t  wohl  niemals 
allgemefn  eingeführt  werden  wird.    Immerhin  ist  es  nicht  zu  leug- 
nen ,  dass  Paucker's  Rcstrebungen  bei  uns  dazu  beigetragen 
haben,  die  Fremdwnrter  in  der  deutschen  Sprache  müglichst  zn 
vermeiden  und  auch  auf  die  Hecbtscbreibung  mehr  Sorgfalt  zu 
wenden,  als  bisher  geschehen.  Üa  die  erwiibnten  Arbeiten  der  kur- 
llndiacbeti  lilemriecbeu,GeaeUaefaafl  viel  vef breitet^  eind»  «o  bednrf 
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m  fceilier  ireHtMO  HerzXhiung  der  reldiMligtn  BeiMg»  iknm 
ÜM'aucig^hers  zu  deDselben  u«d  erwäbiieit  wir  nur  noch  seiner 
wmr  Beglackn  ünacbuof;  der  KaiFertIchen  DniversitSt  zu  DqtfHit  mn 
Ihrem  SOj.'ihrigeii  Jabeltele  in  Nmmmi  il«r  GMdkdMift  ntai  ML 
Ü0dw.  1852  mnireMiidtefi  Abhaiiilliiif  „das  «IKplMw  Po««Mt»l»'« 
aehiflf  lfiS3  im  «Jnland^  niCgallieilt«»  iriMaiiMMMMn  ijiMte 
>nii4  Mi41idi  aock  «einer  nenealen  in  den  BoUetlne  der  metbcma* 
ÜMhen  CUeee  der  KeieenHeben  Aliedmttle  der  Wiaemecheften 
nbgedniditon  Abbaedlnnuen  flker  «»daa  aetreneaNache  Lingen« 
nmaaa/'  ferner  ,»snr  TlMorfe  der  Ideineten  Quadrate,''  awailnr 
nnd  filafter  Artikel»  ond  Ober  ,,die  GeetalC  der  Brde«*  ndt  mehr 
ftoff^niltlfeen  Berechnungen,  die  ihn  lancre  und  viel  beaehüfltiirt  haben. 
Eilte  nicht  minder  umfassende  Arbeit  über  die  Astrontimie  ^er 
Alten  i9t  leider  unvollendet  geblieben,  so  eifrig  er  noch  b(8  zuletzt 
daran  gearbeilet»  da  viiederbolte  luankbeltafiUle  ihn  daran  v^* 
binderlea. 

So  lat  die  Somme  aeiaea  68jährigen  Lebena  nnd  50jlihrigen 
OCentlicben  WIrkeoa  allerdinga  Arbeit  und  Mcibe  geweaen»  abet 
nur  Im  Dienate  der  Wahrheit  nad  Wlssenachatt»  ilenea  er  nach* 
geforscht  sein  Leben  lang»  die  er  gefordert  und  verbreitet  hat,  no 
lange  es  Tag  (ür  ihn  war,  wobei  Liebe  und  Wohlwollen  gegen 
Jedermann  den  Grundzug  seines  <  harakters  bildeten,  obwohl  er 
aller  Sentimentalität  abhold  war  und  tiefe  religiöse  Anschauung, 
ohne  Frömmelei,  wie  heller  scharfer  Verstand,  bei  grösster  An- 
spruchslosigkeit, Herz  und  Geist  adelten  und  seinen  persuolichen 
Umgang  anzieliend,  wie  tieine  Unterhaltung  anregend  und  lehrreich 
machtrn.  So  i^eb irrte  er  zu  deruni,  von  deren  Pilgerfahrf  hienieden 
und  ihrem  Rinken  und  KSmpten  nm  d^is  höchste  Kleinod  de.s 
Lebens,  per  ardua  ad  astra,  der  Prophet  Daniel  gewetssagt: 
„Viele  werden  gereiniget,  geläutert  und  bewähret  werden.  Die 
f. ehrer  aber  werden  leuchten,  wie  des  Himmela  Glana  nad  die  an 
viele  zur  Gerechtifkeit  gewieaen^  wie  die  Sterne»  immer  vnd 
ewigttdh.^ 

 ■  !■  II  ■  ■  —  - 

Arithmetik. 

Elemente*  der  Zahlen-Theorie,  altgemein  fas^ticfc 
dargestellt  von  Dr.  Herrn.  Sch warz,  Lehrer  der  >lathe- 
raatik  und  Physik  am  Pädagogium  zu  Halle.  Halle« 
Schmidt  1855.  a  2  Tbir.  20  Sgr, 

Oleaea  findi  enibllt  eine  recht  denMie  und  elementar  gn- 
hOSum  Pmrtalinng  der  BaoptgeiNtoe  der  SSdileft-Theecie/«M 
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wird  iiir  weiteren  Verbreitun|^  rfteNPs  8thÖncn  TheiU  der  MatHe- 
matik  beitragen ,  weshalb  wir  zur  Beachtont^  empfehlen.  Der 
Uaupttnhnit  ist  fofgetiiier.  Einleitung.  Ge»cbichtlichej°i.  Aritb- 
nieti^che  Hulfs^ätze.  Erster  Abschnitt.  Von  der  ConcrrueriE 
der  Zahlen.  Zweiter  Abschnitt.  Von  flen  Resten  der  Po 
teoxeit.  Dritter  Abschnitt.  Theorie  der  quadratischen  Rest« 
und  Nichtreste  im  Be«ondern.  Vierter  Abschnitt.  Von  der 
Aulltfsang  der  allgemeinen  Congmenzen  zweiten  Grade«  mil  einer 
üiibokaiiDten.  Fünfter  Abschnitt  Theorie  der  quadratiMlieii 
ForoMn  ««11  Aufliteang  der  allgeoieinea  tiieicbuDK 

Serb^ter  Abschnitt.  Anflu^ung  der  allj^emeineD  Gleichung 
zweiten  Grade«  zH'lecben  den  Unbestimmten  A  und  W 


Geometrie. 

Die  eycliseben  Gorvea  oietha.dleeli  oiit  Wfioii4erer 
Ricksicht  avf  CnDetmetioiieii  spm  GebrAncbe  filrTa^b- 
«i&er»  soirle  sl«  Uebvngebeiapiel  ffir  angebende  Me- 
tbeeieltker»  behandelt  reo  Dr.  Hermann  Weis«e&hor% 
HitTFlgttrentaf.  fileeeach.  Baerebe.im.&  lIblr.l5Sgr. 

Eine  sehr  aa^ffibrliche  analytische  BehamUnng  der  Terstbie- 
dene  Arten  von  Cydoiden,  Epicyctoiden,  Hypocyclolden ,  n.  s.  w. 
die  aacb  einiges  Eigenthiim liehe  enthSit.  Was  aber  der  Herr  Vf. 
aiif  S.  V.  der  Torrede  Aber  die  analytische  Behandlung  selbst 
aegt»  tind  wie  es  scheint,  als  eine  Eigenthündichkeit  Rir  sich  in 
Aeepraeh  nimmt,  hat  wohl  jeder  Anfönger  in  der  Analysis  Ifingat 
fewnsst  Als  Material  zu  Uebungen  in  der  analytischen  Behandlung 
der  Cmren  bann  das  Buch  Anföngern  immerhin  empfohlen  werden; 
Tecboikern  empfehlen  wir  weit  mehr  das  nette  Scbrillclien  von 
Zehme,  nirotich:  „Elementare  und  analytiaehe  Bebend- 
li'Bg  der  terachiedenen  Cyeloiden  u.  a.vr.  f||r  techniaebe 
«Sehnten  and  anm Selbatanterriehte  ronPr.Zehme,  Di- 
recfor  der  Previeaiel^ewe«  hobele  nsHege«»  l««rloha 
ned  Biberfell d.  1«4  Vnrfi  Literar.Ber.NrLXX»!  &4 


Astroaöjnie» 

Ueber  den  Zusaninienhang  der  Flecken  und  Prota* 
herenaea  der  ^onne»  von  K.  r.  L*iltrew»  Directer  der 
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k.  k.  Sternuarti!  2U  Wien.  Aus  lieni  Octolier b efte  iles 
Jabrgaugen  1S55  der  Sitzungsberichte  d#r  »oiatheitt. 
ikuturw.  Klftit»«  der  kai«.  Akaiieniie  der  W ie«eiiiieiiA(t#li 
KU  Wien  b«eoii4lers  «hgedmcht. 

In   tiieser  sehr  verdienstlichen   AhliaiKlInni;   liefert   Herr  v. 
Littrow   eine  Bereehnnne    seiner  hei  (ieleuoriheit  Ahr  «^rnssfn 
Soiinenfinsterniss  vom  2>.  Juli  1851  zn  liixthöft  an  »ler  O.stsee 
(bei  Danzig)  e**ii»Hrl»ton  Beobachtunnen ,  so  weit         ilie  Natur 
solcher  Beobachlungm  /ulNsst.    Wir  hatten  diese  Alihatulinnfjj  för 
eine  in  jeder  Beziehun«;  sehr  lehrreiche  Darstellun«:  der  Art  und 
Weise,  ivie  dergleichen  Beobachtungen  am  bebten  und  vortheilhaf- 
testen  XU  benutzen  und  zu  berechnen  siod,  und  «m|ifehlpn  sie  einem 
Jeden,  u-er  nich  mit  ähnlichen  Hechnungen  zn  bencbäAigen  beab* 
«ichtigt,  zu  sorgfältigster  Beachtung,  da  sie  auch,  aoJSiter  der  Dar- 
etctliiiig  dee  Rechonngsverfahrenn  und  den  der  Recbnung  am  besten 
au  Grande  au  legenden  Feraieln  nnd  aatrononiUcben  Elementen« 
noch  viele  andere  aebr  lehrreiebe  Bemerkungen  über  derglfieben 
Beobachtungen  Oberhaupt»  aber  die  veracbiedenen  Quellen  ihrer 
Unsieberhelt,  Aber  die  beute  und  bequemste  Art»  dieselben  anin* 
stellen»  u.  s,  ir.  enthSit'  Von  den  geviennenen  Resultaten  erlaubt 
uns  der  besehlinkt«  Raum  hier  nur  aiiianfifbren ,  da^  audl  hier 
von  Neuem  der  deutlichst«»  Beweis  gelfel^rt  Ist  (s.  S. 
die  hier  zur  Sprache  kommenden  Erscheinungen  keineswegs  dem 
Monde,  «»oiidern  unzweilelhaft  der  ISoniie  angehüreu.    Wir  machen 
nochmals  einen  Jeden  auf  diese  sehr  beachteusn  eribe  Abhandlung 
aufmerksam. 


Physik. 

Das  diojitrisehe  Mikroskop,  dessen  Einrichtung 
und  Bebarid  Inner,  von  Karl  ß.  Heller,  Prof.  der  Natur* 

■ 

geschichte  am  akademischen  Ober-Gymnasium  inGra^ 
Wien.   nrauniOller.  1856.  8.   16  :^gr. 

I Vme  kurze  recht  deutliche  Beschreibung  der  Einrichtnnc  nrrd 
des  (Gebrauchs  dos  Mikro8ko|!8.  Die  Theorie  ist  durch  rlie  ele- 
iuentar*8ten  mathematischen  Formeln  begründet,  und  Jeder,  Mer 
aus  einem  physikalischen  Lehrhuche  oder  physiknlrsehen  Vortri- 
gen  die  einrachston  dioptrischen  Cvrundtbrmeln  kennt,  wird  dieses 
deutliche  6cbri(tchen  leicht  verstehen,  da  auch  Alles  durch  sehr 
deutliche  Figuren  erläutert  ist. 
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Tin. 

Memoire  sur  une  niethode  nouvelle  de  transformation  dee 
coordoonees  dans  le  pian  et  daiis  Tespace,  a?ec  appli- 
cation  aux  lignea  et  aorfaces  des  deux  premiera  degr^a« 

Monsieur  Geortjes  Dostotf 

D«cteiir      «cience«  nathöaiatique« .  Profesaanr  de  natb^natiqQe« 

4  Pari«. 


I*  Dans  raaalyse  des  coartMs  et  des  sorniees»  11  est  csMBOfll 
I»  dsaaer  ä  FdfiiattoB  da  Ileo,  plan  oa  soUde^  la  fonae  la  plos  simple 
fear  ea  reeoaaaltre  la  aatnre  et  ea  ddtenalaer  les  dldmeas  et  ies 
iraprletes.  Or,  dans  eette  eqoation,  se  troirreat  sovfent  ea  ^Tldeaee 

ies  premim  membres  des  equatlons  de  droites  oq  de  plaas,  dont 

IVnijilüi  rüiniue  nies  ou  plans  de  counlüüüecü  retiuit  coiiüiderablemeat 
i'e^uatiüü  de  ia  courbe  00  de  la  suriace. 

n  Uaporte  donc  de  chercber  les  fonDoleSt  qol  senreot  Ii  passer  ä 
des  aies  on  ä  des  plaas  de  coordonndes  qiil  soat  reprdseol^s  par 
teva  daaatfoas.  Nona  abos  proposoas,  daas  ce  mdmolre,  de  ddter- 
aiaer  ccs  fonaales.  . 

Aflo  de  rendre  notre  Iravall  complet,  nons  inons  dü  resoodre, 
4mis  le  cas  d'a.\t"s  obliqnes,  Ies  qaestlons  sur  la  iigne  drolte  et  le 
^u.  qui  dans  les  onvrages  De  sooi  geoeraiemeüt  doDoees  qae  poar 
des  axes  rectangolalres. 

Ce  Bidawlre  se  compose  de  plasleors  partlea. 

Daos  la  prriDi»  re,  noos  avons  d^tennlne  les  formales  de  transfor- 
mation des  coordonuees  planes;  nons  les  avouä  npplir]n(^ps  la  recherche 
des  asyiDptotes  et  de  la  pnissauce  de  rii>  perbule,  aiosl  ^<  ^  calcol 
de  Taxe,  do  sommet  et  da  parametre  de  ia  paralH>ie. 

La  seeoade  partle  a  poar  ofejet  le  calcol  des  fonaales  de  iraas* 
flMBaUoa  daas  respsce;  aoas  aeas  sauaea  appiqrdi  poar  cela,  sar 

TkciL  XXVI.  a 
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qvelpes  relattoiis  reniirqiiftbles»  qnl  out  He«  entre  l^s  eo^fldeBls  de« 
Kations  de  deox  aystömes  de  droltes  et  plana  perpeadleolalrefl. 

Nüus  avons  apjtliqae  les  fonnulcs  obtenues  ä  la  determiuation 
d^s  peneratrices  rectiifgnes  de  rhyperboloVUe  a  une  uappe  et  du  pa- 
rabuiuiüu  Iiyperboliiiue. 

Nona  avoDs  fait  usage  des  memes  resnitats  ponr  completer  la 
a^lhode  qne  M.  Plücker  de  Beaa  a  Imagln^  ponr  la  diacussfoa  des 
sorftcea  da  second  ordre. 

NouaroiisnoAtid,  es  oitre,  a?ee  quelle  simpUcUd  nolre  adüiode 
de  traasfofmatlon  penl  dire  enployee  daas  la  d^tentfaaUoa  des  sectfoM 
planes  dans  les  sarfkces. 

Enfln  nons  en  avoDS  dedait  im  procede  Uv>  ('\|u'«ditlf  ponr  passer 
de  forninles  calculees  ponr  des  rixes  rectan^ulaires  aqx  relalious  ana- 
logues  qoi  repoadent  ä  des  coordouuees  obliques. 

Transformation  des  eoordonnees  rectlllf  nes  dans  le  plan, 
lorsqne  les  nooTeaux  axes  sout  determiaes  par  leiirs 

2.  Calcul  du  tirms  de  i' anale  de  deux  droit  es.  Nous  avojis  besoia 
dans  nos  calcals,  de  la  valeur  du  siuus  de  1  äugle  de  deux  droites. 
Afln  de  douuer  !e  plus  grand  degre  de  slmplicite  ä  iiotio  im  ihode, 
ooDS  alloos  ifidlquer  na  procede  tres  rapide  poor  deteminer  ce  sUias. 

Solent 

les  ^qoations  de  deox  droites  ODf  OD'  men^es  par  rorigiae  0  des 
eoordonnto,  v  Tangie  DOD^  de  ces  /droltes  et  6  rangle  yOs  des 
aies  de  eoordonnees* 

Sur  Taxe  des  x  prenona  une  distance  OP  egale  ä  TnM  de  ion- 
gnenr,  et,  par  le  poInt  P,  menmis  la  drolte  PM  parallilement^  Ii 
raxe  des  y\  cette  drolte  rencontre  OD,  Off  anx  poiots  respectlft 
My  M',  Nona  formoos  alnsi.les  trols  triaogles  OMM\  OMP,  OM'P, 
dont  le  prenler  est  la  dlifirenee  des  dens  attres. 

NoQS  avons  d'atiord 

%OMM'  =  OM.  OW .  stn  V, 

20MP  =  OJr.OP.sinö, 
WM'PssOM'.OP.M. 


• 
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•  f>T.  par  solte  de  rhjpotbese  ÖP=J,  Ics  eqtiattons  (1)  donneut 
FM^a,  PM' z=,g^ ;  Ott  «,  par  eons^qMBtt  moyea  iIm  dw  triaiflet 
OiCP,  OM'P, 

BCftaftl  ces  valeors  dus  ragalft«  OMM*^OM^P'-OMP,  ob  obttent 

3to|r^  (.a'-~«)sinf?   ^ 

V^(l  -I-  tf*  4  24IC086)  (1         -I-  Wocw«)  ^  ' 

8i  les  deax  droites  etaient  reprtseutees  par  ies  eqnaUoDS 

rei|»resflioa  precedeute  deYieiidni 

sin  r=  ;     (M-^.l/?')sfn6'  ' 

3.    Premiere  methode  de  hatisformation  des  cordonn^ 

dans  le  plan.  PassoDS  actoeJlemeDt  ä  la  recberche  lurmule^  eil 
qaestioo.  Soient 

|f— oa?— 6äO,  y  — fl'ip— *'=0  (2) 

les  pqnatfans  des  denx  droites  qae  Ion  veot  preuüre  poBT  ies  axea 
des  flouvelJes  coordoBO^es. 

Mb  polBt  pelconqiie  JT,  prto  daos  FaBgle  tfe  ces  deu  droites, 
afettosQOS  sor  elles  les  perpendleBlaires  respecttres  JIP»  ißl',  qae 
K(BS  repr^soBleroBS  par  d»  d' ;  pnis  meaofis  Ii  ees  lataiea  droites  les 
paralleles  Mff^  MP*  par  le  poiat  iL  Si  bobs  designons  par  ^  et  jr 
les  aadennes  eoordoaato  da  potnt  if,  par  ^  et  ^  les  ooordoindes 


MP:=iUf  OPszw;  MF^y\  OF^^. 

Les  triaugles  MDF  ^  MD'Q'  nous  üuüDent 

d  ^MD  =:MP',slüMP'D  -y'slüV, 

Or  ai  0018  IMaoBS  obserrer  qae 
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(N  et  N'  «taut  les  pofnts  d'lDtenedtoA  des  dem  droltes  O'JTS  OT 
a?ee  la  tlgae  nea^e  par  le  poial  M  paralMeneat  ä  l'aadci  m  «et 
y);  d'oä  ooaa  Toyoos  qae 

aoaa  avoas  aossl 

(t/-'aa:—b)8ine  —(p'-a'x—ö')slne 

ViHM^mB'         Vi  +  a^  +  Sürcoad* 
en  ai6me  temps  qae,  d'aprto  a^.  2, 


slnK  = 


V  (l+aH2«cosa)(l+«^i-a«'co8»> 


81  noaa  meftoaa  ees  Talean  daas  les  relattoas  (fi),  mm  obtteaOreaa 
lea  ieax  ^aafloas 


'  V^l-l-a*  +  2acosö 

doat  la  r^olattoo  foornlt  les  formales 


(III) 


(IT) 


Sl  les  denx  droltes,  prises  pour  axes  des  coordoon^s  noavelles» 
soDt  represeat^es  par  les  eqaaUoua 

les  quatre  foimales  pi^o^deates  se  diaageot  ea 


Au  ABx  +  C  = 


(V) 
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äC'~CA'  A.r  ^  A'y' 

'•*"         AB»  OA** 


Dans  le  cas  oft  les  andeos  axes  sont  reetangulaires,  ces  (lönnidei 
it  iippliJieBt  et  se  rMvIseDt  k 


 aJb'—ba'    _  ax'_  a'y  . 

C.r  —  .iC  Ax'  Ay' 
BC—CBf       Bx"  jy 

4.  Deuxieme  me'thode  pour  determiner  /es  formules  preci- 
dentes.  Lcs  formules  (V)  et  (VI)  penvent  aussl  se  trouver  par  une 
BeUiiHie  diifeieüte  üe  cclie  que  uoos  veiiuuä  ü  eiuployer. 

Soieal,  en  eWtt,  er  et  jS,  o'  et  /)'  les  aogles  qne  fönt  les  deox  drottes 

iOhHu^-^^MtrfAr-fC^O,  ii'd^— <r4?-6')=pi4>+iJ'a?+C'=0  (4) 

wec  les  deux  axcs  de  coordonnccs  O.r  et  Ö>.  Eo  deslj^naat  par  p 
fif  les  coordoQfiees  de  i  iatersecUoD  des  deox  droites  (4),  oq  a 

CA'~AC'       _BC  ~CB' 

^slaa+y'alaa' 
=  S50  
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Or  OA  Salt  qoe 

slna     _slna_  ^  B 


* 


+«€080"*  ii-ÄCOSd' 

ösloö  — Äslnö 


V  l+fl^  +  2flcöiö~  V^XH^^— 2äÄC08d 


 sina  it^stnö  

^    V  i +««+2«' cos«  ~  yf  X'»  +  j|«— li'jr  eosö 

Sabstiittiuil  ces  Tjdeurs  daos  les  egalltes  (6),  oa  obUeot 

_CM'^AC  ,   Ar 


_  f^^'  —  CB'  BT  \  . 

^     AB'-^BA'  ~"  VlHÄ^^tÄäcisd    Vi«+ira-2X'Ä'«Mfl * 

r^sQltat  Identique  avec  les  formules  (VI). 

MiltiplioQS  ces  deQX  dernleres  egalites  respecUvemeot  d'abord 
IßrBeiA,  pais  par  B'  et  i%  et  i^oatons  clia^ae  fois  les  prodalts, 
90118  troQYOiis  alosi  qoe 

liinnles  «tt  ont  dQä  €Ü  obtenoes  et  qui  sont  confonnes  avec  (Y). 

Ctoplire  II. 

BdveloppemeDts  d'utie  fonction  entierc  da  second  degre 
d'ane  ou  de  plasieors  variables. 

5.  Üeveloppement  ifune  fonction  du  second  degre  en  raieur 
de*  derivees  premieres  des  variables,  Le  double  d'une  foiic- 
tlOD  eotiere  du  seeood  degre  f{Xy  jf,  %, — ),  d'aoe  oa  de 
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deM  coorämmut  dam  l$  »Um  ei  dam  V^i^üca,  eic^  W 

pivslears  variables  x,  $f,  s».«..  peat  toujiOiLrs  iiuettr^ 
soas  la  forme 

s        y  ^  m 

et  a,  e,....  represeotent  les  co^fflcleDts  des  termes  da 
Premier  degre,  et  g  le  terme  tont  connn.  En  effet,  cetle 
fOQctton  etaot  da  secoDd  degrre,  nons  avons,  par  le  tbeoreme  de  Tay  lor, 

9k  R  d^signe  TeDsemble  des  tennes  IndependaDts  des  variables.  Cette 
Matfl6  devant  afolr  lieVt  4aellf»  qae  soleat  nous  poa« 

fOM  y  aonaler  ces  yarlaUes;  eile  se  ehaage  alasl  ea 

paisqae  . . . .}  se  r^datt  ä     et  qae  les  co^lüdents  a,  ^»  c,««.. 

des  termes  da  preailer  degr^  de  /'(.r,  t/,z,,,..)  soat  les  termes  ladd^ 
podaats  des  Tailables  daas  les  d^riv^es  respectives 

s     y  a 

flBbsfltaaat  daas  (i)  la  valear  de  R  tirde  de  requaUon  (2),  U 
aeas  vteadra 

-(oÄ  +  W+c/  (3)' 

(  ela  trotivL',  rempla^ons  dans  (3)  Ä,,  A*, /,....  par —  j-, —«,....; 
le  prt'uiiiT  membre  de  cette  egalile  se  redaira  ä  g;  ia  füuctiuü  du 
second  uieiubre  se  coavertira  en 

I«  > 

taadis^Bß  les  termes,  qai  pr^eedent  cette  fonctloa,  se  cbaageat  ea 

M       y  • 

en  m^me  temps  que  /*(x,  ^,  qol  est  laddp^^^^®  /,...., 

restera  ia?ariable.  L'egalite  (3)  devieat  aiasi 

•    »  » 

M  BOBS  tiroas 

*       y  • 


•  « 
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r^nltat  coufonne  k  1  eüoace. 

«B  troave  «at 

iVT-'^^^r^'Ar-fi^Cl  (II) 

2».  Sl 
OB  toim 

%f(x,if)^  xp  +  !/•  ^i2!r  f  Ar  4 »  (n) 

*  jr 

80,  fioHfly  poQr 

7.  Isolement  d'une  veariaöie»,  Tonte  fonetloa  entldre  4i 
secood  degr^,  qoI  renferme  le  carr4  d'aae  virlable 
^taot  malttpliee  par  qnatre  fols  le  co^fflcient  de  jr»  est 
ale  av  carr6  de  la  d^rlv^e  de  eette  foaetlon  prtae  par 
rapport  k  x,  aof  nentd  d*an  terme  iaddpeadaat  de  Ea 
ciel,  dana  ee  cas  la  fooeUoa  peat  ae  mettre  sons  la  fome 

t(x,  y, », ...  J  =  Ax^  ^Pxi^Q.  (4) 

ob  Pieprdsente  la  aomme  des  co^fOdeBls,  ftoaetloaa  oqbob  de  j/, 
«Ol  aoil  Mlttpllda  par  a*,  et  ^  l'eaaeoiMe  des  termes  indepeodaflU 
de      Ob  ea  dddalt 

m 

RetraBchoDa  (5)  de  (4),  aprea  avoU  aialUpUe  cette  deralere  piur  4A; 
II  vieat 

a  Anfitcatiotu.  D'apr^s  eela,  ob  fnnnre  qw 

1«,   4^a;;=:4^^*HÄ*+C;=p-f^-.4^(;j;  (V) 
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r.  Mrt*»  y)  ==  ^Ä{Äy^  f  Bxy  ^  Cr«  -f      +  £e  +  F) 

4(Ä"a— 4U')y*  -  8(Ä'Ä^  -        — 4(S^  -.^4")»* 

9l  Uotement  de  deux  9ßrtaöieM*  Tonte  foaeUOB  eoildre 
4b  aeeoDd  degr^,  qvl  ne  reDferme  pas  le  carr6  de  deux 
Tarlablea»  mafa  lear  prodatt,  pent  tonjonrs  a'exprimer  ei 
valeir  da  prodail  des  ddrivdea  prises  par  rapport  k  eea 
Tarlablea  et  ea  Talear  de  tontes  les  aatrea  Yarlablea» 

Uae  teile  fooction  peat  tire  represeotee  par 
EBe  donaa 

*  f 

et,  par  satltt 

f.r^B^jcy  \  BMx  +  BNy -f  MN.  (7) 

RelraocLaüt  (7)  de  (0),  apres  avoir  molttpUe  cette  derolere  par  B, 
tfo  troave 

Bf(jx,y,%,....)=^r't-(,MN--BR),  (Vm) 

*  9 

10.  AppJications.  Oü  a  aiasl 

1«    Bf{jr,y)z=zB(^Bjry\^DyiEx^F):=r.r-(^DE'-BF)\  (IX) 

*  9 

2«.  lB'%r,y,%) 
e=  2B"  {A"t>'^  \  %By%  +  2B\x  +  2B  j  jj  \  2r.r  +  2C"y  f  2  C  »  +  i^) 
=  f'r— ^(BB' — il"^')a  -  4  (äC  +  Ä'C  — iT'ir)» 

-2(Ace-B^fy.  (X) 

Cluipltee  Ul. 

Application  de  la  transforiuation  des  coordonuees  k  la 
reclierehe  des  as>Bipto(es  de  l'üyperbole,  de  Taxe,  da  son- 
net et  da  paran^tre  de  fa  parabole. 

11.  Equations  des  asymptotes  de  l'hi/pei  boie.    Notre  m^thode 
de  iraasformaUoo  des  coordoDaees  et  l'expressioo  d'jue  fODcUoa  da 


4 
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secoDd  dc^re  en  valenr  iie  ses  flerivees  Qovs  pemetteAt  de  determi- 
Ber  les  asiJiptotes  de  l'iopertioie 

alRsl  qne  l^atfiiii  de  teile  eoorlie  ruppertde  Ii  ees  «syiiptoles. 

SnpposoDs  d'ftbord  qne  ron  av  moliis  des  earrda  des  deax  farialiles 
se  (rooYe  dans  reqoatioo  de  rbyperbole,  et  qua  ee  seit  le  earre  de  y; 
daos  ce  cas  A  o*est  pas  ddI.  L'eqaation  de  la  coerbe  peot  alors  se 
mettre  sons  la  forme  (VI)  da  n".  8: 


L'eqaation  (1)  etaut  celit'  li  uiie  hyptrljole,  B^—^ACes\  differeot  de 
zero  et  positlf;  9(4;)  peat  doac  sexprimer  ea  valeur  de  spXj:),  ß'esV' 
ä-dire  qae 


BD-^tÄE 


de  Sorte  qae  rdqaatioD  de  la  coarbe  sera 

  DT)  OiJ7 

i2Aif  k-Ba^i-D)^^la:SrB^^UCi'^^^^=r^j^ 


BD-IAE 


^4ÄH=0,  (I) 


sl  iMNis  avoBS  sola  de  poser 


„    A£^  CD'  -  BDE  ,  _ 


.Pjreooos  las  deiui  draUes 
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foar  aies  de  coordonnees.  Ces  efioatlons  renücnt  les  seconds  mem- 
kres  des  fomoles  (Y)  da     3  respectivement  egao^L  ä 


doot  Je  produit  est 

VU  -      +  (Ä  -  2ylcos 6)  {B^iCcösB) ' 
Mcttait  ce  prodoil  dans  r^qoalloD  (I)»  ob  Inrnre 

(5*  — 4^(7) 


V  U—  C)*  +  (Ä— JUcosö)  (Ä— 2CC0SÖ) 


,  ,    //  \  ( ^  -  67  )M  (^-2^  COS 6)  (B-'tCeoB  e) 

poui  1  eqaatiou  de  Tb^pcrboie  (1)  rapport^e  aox  deox  axes  (II).  * 

La  forme  de  cette  eqnatioD  Halt  TOir  qae  lea  deoz  droltes  (II) 
seat  lea  deox  asymptoles  de  rbyperbole  (1),  et  qae 

ts\  la  puissaoce  mtme  de  l'liyperbole  (1). 

8i  A  et  C  soat  nals,  l'äqoattMi  (1)  de  l'liyperbole  ae  i^dalt  k 

qpl,  en  veite  de  (ä)  da     10,  se  chaa^e  en 

iBy  +  U)ißa;  i  £)  =  DE— BF,  (6) 
q«Vn  pcot  nettre  aona  1a  ferne 

i  fÄ(« + jr)  +  ü  |{Ä(a9^y)--i> + 
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Trajtfportofls  Tosigliie  des  coMdouiöefl  ao  poiitt 


E 

r^qaaUoD  (5)  devient  ^ 

Ce  resalUkt  fait  voir  qoe  les  deui  droites 

-^  +  i?  =  0,   Bx4£sO  (VI) 

tont  ies  as^rnptoles  <le  rbjrperbole  (4),  et  qoe 


cat  bi  pvissuce  de  eette  hyperbole* 


(WD 


12.  FoimuMn  de  fSguaUon  mtx  uggmploteB  4§  fkgpertoU, 
Moltipttoiis  entre  elles,  neiibre  k  menbue,  les  deox  dfnatiraB  (II)  ta 
asymptotes  de  riiyperbole  (1);  noos  obtenoos 

Le  terrae  tout  cooqd,  d'apres  (3),  est  dgal  k  F—H.  U  Tleot  dooc 

Au'^  +       +  Cr«  +     H  i;a  \  F^H=^Q,  (Till) 

pOQr  rdqnafioii  am  asympteles  de  Iliyperbole  (i).  Nons  ▼oyom  aiosl 
qii'on  obtleiit  l'öiinatioD  am  asymptotes  de  riiyperkale» 
eo  retranebant  da  premier  membre  de  r^qaatton  de  la 
coarbe  le  terne  tont  eoDDO,  qae  fonrnlt  la  translatloa  de 
Torlglne  des  eoerdeaades  aa  eeatre  de  riiyperbole« 

Soient  toiijours  p  et  q  les  coordoonees  da  eeotre  de  i'igrper- 
bole  (1);  aoos  avoas 


2ÄJB—BB  _2€B—BE, 


d'oft  Boas  tlrons 


L*dqiiatioB  an  aqyttptales  de  r&yperbole  est  dooc  aassl 


4|f«+Ä*jrf  C««  +  i?(y-|)+£(a-.|)=a  (IX) 
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On  voit  düuc  ipie:  Pour  avoir  r^qnstion  aax  asymplotes 

de  l'ü} pe r bo!p,  11  snffit  de  dimlnaer  les  premleres  pnls- 
saoces  des  variablem  ü  e  s  d  orai-coordoonees  da  ceotre  et 
de  sopprimer  le  terme  toa(  coooa. 

IS.  Ang^  atpmptoie»  de  fMjfperboie,  Ponr  arolr  eet 
mfiB,  BOtt  mroos  reconra  k  la  fornole 

 {m"—m')  s\nß 

^       i -I- m'm"    im* mf)ef»0'  . 

fßi  donne  la  taogeote  de  Tangle  des  deox  droUes 

Lei  ^nattoos  (II)  des  asymptotes  noos  üoQoeDt 

ZA         * '  **  ^  2A  * 

#0i  nau  tiroDS 


SabatMaaat  eea  ?aleua  daaa  (6),  doss  trovTOBB  fie 


easlFs  _   — —        ^  (XD 

14.  EquaiUm  de  Faxe  de  iä  paraMe 

(yV^+«V5)«  +  ii!l^fÄr+i!'=:0.  (7) 
lotrodolsons  dans  Ic  carre  m  terme  laJepeüüact  A';  l  equatiqu  devieüdra 

WtenBlBoaff  k  de  maniere  qw  lea  deox  droitea 

(i>-2*V^i)y  f  (£~2i8rV^C);r+i?'— A«^Ö      '  '  (10) 
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soipnt  perpeDdicolalres.  11  «uXflra  pav  ceia  de  saüBädre  k  r^aUtA 

de  coaüiüoii 

oft  DOOS  a?ooa 

Nons  obleooos  alosl  Te^ttaUim 

dVa^m  V  C- 2(il  +  C04r = (D      f  ^ \f^i)^os eoa9 Vlc. 
Qul  doime 

11  Tlent,  par  anite, 


ee  qnl  transrome  r^uattoo  de  la  i»aralH)Ie  eo 

cosöT 

L  a(ii  +  C— 2cosd  V  iC)  .  J 


+ 


tj^VIf  igVg— (jiVg-f  ^V7)cosöig] 

■  • 

Cela  obtenn,  prenoos  pour  axes  de  cüonioiiüeea  ies  deoA  droitea 
rectangnlalrea  '  ' 
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En  TertQ  des  formales  (V)  Hn  8»  l'^qnatfoii  (XV)  de  la  parabote 
devleDdra 

La  forme  de  cette  öqualion  i  iüuve  immedlatemeDt  que  la  drolte  (XYl; 
est  Taxe  de  U  parabule  (7). 

15.  Equaüon  de  ia  tangente  a»  tommet  H  en  fisidle  ivssl 
^  la  dMe  (XVII)  est  la  tan^ efif e  aa  somoet  de  la  paralole  (7). 

16.  Pwrametre  de  la  paraboie*  LlnspeckoA  de  l'qiuaiioü 
(XVUl)  dooDe 

20=  —   -z — (Xtt) 

17.  t'oordonneeif  du  sommet.  Ce  polnt  est  l  lntersection  des 
deüx  droitts  (XYl)  et  (XMl  .  En  coDSideraut  les  equaUoiia  de  ces 
liypg  cfuuxue  äiiuuitaaees,  ou  irouve 


-  cos  ö  \^  C)  f    V'C- cosö  VI)  J 
prar  les  yalears  de  ces  coordeaaees.  ■  ■* 
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CliApUre  £¥• 

Tb^orle  g^fierale  de  ia  Ugoe  droUe  et  da  plan  daas  la 

eii  de  coordosD^as  obUaoas. 

18.   Avaüt  iiexposer  Dütrc  miHhode  de  transronnatlüii  des  coor- 
*  doDD^es  dans  l'espace,  nons  nons  proposons  de  resondre,  puiir  le  cas 
de  coonloiiuees  obliques,  loutes  les  questlons  sur  la  ligiie  Uiuite  ot  le 
plan  qae  i'on  oe  traite  orüijiairemeut  qae  dans  le  cas  U'axes  rectaiigulaires. 

Kons  chercberoos  d'abord  Ics  conditioos  de  peipendlcolarit^  des 
plana  et  des  droites,  et,  des  resoltats  obtenns,  nons  dednirons  pla- 
alenrs  relations  rcmarqnableSi  qni  ont  llen  entre  les  coerflcleata  des 
^qnations  de  droites  et  plaos  perpendicalaires.  Nons  calcolerons  en- 
snlte  les  expresstons  des  distances  entre  les  polots,  les  droites  et  les 
Plans  f  ainsl  qne  les  formales  ^^ndrales  qnl  donneat  les  aogles  des 
-  Plans  et  des  droites,  Enfln  neos  lennlnerotts  ces  priUmlnalres  par 
le  calcnl  des  ^oatlons  gdn^rates  de  Ifgnes  droites  et  de  plans  satl^ 
fiitsant  k  des  condltlons  doDn^es. 

Dans  tonte  la  snite,  nons  designerons  par  fi,  v  les  angles 
i  OZ,  ZOA\  A'Oy  que  comprennent  entre  eiix  les  axes  de  coordonnees 
OVy  OZ,  OÄ;  par  A\  }\  Z  les  angrles  dledres  tl  incünalson  inaitielle 
entre  les  plans  de  coorduiinees,  eiidn  par  j-.  c  les  angles  AO^i^ 
yOzXf  ZOxt/y  que  font  les  axes  DA',  0}\  OL  avec  les  plans  Oy%^ 
O&Xf  Oxy,  Nons  ropreseuteroos  toute  ligne  üroite  par  aa  Systeme 
d*dqaaUons  de  la  foriue 

___  ____ 

oä     9,  r  sotti  les  coordonndes  d*ai  polnt  de  la  dralte* 


$.  !•  Coadition«  d«  perpendienlaritd  detdraitei  »tdaaplaaat 

10.  Conditions  de  pcrpendicularUe  de  ia  droUe  ei  dm  piM, 
Sopposons  qae  la  drolte  issae  de  rorigiae 


solt  perpendlculalre  aa  plao 

il«-f      + A-f  i^=^0.  (8) 

Soieot  P,  Qf  R  les  polnts  oü  ce  plan  conpe  les  trois  axes  de  coordon- 
nees OXf  OYy  OZ;  /  le  polnt  ou  11  rencontre  la  perpendiculaire  (2); 
et  II,  K,  L  les  projectionü  ortbofonaJes  da  pied  /  sor  les  troiü  axes.. 
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« - 

Les  triaugles  fOP,  lOQ  10 H  sont  rectan^Ies  eu  /,  et  les  drol- 
tcs  IH,  /&',  IL  .sunt  les  porpendicnlaircs  abaissees  du  souimet  com- 
ninn  /  des  ancrles  droits  snr  les  Ii>püt]u  nuses  OP^  OQ,  OJL  Si  0008 
represeutoos  iO  päi  d,  noüs  axuouB  donc 

6^^  OP.  OHzs  OQ.  OK^  OR.  OJL  (4) 

Cela  ('t;iitli,  solent  .r,  y,  s  les  cooidoiinces  de  rexIrrniUi^  /  de 
fa  perpeiniituiaire  dous  avons,  par  la  thcorie  des  projectioos  et  en 
veito  des  eqoaUons  (2)  de  la  drolte, 

z 

f  »COSA  •fa;€O8v=:-(^-|-reosJL4aeo0v), 

d,  coMe  l'^ipuitfoii  du  plan  (3)  doone 
0J»=-^.  <»<?=-|, 

I  • 

%  D 


oMenois,  en  snbstttoant  dans  les  egalltes  (4), 

« 

 gi^cosv-fccosft_^^  ccos  A^^ff  cos  V  c^aco8ß4^etfsi 

—        ii        -        B        -         c  •  ® 

Teiles  sont  les  relatiuns  necessaires  et  süffisantes,  poor  qae  je 

plan  (•'^)  >t»it  perpendfcülaire  k  la  droite  (2). 

Muttipliuns  Iis  (leux  termes  des  trois  demieres  Cractions  (I)  par 
les  4iiaaUt€s  re^pectiires 

et  i^oDtons  terme  ä  terme  les  Tractloos  resultaotes;  ooos  iroavons  qae 

^2 


^  Sinn  -l-  ir(co8  A  cosfi— 

•cosv)  -f  C(€O8Aeo0v- 
b 

B  sio  V  -l-  ^(cos  ft  cosv^ 

-COSA)  +  2j  (cos  ftcos  ;i- 
e 

-cos  ti^  -4-  fi(MiRvpnfi  II . 

— cosv) 

j  _ 
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^=  1— -cos^il— cosV~-cos*v  +  2cosiLcosficosv,  (TO) 

^  =  siü^k  siD  '^^  —  (cos  A  cos  f4  —  cos  v)* 
s  sin  Vsin^^  (cosfioos  V— eos 
=8lÄ*v8ln'A— (cosvcosi— cüS|i)';  (I?) 

d*aft  OB  llre 

^C0Sfi=(COSfiCOSy-COSA)(C0SflC0SA-C0Sv)  'SillV(C0SVCQ8i--C06f»)»>  (V) 

^^>mv=:(eo8yco8A-co8fi)(eo8veo8fi-cosl)— 8lDM€O8ico0^»--m  ) 

20*  Conäiüons  de  perpewUeuUuite  de  deux  plans.  Admet- 
toos  qne  las  dm  plaiu»  (3)  et 

solent  perpeodieiililres*  entre  enx.  Ce  second  plan  sm  D^cesMlrement 
panllile  ä  la  droite  (2),  ce  qvi  fonrnll  nne  prenlftre  relatton 

A'a  f  /»"^  i  C  c  =  0.  («) 

La  perpendlcQlaritö  de  la  droite  (2)  et  da  plan  (3)  nons  donne  de  pltu 
les  relattoos  (II)«  IfnltlpHons  par  les  quantit^s  respectl?es  e 
les  denx  fernes  de  cbacnne  des  trols  dernläres  fhictloas  (II)  et  ajoo- 
tons  les  flraetlons  resnltantes  tenne  a  terme;  nons  oMenons  ainsl  nne 
fractioD  qni  devra  #tre  egale  a  cbacnoe  des  rapports  (II);  ot,  en  Tertn 
de  (6),  le  nnm^ratenr  de  cette  derniere  fraction  est  ^gal  k  z^fo;  .11 
fant  doDc  qa'il  en  soft  de  mtme  da  d^nominatenr,  Nons  tronvons  alnsl 
la  relation  de  condHIon  denandee 

{Aß'-\-    J')(cosÄcosfi  — cosv) 

-f  '{BC  -I-  €B')  (cos^eosv — cosJl) 

+  (Ci4'  +  -4  C)  (cos  V  COS  A — COS  f*)  =  0,  (Vfl 

qn'on  pent  encoie  mettre  sons  IW  on  Tantre  des  dem  fonies  ail* 
▼antes: 

A'  [A  sm^il-ft-^eos  X  cos^t  — cosv) + Cicosk  cos  v — cos^)] 
-f  [Z^  biü  -fA+  C(cos  ft  cosv— cos  X) + ^(cosfi  cosA— cosv)] 
4l?'[C^ln%4'2l(toD8yeo8l^cos^}-|-i^(co8feos|4^-<w  , 
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de»  coardonii^  dam  ie  pian  ei  daw  Vnpace,  «te, 

* 

4  C|  C'siA'v-f  ^'(eosycosl-eosf«)  f /^'(cosycos^-  cosA)  J=0.  (VlU) 

21.  CoudUüm  de  perpendUmtmite  de  deux  droUee,  Consl- 
4erMS  les  dem  Mies  (2)  et 

que  noQS  supposerons  respectlvemeiit  porpt  udiiulalres  au.\  plans  (3) 
et  (5);  ces  deiu  iliuites  seroot  perpeuüiculaires  entre  elles. 

MüNIfllMn  par  ü',  ^,  tf*  respaotlvemeiit  les  4eai  lecnef  des  trols 
dentöies  flradlons  (1),  et  lUsstoas  les  protfnlts  obtemis  teme  k  tenne. 
II  aoes  Tieadr»  «M  ooe  ftieOoo  ^«ifsleirte  ain.iMtsa8  0X 
eetle  firactlaa  obteoae,  «m  •  Ie  d^nomloateor 


M^Bö'^  Cc'z=0; 

le  M^raleor  sera  dooc  aassl  waL  Nois  obteaoas  alasi  la  relatloa 
de  caedition 

aaf  i  bb'  \  ce 

^     -I-  c^cosi  i  (eo*  4  ^  eos|*  f  (o^'  4  ^4r)co8  v  =  0«  (IX) 

inil  eiprime  qae  les  deax  droites  (2)  et  (7)  soDt  perpeDdlcnlaires 
eoire  elles.  Elle  peiit  epcore  s'ecrire 

+       f  ecosi  -f  acosy) 

-I-  C  (C  -I-  «cos  fi  -I-  ^  cos  it)  :=0,  (X) 

•a 

-K  » (d' 4  «"cos  i  4  o'cosy) 

+  c(<:'-f  a' cos ^i  +  ^>' COSA)  =  0.  >  (U) 


f.  II.    RelaCi^.as   ruvst/f  nji^le«  j^pi^^  J^a   cali^iriclaii^a  de 
droUea  at  i^lana  perpaadiculairaa. 

22.  Coadlddrons  la  dfoite  (2)  et*le  pfnn  (3),  qie  aoas  soppose- 
MS  tmdoan  pefpe]idj(^ftln^.eii|re.eiiz.  Represeatoas  par  r  les  trais 

rapports  egaai  (I)  et  par  ^  diaciui  iles  rapports  egaox  (11).  Nona 
aTiNis  atasi  les  dgaUles-  -  • 

10* 

* 
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140  Doiior:  Memoire  sur  une  meihade  iwuvelle  de  tramformation 

fl    6cosv  +  ccos/*=-^r,  \ 

^  +  cco^X-^acos1r=sB^y  >  (8) 

c  +  öcosfi  f  ^cosA  =  Cr; 

A iXh'^H Biocos  kZQS fi— cos  v) -J- C^cos  l cos  V— cos = aR,  \ 

CS1B*V+  i4(C0SVC0Si— COS^)+/^(COSVCOSf*— cosi)  =  c/t  ' 

P080DS 

1^=024.  ft2^<;2^2*tfeosX  +  2CÄCOSji-f2«*c««*',  (301) 

+2i5f(7(cos  jicos  V— cosX) + (cos  vcos  A — cos<a),  (HD) 

Sl  noüs  mnlliplions  Ics  öquntions  (8)  respectivement  par  a.  h.c\ 
Ics  ^Qüatlous  (9)  respectivement  p?ir  A,  B,  C\  et  que,  cäaqöe  fois, 
BOOS  idontioBS  les  r^siüUts»  uoas  troavcrous 

V^=z{Aa'{'Bb'^Ce)B,  (X?) 

Ces  relatloiis  doüs  permetteut  ile  calcoler  les  valeors  de  r  et  it  ea 
fbncttOD  senle  de  u*  V  et  A. 

Les  egalltes      et  (II)  üouö  dünücüt  d'abord 

BUütlpUant  terme  ä  terme,  oa  obttcnt 

Br^^.  (XYI) 
Les  ^guaüons  (XIY)  et  (XV)  noiis  demtent  ensiHe 

pir  ces  deu  egalitto  noQS  obtenons  les  vaiears 

V  ^         w   ^   j... 
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dt*  coordonnees  dam  le  plan  et  dan»  tttpaa,  ete,  141. 

«Hl,  etant  transportees  dans  les  retaUons  (XIV)  et  (XV),  fimwlMeiit 

regaüte 

Uu  =  (Aa  f  JÖ*  +  Cr)  J.  (XIX) 

28,  Comparois  actaenenesi  mlre  syst^  de  trotte  (2)  et  plan 
(S)  recUnpolalres  Ii  «0  accond  ajsl^e  de  droite  et  plan  perpendl» 

cnUires  (7)  et  (5). 

En  repn^entaiit,  df^ns  re  Systeme,  par  r' ci  R'  des  qaantHes  ana- 
iegves  au  rapports  r  et  Ä  Ua  premier  Systeme,  uous  avüüö  de  lüömö 

+  IT  cos^A  +  ^'  cos  A=  C"r'; ) 

il'8io«il+^(cosilcos<A— cosv) +C'(cosAcosv— cosrt =ö'Ä',  J 

ß  i>io2fi+r'(cosftcosi^-^!OsA)+.4'(cos,ucosA— cosv)=*'ir,  >  (11) 

eo  atee  tenps  qae 

irr  =  J».   J-^i  CUl) 

et 

POSCMIS 

r  =  aa'  I        cc'  l  (<5'C'  +  c^') cos X  f  (cflf + «eO cos 

-|-(a^-|^6a')C08v^  (IXIH) 

-i-(4/^'  +  Ä^')(cosicos/i— cosv)  i  (^C'  +  Cß')(coBficosy— CWX) 

-I-  (CVr  +  ilCO  (cos  V  cosi— cos  fi).  (XXiV) 

Cela  faft,  multipliuiis  les  ^galites  (8)  respectlvement  par  a\  b%  & 
et  les  (n;alUf  s  (lo)  resprctlvemeot  par  a,  c\  sl  nons  njüatoüs 
diafBO  Xois  memi^re  a  jueubre  les  resnltats  obtenos;  noos  auraas 


Dk 


143  Dp$tor:  Meuwire  sur  une  m^lhoät  noucelle  dt  trantformation 

Muliliilioijs  ensultelesrelatiuns  (9)  par  A',  ß\  C:  les  relattons  (11) 
par  A,  />.  si  nods  faisons  cliA^ue  Tolä  la  somme  des  praüaUs 
obteBiUi,  noos  troaTeroiuB 

Rempla^a«^  dans  res  egalHes  r,  Ä  et  r  ,  par  leurs  valenrs  (X\Tfl) 
et  (Xm);  puls  cumbiuüuä  les  resultats  conrenattlement»  Doos  obtieodroos 

=  {Aa  fHö  i^QO  i^'a  f  ß'b  f  Cc)  (XXVÜ) 
d'o6  BOUS  tiroiis 

^ = ~ = (.4«'  I  Hö'  f  Cc  ) .  ^ = (/l'a  f  B  *  +  C'c) .  ^  .(XXYIII) 

2^.  On  Salt  qiie  les  deax  plaiis,  menes  par  i'urigiue  paraUele- 
meul  a  (3;  et  (5),  i^e  coupeot  saivant  la  druite 

BC*— CÄ'—  Cil'— i<C' IfB^BA'  ^^^^ 

perpeodiCQlaire  aa  plan 

(^c*— f  (ca^—aC)!/  +  (a6'~6tf')sas0  (13) 

eondait  salvaot  les  deox  droltes  (2)  et  (7).   Nona  afons  alosi  ob 
troisleme  Systeme  de  drolte  et-pUui  perpendieilaires,  qvl»  de 
qne  les  deu  pr^c^dents,  doDne 

{BC  —CB)  \  ( CA'—A C)co3vi-(AB'—BA  )cosfi- (öC—cö  ) S, 
iCAf^AC'}-l-{AB*^BA')eoHlMBC'-CB^€oav::s(€«if-ae')S,  )  (14) 
{AB'-BA')UBC'-CB')co8(ik-{^iCA'—AC:)cos]i;=^{aö'—ba')^^^ 
et 

(äC—eb')8iikH    (ca'^oc')  (cos  il  cos     cos  y) 

Mob*^ba')  (cosAcos  v— cosf*)=(iErC'— C£?>, 

(eer^oOslii  V + (ob'^btt)  (cosficos     cos  A) 

+  (^C — cb)  (cos  cos  A — cos  v) = ( C/l'—  -4  C  7 

{4i'~~b^)  sin  V  -f  (^— cdO  (cos  vcos     eo8  fi) 

+  {fiäf^ac'){SiO&vtft^^^tmk)=i{AB*—BA')s\ 

oii  5  et  #  deslgoent  Uc.s  quaatites  anaJogoes  ä  /*  et  R,  de  sorte  qo'ou  a 


(15) 
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du  caardottoäis  äans  le  plan  ei  äans  lespace,  eic,  143i 

«  • 

89z=:^.  (XXIX) 

N0115  ponvoDs,  du  reste,  dötermlner  s  eu  fioiicttoo  de  ü,  ü',  u,  9t 
ei  4.  CalcolQiifl  d'ibord  la  valeur  de  #«  II  Aom  snf&re«  ponr  eel«j  te^ 
Menlner  l'eipfeasloii  de  la  diir^oe 

«  ralde  des  den  dernldrea  des  relattoas  (8)  el  (10);  er  eette  eipres^ 
sieB  esl  idealiqnemeat  dgale  an  prenler  membre  de  la  preial^iie  .  den^ 
fjaatlOBe  (15);  par  eoosdqaeot,  novs  aToas 

#=5«^=^^;.-^.  (XZX) 

SabflOtaaDt  eetle  Talear  daas  ta  relatlon  (XXIX) ,  neia  UotTmis  fia 

I 

Cela  troove^  po^uus 

=  (HC—  CBO«  +j(Cij'—  (i<Ä'— ÄJO* 

-f-  %{AB'—BA'j{BC'^  CB^WBii 

-|.2(ÄC'— CTO(Ci^'— i<C')CMv,  (XXIII) 

=  iöc'—cöTsUiH  +  (cö'— flc  j^sin V  f  (o^'—^a) «la«if  ' 
+  2  (ftr*— eö')  (cfl*— <ieO(cö8  leos  ft— cos  v) 
^  2(ea'— «eO  («^'— ^aO  (eesfi  cos     cas  A) 

+  2iaö'-ba')  (Äc  — c*0 (cos vcos A— cosrt.  (XXXUI) 

HalllpttOBs  les  ^galitäs  (14)  respectfTement  par  CH*» 
CA'^AC,  AB^BA%  et  ^oatons  les  prodntts  memlire  k  aieailkra; 
Boaa  treareniaa  qae 

—  -i{A9^^\ Ce)  (A'a^'l'B'i^-l^  C*e) 
ea  verta  de  (XIX),  (XXD)  et  (XXVni), 

el,  ea  r^n^t  ä  ralde  de  (XXXI), 
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144  Dostor:  Mimoire  tur  une  meihode  nouteUe  de  transformaiion 

yf»  =  F«  (XXXI?) 

Ifnltiirttoiis  ensiiite  les  relalioos  (15)  mpecttvemeiit  p«r  b&^^eir^ 
ctt-^mf^  ab'^btf^  et  i^otttonfl  les  r^sultats  membre  I  menbre;  II 
DOOS  Ttendn 

OQ,  comme  precedemioent. 


et,  eo  r6(luii>aQt  a  laiüe  de  (XXX) , 
.  ♦• 

» 

Noos  voyons  eu  meme  temps  qiie 


oa  bleo 


(XXXVI) 


§.  III.   Di«tan€«a  «ntre  Is«  fioint«,   le«  droUe«  et  le«  plsn«. 

25.  Distance  de  l'origine  ä  un  point.  Solent  jc,  y,  %  Ics 
coordonnees  d'an  polot  M\  ^  la  distance  ÖJ/;  et  «,  ^,  y  les  ang^les 
qae  fait  cette  drofte  avec  les  axes  de  eoordonuees.  La  metbode  des 
pratlecttons  nons  donoe 

6     xtQSa  \  ytQsß \2tOSy\  (16) 

dcos^  =  |r-|-ftcosA -I- jrCQSVy  ?  (17) 

llalttpUons  les  dem  menbres  de  ees  dfaütds  par  lea  qaanttt^  reapee- 
tlvea  tf,  |fy  ft,  et  Pontons  lea  rMtats  membre  ä  membre;  nona 
trauvoia 

^  ft»  4-  Sl^cosit  +  2&rcosfk4- ^cos  V.  (XZXVlI) 

241.  DUianee  de  4eux  painU.  Coosld^rons  an  aecond  polnt 
M%  dont  ies  coordanato  aoteat      y\  %'\  traosportoos  Torigtae  ea 


9 
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d99  eoardMmUi  ämtf  ie  pkm  ei  äam  teipait,  «Up.  145 
ce  poM;  et  soleot  xj/^^i,  Sp  tes  KOQV^e»  mrdoiaies  An  poiil  M, 

=      -f  yj*  +  »i*  +  2^1»!  cos  A  i  2»4ari  cosfi  +  trijfi  cos v ; 
■als,  i^aisvie 

^-^i+ä',  |f=yi+y', 

OB  1 

de  serte  qn'il  vieot 

yO*-|-(=e'— *')*  +  2(i/~|/')(*-*>coäA  ,  . 

■ 

+  af^cWf»+2(*-r*')(y— y'^cosv.  (XXXTIII) 

37.  JMiiänee  de  fwi0M  ä  m  pkm.  Le  plM  Mal  ref  rt> 
flestee  par  r^goation  (8),  ei  sa  distanee  k  roriglne  par  la  raclne  earrde 
ta  ezpressioaa  (4),  la  dlstance  demaadte  sera  foornle  par  lea  ^qaa^ 
ttaas  (II).  Pov  eo  aToir  la  valear,  maltlpllooa  las  trois  dentlires 
ftiettoss  (II)  respecttveiaeai  par  ^4,  C  et  ajootona  les  IraotloiMr 
iMtantea  tenne  k  terrae ;  aons  tfoaTeroDs»  aprte  avolr  dflecta^  toa- 
leaiesrMctlaBS  ^Tldentea  et  ea  ayant  ^gard  ans  noUtioaa  (ID)  et  (XDI), 

.  DJ 

«=-^-  (mn) 

tt.  mttanee  dTun  paini  ä  im  pkm.  Traaaportoiis  roriglne 
aa  poiot  doBB#,  d^ternüB^  par  les  eoordoaato  x\  y,  %*\  r^qoatloQ 
(3)  du  plao  derleBdra 

la  diataBce  de  la  Boovelle  orlgiae  on  da  polBt  doBB^  aa  plaa  (3)  sera  dOBC 

«=(il:c  +  Äjf'  +  CV-f/>j  ^;  .  <XL) 

29.  JHMtaneeM  d^un  point  mtx  pktns  de  eoardannäee.  Le 
jrfBB  (3)  se  coBfoBdra  avec  le  plaa  des  p»,  st  Yaa  a  ß'ssO,  '6*=sO, 
1^=0.  Daaa  ee-caale d6aomlBateair  p aa  r^dalt  h  AOmX;  de  aorteqae 

est  la  dlstaaee  da  polai  doBad  an  plaa  d^s  p*.  Ob  treave  de  ndaie  ^e 

aoat  les  disUuces  da  poIal  deaae  aox  ptaas  des  au  et  des  a^.  ' 
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30.  Mj^/ance  ä'un  point  ä  une  droite.  Sol6nt  x\  y,  *' 
les  coordojuiees  da  jioliit  doot  11  faat  d^terml«er  la  dlstmic«  «  i|i 
droite  (1). 

D«  poInt  M  abalswNis  m  Ii  drotte  la  pefpcsdlodalre  el 
joignona  le  palat  Jf  aa  |»oIiit    de  la  dmlte  doat  lea  coordonadta  aail 

p,  q,  r.  Sl  iKHtt  poBona 

MP=i6,  MN=iP,  angle  MI\iP=e, 

uous  aarous 

d*  =  P«8ln«ö, 
eo  lueiue  temps  qae,  en  verto  de  (XXXVIU), 

et 

^aF^sUi*d=  r*«:  Cd»Wjf'+e^^r)«fiijLU+(ira;'--a»'+«r--<|?)*5UiV 
cy* + — 6r)  (c«'— «'«f  «r — <5p)  (cos  Acös  f4— cos  v) 

•^^W-^baf-^  ^— dv)  (Aa'  — cy-- Ar)  (oeaircoa A--«oa|4.  (ILUl) 
La  dialance  cbercliee  aera  doiie 

d  =  ^  (XUV) 

81.  Distance  de  fariffine  ä  vtic  droile,  tJie  s'übtieot  en  ao- 
nalaat  x',  it, «'  üaos  les  foraoles  (XUU)  et  (XUV).  Oq  trouve  alaal 

7«=  (c^— Ar)2sinn  +  (or— £y)«siii V  f  (^»1?— a^)*slu*»' 
+2(^4'— Ar)  («r — cy)  (cos  fteasA— eaav) 

-|-2(ar— (^)  (Ap— o^)  (cos  VC08  eosA) 

+  2  (Ai? — ö^)  (c^ — Oi  )  (cos  A  cos  V — cos  <*).  (X^- V) 

32.  Disianee  d'un  paint  a  une  4raUe  menee  par  foriffine. 
Pour  la  tronrer,  11  oons  snfllra  de  ftdre  psO,  ^=0,  r=o  üaAs 
rexpreasloB  (XUII).  Noas  obtenoas  aiasl 
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ttfs  €9ordmmie$  ämu  de  pitm  et  dam  Ptepmee,  eie.  147 

+  2  (£fj;' — b%')         rar')  (cos  fi  cos     cw  v)  ^ 

+2(Äjr'— ai^')(cy'— Ä«)  (cosü  cosv— cosfi).  (XLVI) 

33.  DisUmcea  d'un  point  aux  ojtes  de  cooräonne'ee.  L  axe 
des  :x  est  represeule  par  les  ('(lualioiib  //  =  0,  «.=^0.  Si  donc,  Doos 
aoniUoDs  b  et  c  dans  la  valear  (XUII),  iiouö  tjuuverons  <iQe 


x'f  y,  »'  Ä  Taxe  des  , 

Nous  troaverioDs  de  vs^mt,  poor  les  dblances  aox  axes  de«}  ^ 
et  des  ft, 

Z  «  =  .i:'i»slft  V + J^'^slfl^A — 2x'y  (COS  cosi—  cos  V). 

34.  Plus  com  fe  dislance  de  deux  droUea,  Sopposoos  ^oe 
ces  droites  soleat  repieseolees  par  les  egoatloos  (1)  et 


Par  la  deoxieme  droits  meaons  oa  plao  parallele  k  la  premldre;  aoD 
dqoatlOB  sera  ' 

II  snrflri)  maiiiteuaot  de  determiner  la  dislance  du  polnt  q,  r  de 
la  pfeaUere  droite  ä  ce  plao.  Nooa  troavoos  aiosi  qne 


^amiätM  8iff)N)80ta8  w  seeoodb  drotte  aüt  dib  #;  ms 
htKMnB  seml  ^^»9,  de  sötte  v*mi  i 


(18) 


(XLvm) 


oa  DOOS  avoDs 


ft'=iO,  c'  =  0,  r^O,  ^'«=0,  r'öO, 
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14ß^ot/or:  Slemoire  sar  um  meikode  museiie  äc  trans/annation 
Dans  ce  cas  ip  devieodra 

pendant  qnc  n  se  reduini  ä  a'icq — br)*  NoQS  aoTons  donc  poor  Vk 
distauce  de  la  droUe  ä  l  axe  des 

(cg—ör)J^  .  (L) 

ö'^  sin  *v  -|-  c'*  sin  '^^i  —  2öc  (cos  v  cos  —  cos  A) 

Nona  tronverfoiis  semblableineiit 

(ar — cp)J   


V  a^siii^f*  +  ^^üm -^A— 2ii^(cosftcos A —cos  v) 


$.  IV.  Angl««  d««  plan«  et  de«  droit««. 

36.  Cosinus  de  l  angte  de  deux  droiies.  Soient  (2)  el 
(7)  les  äquattons  des  deu  droites;  er,  p,  y  et  u'y  ß%  y  les  angles 
qn'elles  Hunt  avec  les  trols  azes  de  coordonnees  et  6  lenr  angle  d'in- 
dinaison  mataelle.  CoDSid^rons  aar  ees  droites  les  polDts  M  et  M* 
doDt  les  coordonnees  respecfiTes  sont  a,  b,  c  et  a%  ^%  e';  et  posona 
OM=u,  OMr  =  t^,  Nona  a?ons,  par  la  theorle  des  projectiona« 


tfsaco8ai'6cos|3+  eensy, 
tt€osa  =  a  f  6cos  V  -f  ccos^, 
tf  co8/}:=  b  -f  eoaX  -^  acoav, 

ticosy  =  c  -f  acosfb  -h  6  cosA; 

ti'  =i  a' cos   4  ^Goa  ^'  H-  ^cos  ff  , 

U' cos  f  ^'COSV  f  C'COSfl, 

•i'co8/J'=s*'+«'coaA  +  o'coav, 
tf'eos)^'s:e'4-€i:'cos|4  4-  6'CosA. 


(19) 


Moltipllons  les  ifnatre  preml^rcs  egalites  par  m,  a,  bf  c:  les  qcatrp 
aalvarites  par  u',  a',  b\  c\  et  ajootoüs  cliaqnp  fols  les  resaltats  membre 
ä  membre,  noos  trowons  i'egalUe  (Iii)  et  soa  aualogae  par,  rapport ä 

Ccia  troave,  projetons  la  di^ptte  OM'  m  ,0M;  noos  obtenoos 
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MoUlpUons  les  denx  nK  inliros  de  cette  egalit^  par  W,  et  les  trols 
dernleres  (10)  rp,s[icc(ivenieiit  par  a\  ö',  c';  puls  ^outüüs  membre  ä 
Bembre.  f%ous  sauoün,  eu  reduisaut, 

+ ^'(* + + aeosv)  =  I  +  ^(^'  4  CeosK  +  a'cos  v)  >  (U) 

c'est-k-dlre 

(un) 

iV    +    4     +  2ÖCC0S  A  +  2cacos  +  2abeosv 

87.  C^^lmtf  ai9^le#  tf tfro^  avee  i€9  axeM  de  coot' 
donni€9.  St  Ja  seconde  droile  se  coofoDd  arec  rase  des  l!  fan- 
dn  «le  »'ssO,  «'sO.  Cette  hypoüieae  r^att  la  faiainle  pr^c^eote  ä 


V  «a  +    +    +      cos  +  24?fl  cos  i:  2a6  cos  v 
Ob  tronreralt  de  mtaie 

b  f  CC0SX4  <»cosv  

c  +  ff  cos  ft  f  h  cos  A 

^ea0ys= 


(LV) 


V     +    + ^'^ + 26CCOS  ;i  +  2c'ö  cos  + 2ö6  cos  v 
da  d^  rangle  de  defiap  dreitee,  Ce  8lB«8  aar 

siod  =  Vi— cos«d=?  jjjj;^  * 

et,  ea  Terto  de  la  formiile  (XXJlV)i 


8taa=^.  (LVö 

Mettaal  ä  la  place  de  tp»  ti"  lears  valeora  (XXXUI)  et  noaa 
immaa  oe 


Digitized  by 


I6U  Dostor:  Mimtire  mr  mne  mMßd0  mtweSde  dt  inauformattan 

(LVfl) 


siu6— 


dO.  Stmu  de9  angle§  ä^tme  4roUe  avec  ies  ojce*  de  eo^r- 

se  confüudo  avec  Taxe  des  a- ;  oii  devra  avolr  ^'=rO,  r'  =  0.  Intro- 
doisant  cette  l^potbese  daos  ia  fornale  (LVU),  oa  la  cbaoif^e  en 

V  A'8lB*v  f    sin     f  2/>r  (cos  u  ros  v  —  cos  l)  „ 
»to^ss  y  1    ^  ^^.^  ,  (LTHQ 

On  aoralt  de  m^me 


V^r*s!n'^A  I  ii*sln%'  +  2ca(cos vcos  X— cosfi) 

SiO  D  =  — r~    -   —  — r:.— ■       -  r  _:r=:^z=:^ 


(LO) 


fl*sln  V  -f    sin  *v + 2ad  (cos  il  cos  a — cos  v) 

8ioy=  —  —  —=31.   ~  -  . 

^.  SUum  de  famgle  4Fme  dreUe  et  ^im  pkm.  81 

^==*=C'    ^^^tf^Ck:^0  (21) 

sont  les  ^QBitlons  de  la  drolie  et  da  plaa»  le  sliras  de  Tangle  ehereM 
&  sen  dgal  «■  coaUivs  de  rangle  eompris  eairf  la.  dK«lti^.(2l)t  et  la 
dtalte 

£  y  « 

aappos^e  perpendlcnlalre  ao  plaD^(^)*  Ilona, 4iTan8»,,|^ajr  si|ite» 

ff 

Eempla^ant  —  par  sa  valear  (XXYIH),  oo  il  fiiQdr^  sii|)prijiier  les 
acceata  de  A',  B%  C,  aons  obleaona  t 
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Af  cooiHhmiä€9  dam  Je  pkm  H  dm»  tegpnti,  tic.  151 

■ 

sjin6  =  gr^':"5»  ^/ 


Sla^s  An\Hh\i:c 


V 1— cos^A-^cosV  —  cos*v  4^  2co8ilcosft'cosy  - 

41,   Sinus  des  (inyies  que  fait  une  droite  arec  /f.?  p/ans 
coordonnees,    üesignons  par  1^       n  Ics  angles  iiue  fait  la  droite 
(21)  avpc  les  plaus  de  roordonnees.    Si  U'  plan  ('21)  se  coüfond  avec 
le  plao  des  yt,  il  faudra  que  Ion  aU     =  0,  C'  =  0«   La  formile 


VI— C<W*A— €09 V— ^08 f  2  C08  XCOS ^COS» _  (LXIi) 

siüi V  a-^f     c=^-|-2^ccos-l f  2cacosft  \labcosv  ""-«IhA  - 
Ol  amlt  de  mtoe 


V  1  —  cos  *A  —  cos    —  COS  -1^  +2  cos  A  cos  u  cos  V 

SiO m  =:    . — I —   ,   -  ^  -   ;  ^  —  — ,  — , 

^ffVa*-|>6«-fc>  +  26ceo8i  -|-2racii8  fK+2a»  cosv  «^»^f* 


C  V^l  — COS^A— COSV— COS^  +  2C0SilC0SttC0SV  tf^^ 

sin  v  V       6«  4>  I*«  ^  2ArcosA+2caco8fif9a»co8v 

42.  Sintis  des  angles  quv  fai(  un  plan  f/rcc  Ics  ajres  dti 
coordonnees.  Nons  desiernprons  ces  angles  par  a,  b,  e.  Si  Li 
droite  (21)  se  coafond  avec  i'aze  des  j;»  noas  aoroos  6=0,  c=0; 
ce  qui  dooiie 

.        A  Sfi  ^os*A— cos  V—fos*i'+2  COSA  cosMcösf  ÄJ  ^ 

 —  -   C  =^  .(1^1111) 

^''slan-|-2^^(cosAeosfi-'C08v)  ^ 
I  i5"«lliV  ^'  2Ä6'(cos^iCOSv— COSA) 
+  C^sbi^  -fSCidCcosvcof  A— eoofi) 

Oa  a,  d'aue  maolere  analoge j 

^^^BV I--C08*A— cos V— €08^-1-2 cos AcoSftCOSV^  ißz/ 

J«sla«A-F2il^(cosAoos|*— cosv)      T  \ 
4-  S*sln  V  -I-  2SC(cDs  cos  v— cos  A) 
f  C^siskhf  f  2C4(cos  V  COSA— co8(i) 
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.152  üosior:  Memoire  mr  um  milAoät  wmteUe  äe  trüfuformaUon 
CVl— C08*A — cos*a — <5os*v -f  2cos  Acos  ucosv  Tzf 

8iDC=  i~  — .    =  -jr 


+  siii*^  -f  2BC(ßQS^  cos  V — cos  l) 
+     sin *r  f  2 r.A  (cos  v  cos  A — cos  fi) 

48.  aimt9  068  migie»  ^  flmt  iet  a*e*  de  eoürdonmee» 
ev$e  ies  piam  de  eoordannees*  Represeotona  ces  aogles  fu 
Xy%t  f%Xf  Zop.  La  4t»lte  (21)  HmA  snppos^e  coaMdve  avcc  Taxe 
des      OB  a  6^0,  r=0;  ce  qoi  redolt  la  fonnole  (LVni)  ä 

Oa  troave  aiasi,  ea  gencral,  400 

=  ^=    1— cos^i— eosV'C08*v4*2cosAeosfiCOSv,  (LH?) 

44.  Cosinus  de  l  atiyle  de  deux  plans.  Sopposous  que  las 
deox  plans 

Aat  V  ß»  \^  C%=.0,  ^'orf  Ä'y +  C*  =  0  (22) 
soieot  perpendicaialres  aax  droites 


leor  aogle  6^  sera  egal  ä  celnl  de  ces  droUes.  Noosavons,  par  cod- 
s^qoeoti  eu  verta  de  (XXVni) 

ti>Sß:=z^^j^,  (UV) 


€036  = 


-fÄJS'sla  V  +  (CA'  f  J  C)  (cos  v  cos  A  —  cos  /i) 

(X?'fltB*V  +  (i^^^-f  g^O(COSilCOSft--C08v),  ^LXYI) 

2 ^  2^C(cos^cosv  —  cos Xj 

4- B*8Ul  V ^'"'^  f^) 
-i-C^slii^'  4-  2^£(cosAcosf&—  cosv) 


i<'*8lnn  +  2ÄMD 


C(C08  (»cosy — cosi) 

(COSVCOSi.— GOSf*) 

'(cosAcüSfi— cüsv) 


% 
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■ 

45.  Cosinus  des  an/j/es  d'fm  plan  arec  les  plans  de  eoOT' 
ämuues.  Representons  ces  angirs  par  I,  if^iY.  Eo  posant  B'=Of 
C  =  0  (Uns  la  fonoale  (LXYl),  od  eo  Ure 

(LXVII) 


V  -f  2  C J  (cos  V  cos  il  ^  €08  fO  +       (cos  i  cos  — cos  v) 


Ol  a  de  ffl£me 

B sinV  -f  CXcosftCos  v— cos  X)  -f  ^^(cos jiiCOsA — cosy) 


cosJf= 


Cstn  V  -t-  il  (cosycQgl—  cos  ft)4'^(cos»cosft-cogJl) 
^^4/     ^PsE^ITS%iiä^f 6-siü-v+2iKf  (cos/icosv— cosX) 
^  4-2Ci^(COSVCOSil  — COS^) -f  2il^(C0SiC0S^^C08v) 


46.    Cosinus  des  angles  des  pians  de  coordonnees.  Üesig- 
ces  aogles  par  X,  1%  Z.    Ponr  avoir  cosZ,  il  faadra  faire 
il  s  0,  i9  =  0  daos  la  fornole  pr^cedente.  Nona  tromrons  alnal  400 


el  de  anöflie 


„    cos  A  cos  |[t  —  cos  V 
cosZ=    ;  (LXTin) 


COS  ftccs  V  —  cos  X 


.  coavcosl^cosM 

47.  iSVntit  de  f  angle  de  deux  plans,  Le  sloos  de  I'aogle  des 
deax  plaos  (22)  est  egal  ä 


Hettm  4mB  eette  eipmsloii  la  ralear  (XIXIT);  «ras  timiToiis  qua 

8ind=|||^,  (LXIX) 


TlitU  XXVI«  11 
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(LXX) 


'—CB')*^2(CA'^AC%Aii-^IiA)cw  l 
-f  2{AB'^BA%BC'^  CBOeosfi 

X      1  —  cos H  —  COS^ft  —  COS^  I  2 COSil cos  ^ C08V 


+  C«8lJI«V  + 


^BC(co8^eoBv  —  eosi) 

2d  (cos  V  cos  A  Ga8|4) 
2^B(C0S  i  cos  ^  —  €08  v) 


'  (cos  fiCOSv  — COSA) 

'(eosveosA— cosfi) 
(eosicosfi— cesv) 


49.  Sifu/x  (/es  anplfs  ä  un  plan  avec  (es  plaus  de  coordon- 
ne'es.  Le  seconil  des  deux  plans  (22)  sp  rimfnndra  avpc  Je  plan  des 
2^,  st  Voa  a  Ii  —(^^  C  =  0»  CeUe  Ji>poUiese  rediiira  la  fturmii« 
(LXX)  ä  la  siUvaiOe 

.  F     ^  V^^^    »-  2"gCcösT 

 ITslai   (™ 

On  tmveralt  do  m^me 

/fVC«-|-/l>-2Cil«os|i 
'^^^  trSi^^  ' 

Uslüv 


49.  Skmf  des  tmgies  dee  pkau  de  coardMm4e$.  L^mgle 
L  devlendra  rangle  st  le  prenler  des  dem  plana  se  eoafond  «Tee 
le  plan  des  wm,  En  lUsanl  dene  itf^sO,  C=0,  on  tronre 

2  —        c^»^"^  coa  V  cos    -i-  2ew  ieos^c»it> 

sInAsInf»  ' 

on,  ea  geucrai» 


Digitized  by  Google 
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V.    EguatioDs  des  droite«  et  plan«  perpendiculniren. 

50.  Droiie  perpendiculaire  au  plan.  Le  plao  ^tant  repr^sent^ 
par  l'equaUon 

Ax^B9\-Cik^J>=^^.  (23) 

la  droito  nbaissee  dp  Torls^fne  perpenülcnlairemeut  sor  ce  piian  sera 
d^teraiiiiee  par  les  eqaaüooä 


3! 


AA^H-^  B(eoa  Aeos  ^--cos  v)  -f  C(€as  i  cos  v^cos 

 y  

-fi  sin  V  +  CCcos  ^  cos  v— cos  k)i-A  (cos  ft  cos  ä— cos  v) 

s  

~  C8lDH+ii(eo8yco8i— cc»8fi)-|-i7(CM  1^  cos  f*-  CO»  A) 


.(LXXUI) 


.■  I 


Poiir  sTOlr  les  coonlonnto  du  pled  de  la.perpeodlcplalrey  noos 
■oltiplioDs  les  dem  termes  de  la  premtöre  fracttos  |»af  A,  ceox 
Ii  0cwde  par  B>  cenx  de  la  trolsliiie  par      et  noos  i^oiitoos 
teme  k  terme;  nons  troQTons  ainsi  gne  ces  flraeflaos  sont  d^lTalea- 
tm  ä 

Ax^  ßy-^t»_  D 

Le  pied  de  4a  perpeadiculaire  a  donc  poor  coordoaato 
iP=— ^.[^sla^A+^Ccoslcos^t-cosi/)  f  acosAcosv  cosf*)], 


i  4 

4  w 


f =^  ^.[BBlik^t^i'Cicosiieosv'-cosk)i-A(coaikCOsX  -  cosv)],}  (LXXIV) 

Si  la  perpendiculaire  devait  ptre  abaissee  du  pofnt  ar',  y' ,  tf 
sofflrait  de  transporter  en  ce  point  i  origme  des  coordooaees,  IVqna- 
||0B  da  plan  se  ctiangerait  ainsi  ea 

et  les  eoordonnees  da  pled  de  la  perpendlcniaire ,  rapportees  ä  la 
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(LXXT) 


IM  D^tur:  M4m§tn  wm  wm  «MMt  wmmtUt  4$ 

X  £^  sin    +  B(tos  i  cos  fi — cos  v)  -I-  C(cos  k  cos  v— cos  ^a)J  , 

 i^f  

X[^8lA  V-f- C(COSft€0«V— COSi)  ^'^(COSfftCOSJl— mv)], 

X[C8lB*lf-|-ii(CQ0VCOfi— CO«fi)-|-^(eO0veMfl— C08X)]. 

fti.  Mm  p0nmaieuMre  ä  iwff  tfroite.  Li  dnnte  ^tail 
par 

a    ^    b   ^   e  ' 
finsMMk  4o  plan  popendlCQlalre  eoodolt  par  rorlglae  aera 

(4i  +  ^cosv-|-cco8|*)a;  -f  (^•|-ceo8l^aeiipv)y 

« 

+(c  +  flcosfA  +^>cosA)fi  =  0.  (LXIVI) 

Las  eoardoaate  da  pied  de  la  perpendiealalres'obtleDDent  on  moi- 
tlpUaal  las  farmes  des  ftaettons,  qniftomeat  les  ^qoaUoiiä  de  ia  droite, 
raapadtTaaieDt  par 

b cos V  +  r cos fi, 
^-f  ccosX -f  acosv,  * 
e-l-acosfft-f  ^cosX 

et  en  ajontant  les  fractioüs  resaltantes  lerme  k  terrae.  Le  pied  de 
la  perpeudicaiaire  &era  aiosl  d^termio^  par  les  coordoon^ 

+(H«caaH«€08v)f^.(e-facosfifd€OBA)r], 


II" 

4-(HtfaaaH«eosv)94-(e-f  acosfi^  *cosi)r], 
»  =  r  -|-  g|X[(a  +  ^cosv-f  ccosfi)/! 

•f  (6-fecosA4^aco8v)Vt(cf  aeoaf»-i-6eaaA)rJ.  / 


(luvd) 
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81  le  plan  deralt  passer  par  1^  polol  x\u't%'t  r^üAttoa  da 
ptaB  peipaBdlcalalre  seratt 

-I-  (e  ^  acosfft  -l-  btask)(%^%') = 0;  (LXXVm) 
H  l9  polal  dittlenecttoa  de  la  drolte  el  da  plai  aiirali  pov  eooidonntai 

*=F+p-ir,  y=^+i.ir,  »=r+^.jr,  (uxix) 

•4 

j:  =  (a  V  +  ccos<4)(|i— d:')  +  (6  +  ccos  A  +  acos  v) 

-f  (c  t  acoa (A  f  bCMl)  (UXZ) 

SS.  Mm  perpenäleuMre  m  vn  pkuC  Par  la  drottt 

z—p _ 

pnfeaoos-DOQS  de  mener  an  plau  perpeodiculaire  au  plaa 

ToQt  plan,  «Ol  pa3ae  par  ia  droite  doaii^»  peal  6lre  repr^ate 
ftt  reqiiattoo 

— ä—  +  — ^  s 

afe  aa  et  ü  8011t  deu  IndMrmlD^es.  Ce  plan  deraal  ^  pcfpeadl- 
cüate  a«  plan  propoa^»  noos  avona  la  relatlon  de  eandltton 

—  1  X  c 

fae  loa  peoi  ecrire 
cC  Ott  Ton  a 

sin    -f   (cos  A  cos  /*  —  cos  v)  +  C(cos  A  cos  v — cos  fi) , 

•  0s5SalnV-l*^(^l»^*^*^^^)'t-i(eoa^ee0l— eoivK 
il  s  Csln  V  4-  ii  (coa  v  cos  A  ~  cos  ^}  -f  -  ^(coa  v  cos  fi — cos  A). 

Or  cm  aaUaCalt  a  la  coodHloa         ea  poaant 
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*    !  -  ^    -    ^  ^ 

Le  plan  il^iiuuid^  est  dooe 
OB  bleu 

(e«?-Ä)(ar— ^)  +  (/ra-A?)(y-^^)  +  (»-ßa)(»-r)rsO.  (LXIXII) 

63.  2^19110  fß€rpendl€ulaire  ä  un^  OraUe.  Noas  iioiis  pnf^ 
sooa  MalMer  da  polnt  as^,  jr',     mie  parpentflaüalre  m  la  dralle 

et  de  d^tenDloer  les  coordonn^es  do  pled  de  eette  perpendlealalR. 

La  drolte  rherrhre,  pa.^snnt  par  ie  polJlt       y*,  %' %  «St  wpre- 

feotee  par  des  eqaatioas  de  la  forme 

Comme  cette  llgoe  est  perpendlcnlalre  h  Ja  droite  dono^e  (25),  o° « 
d^Jä^  paar  d^termioer  A,  B,  Cf  la  preml^re  relatioQ  de  eandittoA 

-I- C(c-f  aeo8f*-|-6eo8i)=a  (27) 

La  ligne  (26)  dpvnnt  ausül  reocootrer  la  droite  (2ö),  ob  a  one  deoxlefl« 
relatlou  de  cuaüiüoa 

La  resolutlon  des  deax  eoaattooa  (27)  et  <26)  doane . 
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i 

Ä'  — r    y'  —q\/ö  f  ccos  A  +  acos  v\ 

+(,-c  ir)K  i  ) 

Lts  etntkws  de  la  perpeudlcolalre  iteoiaudee  sout  douc 

(LXXXl)i) 


X  J; 


v~'^  A     5     y^v"^    TA  5 — ) 

Poor  avoir  les  eoonlooDto  da  pied  de  1a  perpendtcnlalre,  eon- 
siderons  comme  stmiltaB^es  les  ^quatlois  (25)  et  (26).  L'ällmioaUou 

*  -  ^ai*''-^)-  -^cjx'  —p) 
-  Ac-Ca 

et 


"     J  _  c 

a  e 

Si  ooDs  reinpla^Oi»  ~»  pAf  i^urs  ralears  ttr^es  de  (20) 
ms  tnHnreroiui 
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(LXXXiV) 

 übe  

pour  les  dqnattons  gui  douueiii  immeüiateiiieQi  ies  coordonaees  da  pied 
de  la  perpeuUicalaire. 

BguatUM  de  la  Offne  de  phu  eomrie  dieUmee  de  deux 
drattee,  Solent 

^    ~    ^    —    ^   .  (30}  — =  (3t) 

les  ^qnatlons  de^  üeu.\  (koUcs,  dont  dods  uobs  proposoos  de  deler* 
nüner  la  droUe  de  plo3  cüurte  distauce.  ^ 

Ptf  rorigtae  des  coordomi^es  eoDdnlsoiia  le  plan 

ibd  -  cb*)x  +  (ca' — ac')y  +  (a*'  — ^o')»  =  0 

parallele  ä  ces  denx  droltes.  La  plus  conrte  dLstance  sera  perpen- 
dicalaire  ä  ce  plan;  requation  de  la  droiie  cliercüee  est  douc  de  ia  iovme 

-J-^  TT  =  -c^'  (LXXXV) 

lA  noQfi  tTons 

A  =  (bc — c6' j  öiu  H  +  (ca' — (cos  A  cos  fi — cos  v) 

+ (cos  ieo8  y tos  , 

^as  (ca'— ac')sliiV-f  (o^'— ^tf')(co8jiAeo8y— eosil) 

i/w     ^/x  ,  >(LXXIV1) 

+         CO  )(^cosfi  COSA  — cos  v), 

C  s  («^' — ^tf')  slo«v + — <?y  (cos  V  cos  ;i  —cos 

+  (ca' — flc';  (cos  vcos  jK — cos  A), 

Cefa  teDl,  SOleill  P,  Q,  H;  P',  Q\  ff  Jes  coordonnees  des 
poliits  dlnterseetioB  de  la  droite  (LXXXV)  avec  res  Ueuv  liirnes  (30) 
et  (31)»  Kons  avons,  poar  determiner  ces  coordoutiees,  ies  six  equatioüs 


A 

0-Q'  H—ff 
^    B    "    C  * 

(«) 

a 

—  "1     =^    e  * 

(33) 

F-p' 

—    c*  • 

(34) 

Par  les  aoalre  deraleres  noos  troaToos  ies  valears 
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qiü,  ^taat  substiUiees  daiis  les  üeu  premieres  (82),  nooa  donneot 
les  deu  eqiittons 

m^dF^F')  SS  AetiUF'-p)'- Arne' {P'  -ji')  +  ^«a'(r--r'); 
qa'oD  peilt  mettre  soos  ia  Tonne 

iT  (ac  —  Ca)  jP—  «      —  Ca)  F  =  il«  (cp  ^wr)—Aa  {c'p'  —  iTrO. 
De  Celles -et  on  ttre 

P-p  _  (p-P^iBC^  Cb')  -f    -    ( Ca^-ilQ  -Kr-rQU^-^ 

Or,  par  satte  de  Ia  Dotation  (XIXYII)  da  n^.  24  et  de  la  rela- 
ttoi  (XXXY)  dQ  meme  uomeroi  le  denominateiir  da  secoad  merabre 
est  egal  ä 

=  a      _     —  I  ^  1,1  ^  2ca  cos  ^  /  \  +  ft**  +  2c  Vcob 


t  -f-e« -1-206 C089  '  ^  4- 


I 


—  I  +*6'  +  (cfl' f  «?0(cO8vco«A-cwrt  \  .  (LXXXVn) 
U  Tlent,  par  conseqaent, 

_(P  -P  )  (^g'  —  Cö  )  -f     -  ^ )  ( Ca^  -       f  (r — rQ       -  Bit) 

^    —    ^    5—    ^  (LXXXIX) 

(p^  C^)  +  (g^  -  q)  {Ca-Ac)  -f  (l^  -r)  ^Ba) 

'  MlM  mt  I00  TaleoiB  419  rta  obttent  poir  tea  eoordoiiides  des 
oMmMs  de  1a  piw  «ml«  Mnce  4e8  jl«  iMNe»  («a)  «l-(3l> 
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Cette  Ugoe  de  plos  conrte  dlstance  est  d'alllears  determlnee  par 
les  coeflkients  (LXXXVI),  et  par  ies  constanies  /,  qu'on  peiit 

preüüre  egales  solt  ä  /*,  Q,  Ä;  soft  ä  P',  Q',  R",  sott  eücore  h 
4(Pf />'),  UQ-i^Q')^  »f/7f /^),  «ai  aoüt  le«  coordojmäes  du  poim 
miliea  de  ia  plos  courte  distaoce. 

ChapHre  T. 

Noavelle  metüode  de   traosfof matloü   des  coardonaees 

dans  reapae«» 

§•  I.  Trsatfornalion  de«  coordoaii^e»  dana  l'etpaca  lar«> 

qae  let  nuuveaux  nxea  sont  dölcriuio^t  ^tar  l«ur»  ^quatioo«. 

Pa»9age  des  anciens  axes  atix  nouveaux,  Lea  troia  droites 


a 

y—q 

"    ö  ^ 

ß — r 
c 

-  — 

s  —  r 

x—p 

s — r 

IT 

—    ^.z  - 

« 

'  ae  Mpent  u  point  p,     r;  Qona  pouTons  done  les  preodre  pov 
am  ie  noaTellea  eooFdonades. 

Solnt  ff,  ß,  y;  a' ,  ß' ,  7';  a",  ß" ,  f  los  anjrles  qae  font  ces 
[Jroltes  avec  les  auclens  axes;  et  A',  ft',  v'  leurs  augles  d'lDcIlnalsoü 
mutoelle.  Si  000s  representons  par  x,  Uj  ^  ancleones  coordonnees 
d'nn  polQt  M  de  Tespace;  par  x' ,  y' ,  %'  les  coordoooees  oottTeUes 
de  oe  polDty  Doiia  obUendroas  par  Ia  meUiode  des  pritfecttafia 

^P'v-l'-f  (sr'^)casy^(a— r)co8fi=^'eo8a'fif'€08a'ift'casa',  \ 
y — ff  +(»—'*)  cos  i  +  ipr—p)  cos  v=zx'CQS^i  y'cQS  ^-f  eoa/S',  5  (2) 

ResoivoAS  ces  eqaatlooa  par  rapport  a  x—p,  y — a— r;  uoos 
troQvona 

^(a?-p) 

s  jr'fsiaMcoa«  -fCcoalcoBf»— eody)eos/3  +(co8leo0i^— eosfi)cos}'] 
\  y  [slü  H  cos  a'  +  (cos  A  cos  ~  cos  v )  cos  \  ( cos  A  cos  v — cos.a)  cos  /] 
4  s*{slaHeos  o^^-C^  Aeaa^  -  cos  v)  cos^^4<ca8  Am  i»— CM)Sf*)caa^J, 
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+  3/[siü'^HC03ß'  -f  (cosfieosv<-*co8X)cos/  f  (cosficoai— wiÄv)C08a'J 

-f-  %'  [siflV COSß"  +  (cos;*  COSV— cos  A)  cos  /  "  ^  (COSfi  CÜS  A  — cosv)  cosa'T, 

r) 

=r  x'[sin*vCOSy  -f  (COSVCOSA— COSft)COSa  +(ca8VC08ft— 'C08X)C0Sfl 

4-  y'[siü*VCOS/  I  (COS  VCOSX— C0Sft)eOSa'  +  (cos  V  cos  I*  —  cos  1)  GUS  ] 

Or  oous  savoii3  <ine  (UV  du  u^.  ^7) 

C«9a  =; —  COSp  =  ^  "* 

€OSy  =  5  ; 

,     a'  4  ^'  cos V  h c'cosi*  '  ^^-fc'cosÄ  ig^  cosy 

CM«' s —   •   »  wip      '  '» 

cos/=  ^  « 

 >  ^    ■  ■  ^»   C06pf  s=—  » — , 

-  c^+a^cosft+^'cosA, 
«*wr=  TJr— ^ — t 

0i  BOOS  avoos 

tfl  =a«  -f  6«  +2Ä<?cosA  -f 2racoSf*  +2fl*cosv,  \ 
«•a=fl'"^  +  6^'=*  f  c"H^V'cos  A  f  iir'VcoSft  f  ^o^^^cosv.  ) 

les  r^Dctlöns  Evidentes,  noiu  obleoou  les  formiilef  traas«* 
ttrmatloQ  tres  simples 


4<  .  6'!/'  .  ( 


I 

I 


II'  ^  V  • 

55.  Retour  de»  nomeaux  eupes  aux  amei9n$.  ■^Ifans  les 
ifialiAas  (D)  par  rapport  i  a;^  ir',  s^;  aMsaa-liiiiiB».  ^ 
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JJ»'  =  — Ä  C*«'  -  c*')  +  (r  -        -  «^')  +  (»-r)  (o»' — ««0; 

57.  iftf«  nowfeams  axea  de  eoardmmäe^.  Fw  Mei^ 

nljier  Im.  aogles  dlnciliiaisoo  motneUe  des  nomreaiii  azes  dtf'  «mi^ 
tanto,  0008  aoioBs  reeoors  ä  la  fornnle  (Ii)  dn     86,  ^  doen» 

(V) 

A' +  c'c''  +  (yc''fc'0  cos  if(cV'+^^  ' 
ü^iiCMfi'         +      +  c^c  f  (^''c  +  c"« COSA  -1-  (c^a f  ^e)to^p 
mif€Mv'  SSM'  +d*'  -f-ry)cosA  +  (co'  +  «i7')eo8fi 

fiB.  DÜerndnation  dm  rßppari       Poor  mir  Fexpression  de 
ee  rapport»  oä 

eosn'-cosV— cosV+JcosA'coBji'cosv',  (VI) 

par  raocienne  online  des  coordonnees  0  flieDOU  Irols  dioltes  OJf, 
OW ,  OM"  respectlvemeot  paralleles  aox  donveain  azes;  sv  ees 
droites  preooDs  les  poInts  My  M' ,  M"  dont  las  cooidauidea  fiaicai 
m,b,c;  a\  6'/c';  a^^h^^iT*^  las  dlstencas  OIT,  OW^  OJf 
aeroBt  dgiles  k  vf,mf* 

Constd^roDS  les  poInts  M,  M' ,  M"  el  l  orl^lne  0  comme  les  qnatre 
sommeta  d'aa  teiraedre,  doDt  doos  däsignaraiis  le  TOiana  par  K 
Koos  a?0Ba  par  ia  trtgoaoaidtrte 
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et  par  la  G^^trle  des  coordonnäes 

Om^mai  ees  dem  eipressioDs,  .nam  ttw9wa  quo 

^         g""  -  ac'b"  ^ca  b"  -  ba'c  '  4  bc'a"  -  g     ^  . 

69.  Angles  des  nouveaux  axe»  avec  des  nauveauw  plan»  de 
emfräannees,  Posods 

(vni) 

+  ic'a"      c'O^siüVf  2(ö'<5>"  -  ö'a")  {b'c"  ~  c'b")  (COS  vCOS  i-COSft) 

+  («'*'-*'«»)»iüi«ir +2(*'e^-  i^-O  (C**  -  Ä^e»)  (€0f  A€OSfi-eo0«r), 
««=(d'c--e^^)a8lDn-^2(c'a— a'e)(a'6-»'a)(cosi»eti8ir^C08l) 

+  (o**— *'«)»sln«ir  +  2(^''ü— c''*)(c''a--Ä*<?)(co»Xcos|*-~cosv), 
•^=:(*«'— «*0*«to*A  4  2(r<i'— «cO(«&'— (cos fi cos y— cos  k) 

+      ~  ba)^&iü^v  +  2(6c'— cöO(^a'— ocO  (cosIcO8^--C08y). 
U  ftoniüe  (LXIV)  da  n^.  43  hoqs  donne 


comme 


^'==cr»  »to^^ — — ^Jz»'  W 


ci  mit  dt  (TO),  de  (V)  et  de  (XXX?)  da     2*,  i|  fM 

«le-ry%'  =  ^.  (IX) 


Mpir  üNe  ntsi 
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60.  Angle s  qur  fon(  cntre  cur  Ics  Jioureaux  plans  de  coor- 
donnees.  Ces  ao^les  sont  iouriiis  par  le$  ftiraule«  (UUÜl)  ilii  s^.^iy 
qai  donoeoty  ea  ^gard  a  (3) 

•        '   •  -I    F»  —         ^  ^1  WM^ 

■        I       ,  * 

OQ  en  li^dntoanl 

siü/  =j^-,  \  (X) 
tcw 


5.  IL  TrBD*f4>f itialiAa  de«  eoardunoöe«  dan«  Tctpaee,  lora- 
qoe  les  noiiTcaiix  iplan«  da  caordaaada«  ia«|  ddiarniada  pat 

laara  dqoationi. 

dl.  BoMäoge  aus  nrnweaux  pians  de  eoortUnmeet*  Soleat 


les  DOOYeaox  plans  <)cs  s^r,  :r^.  Sl  Doas  designoas  par  r 
ies  coordonii^es  de  ia  uoavelle  origiue,  les  droites 


ii'—P       _      y  —  Q   z  —  r 

¥C^       ~  C'AT^  AIC"  ~  ABl'  —B'Ä' ' 

♦  r  ■ 

smnt  les  nonreanx  axes  respecllte  des     ir,  Ftisdtis 
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^  (B^C—  C*B)^  +  2(C^A  —        (A"B  —  AtM)C08 1 
+  +  2(A"B  —  B"A)  {B"C—  C"B)eMn 

+        —  -ß  'il)*  +  2iB''C—  C"ii)  {C  Ä—A  C)  cosv, 

r"« — (ÜC  —  CTO^  +  2(  Ci; — ^  C  )       — BA)  cos  A 

P  ss^'^'^Slü  -^Ä  -J-  (i^X'"  +  C'B")  (COSftCOS  V— cosi) 
+  i?'Ä"SlllV  +  (^^'i*" +-<<'^'">  (cos  VCOSi  —  cos  ft) 

+  C'C"slD«v+  Ä'il  0  (cos  Acos  fi— cos»), 

Sil''^  sin  aAfCiT'C'f  C^'i?)  (COSfACOS  V— cosX) 

+  J?"Ä8iD  V  i  (^"^+  A!'C)  (cos  VCOSA  -  Cü^^i) 

+  C''l?8to«v+(i4''J»  +  a^il)  (cosXcosi*— cos»), 

f^siii'SiBn  -f (A^H-C^XOOSfiCQS»— cosX) 

+  i?if'sinVf((U'+i4(7')(cosvcos;i-co6^i)  ' 

■  * 

+      siü  *  V  f       \  BA ')  (COS  A  COS  ;a — cos  v) ; 

=A-Siü^il  +  2ÄC(C0Sfl  cosv  — COSA) 
•f  i^8iB*|»+2CÜ  (cosv  cos  Jl.'  COSf»)  , 

^  C^sin    4-      (cos  A  COS  fi — cos  v) , 

Ij^  =:i'2glftaA^.2Ä'C'(cosj4COSv  — cosi) 
•|'Ä«iliiV+2C'i4'(cosv  COSA— cos  fi) 
+  C'*  sin^ + (OOS  i  cos  ft — cos  v) , 

s^'^^smU -f- 2i^'i7"(oosf*  cos  V— COSA) 
+ß"^sin  f  2C"A"  vcos  v  cos  A  —  cus  ^i) 
4C*^gtoVf2i"ü"(cosAcos|A— cos»),    '  ' 


D'aprto  Itt  ftenrifls  (H)  bms  tramts  qM 

|f~^=  +  jj^;  +  jp;  9  >\M^) 

%^^T  —  "f"  j|ir*         '  I*         1^'//  • 


oe»  eil  (Uflui  olwerver,  tfiqtiis  (ZXXIY}  da  n*.  24,  ipe 


{»C**—C'B")J^    {B"C—C"B)du'  {BC'-CB')M 


{C'A  '—A'C'*)Jx*    {C'*A-A"C)Ay'    {CA'-  AC')M 


62.  Lß«  anciens  ploM  de  coordomt^  soni  reeUmfMre$, 

Si  leä  aacieos  axes  de  coordoim^es  soot  recUBgalalres,  0  Vldita 

^  =  1, 

r<ssi>4^-i-e*,  i^^sa^^+Ä^+c"», 

f=A'A"-k-B'B'*iC'C",  F'=ii"ilfÄ"Ä+C''C,  r'8=AA4^ÄÄ-|-C(7'. 
Lea  romnles  ptM^eaXes  deTlendront  «lors 
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«tot  iwm^aimiu  4tm  U  pkm  et  4m»  te^uMUt,  ti«.  im 

(XVI) 


+ 


  » 


t 

  iC'A'*^A'(nsx;'  

 (Ci^-^n^- 

 (A'B'*-B'A'^af   

V +  C'*)  ^Tff '2  -f  -2)  —  U  A  -k^B'ü  '-fC'C*^ 
 {A'B-^B'AW  ■ 


68.  £et  aneUna  plan$  de  CQordomn^s  ainsi  fue  /er  mm- 
MMHT  #4Mi/  reetmi^uiaires,  lUos  le  cas  ov  les  aneieos  axea  et 
les  mmveanx  plana  de  cooHloiuito  aant  perpeodicolalrea»  cea  dei^ 
Mtw  fiMMlea  re  ridiriaeDt  anz  snivaites 

(X?D) 

 {B'C"—CB'')x^  

.  {B'*C'-'C"B)jf'  (BC^--CB%^  


TMl  XXVL  12 
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04.  Retour  des  noweaux  plant  de  caordonnees  aux 
ReprenoDS  les  romrales  g^o^rales  (XV);  malUpUans  les  deu 
bres  de  la  jireml^re  par  ceox  de  la  seconde  par  et  ceu  de 
la  tiotsltee  par  et  i^ootois  les  rtmltats  meiäut  k  ambre»  81 
BOOS  falaons  olisenrer  qae 

et  tue  oens  pesloas 

AB'  C'-AC'B* + CA'W  -  BAO'  \  BOA**  -  C»J^*  =s 
noaa  obUeadrood  apres  redocttopsy  et  par  aaalogle« 

EAixf 

i!x        +  C'%  -H)'  =  I  (XVm) 


8i  les  ancieas  azea  de  eoordeaato  aont  rectaogalalrea,  ees  Ibt* 
mn\»  devleiidreat 


 ^  

V  '*^C'''*^  C'(7")« ' 

 ÄV/   }CDX) 

A^'W^B^'v^C'^^D" 
En' 


I 


et»  dans  le  eaa  oü  les  noaveaiu  plaas  de  eooidomito  soal  en  aitee 
temps  peipeadleolalies  entre  eax. 

Ex* 

Ax  +Äy  +C!i  +1>  —   _v — ^ 


 Etf   
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<tö.  Calcul  du  rapport  ^>  Poor  «roir  ce  rapport,  11  sofllt 
I»  icaplteer,  dans  la  f^rmide  (VII), 

a,  «*»      c';  A", 

rfflpccttTemeat  par 

»0'^C'Bf\  C'^'-^A'C**,  A'Sf'^»A''\ 

BC  —  CB\    OAT-^AO^   A»^  BA'\ 
«I     %\      pur  fF,  Ü^S  W'\  Mm  toraFAM  «insi  quc 


Sl  BOUS  sapposons  qae  les  anclens  et  les  noii?eaiix  plana  de  coon 
eoieal  rectangalaires,  noas  dediiiroaa  de  eette  formiüe  qoe 


=  ( +     +  C«j  (^'«  +  B'^  i  C"2j  (^  "a  f  B"^  +  C"»).  (XXD) 

66.  Angles  des  nouveaux  axes  de  coordounties.  II  snfflt, 
pODr  Cfla,  faire  (fans  les  formtiles  (V)  les  JB^ffi  «obsUUiUOil^  ttDQ 
daaa  le  iiaaiero  precedeut.  Oq  a  aiusi 

Ö7.  Angles  des  nouvemtx  plans  de  coordonnmf,  fOT- 
■ale  (LIX)  da  n^47  aona  donae  ImmecUatenieQt 

I  y*  -— 

WA   

alar^^ 

68.   Angles  des  nouveaux  axes  avec  les  notireaux  plans  de 
e&ordonnäes.   Noas  trouTODa  de  satte,  ä  Talde  de  ia  forauüe  (LXl) 
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,  EJ 


Cluipitre 

Apptfeation  rte  la  trans fo nn n tion  des  coordoooees  ilan^ 
l'espace  Ii  la  reclierclie  des  g^n^ratriees  reetlUgnes  de 
rii7p«rboloFde  k  nse  napye  et  daparaboloTdeliyperbollqae. 

$.  I.   Eqaati«a«  daa  g^n^ratrieei  reelili^ne«  de  Phyper- 

bololde  ä  uae  nappe 

+  2Cr  +  2C'y  f  2C"»  +  /'  =  0.  (1) 

69.  Premier  cos:  L'an  au  mofns  des  carr^s  ar*  des  ra- 
riables  se  trouve  dans  reqnalion  de  l'h)  perboloVde  et 
l'nne  des  dlff^rences  B  ^—AA\  B''^  —  AA",  qal  renff*r- 
ment  le  eoefficlent  A  de  rette  variable,  est  dlflCrente 
de  zero.  Le  coefflcieat  A  n  ( tarit  pas  nnI,  rdqoatlon  (1)  poorra  se 
neUre  soiis  Ja  forme  (¥11}  do  a}\  8: 

^f(^,    »>  =  (^.T  +  B'y  +      +  C)«-  qpüf, »)  =  0,  (2) 

0«  BOOS  avons 

+  tiCB"'^AC)y  +  2(Cfi'—  iieo«  +  C«— (3) 

Snpposons  qae  les  earr^  des  deax  Tartables    et  s  ne  manqueot 
pas  dans  la  fonction  (3),  et  admettoos  qae  le  coefflcieut  de  y-  ue 
süit  pH.s  Hill.   Sl  iiüus  multiplions  par  H"^ — AA'  tous  les  termes  de 
ia  fouctioii  (3),  et  que  uoas  y  mettioos  eo  evideoce  le  carr^  de 
BOOS  obtlendroos 
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äm  cfi^rdotm^  ^Um  H  pUm  et  dam  l^npaie,  etc.  \7% 

«i  d^slgoe  Tensemble  des  termes  venant  k  1«  Slltt  de  ^9)^  ,  qul 
sollt  Indepeadants  de      de  sorte  que  uuuö  avoüö 

— 2[(Ä'Ä"^JB)(€Ä't-^C')-(ir"*-iii<0(6'Ä'-^6'')> 

Soleni  p,  q,  r  les  coordonnees  da  eentre  de  ThyperlioIoTde  (1); 
desIgDODs  par  O  le  üeiiumiuatear  commun  des  valeors  de  ces  eoor* 
düüuees,  par  N,  iV',  N''  les  üamerateiifä  tltü  memes  valeurs,  de 
äorte  qoe 

L'equaUüü  (5)  pourra  se  mettrc  sons  la  forme 

Le  d^Doniaatev  1^  n'dtant  pas  mil)  noiie  poaYons  mnltiplier  les  deiix 
Mbra  de  (5)  per  JE^  et  mettre  eo  dfldenee,  daoe  le  rtattit,  le 
cuie  de         boos  «unnu  alnsl 

MettoLs  cette  valenr  dans  rexpression  (4),  et  la  Talcnr  Hseltante 

l^aur  ^u/,  i)  üaiiä  i  equaüou  (2).   Nous  troQYoas  illlBl  fffit 

Tel  est  le  developpemeot  que  000s  oMenons  pour  U  fonctton  gen^- 
laie  dA  secoiid  degre  ä  trols  variables,  daus  la  triple  bypoUi^  de 


Iio  tigoe        iignifte-  diff6r«Bt  d«. 
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PrüioBa  poor  plais  4oi  BOi?0iix  ay»  «r»  |»  les  Ms  pitti 

(ß ^/t  )1(  f  (/i Cß  '— ^6"=0,  I  (8) 

SI,  ponr  plas  de  simplirite,  nuas  supposons  qne  les  nncieos  axes  SOBt 
reciaunaiaires«  ies  furmules  (XX)  du  n^.  64  ooos  dooueBt 

ponr  le  nomerateiir  commim  des  valenrs  (II)»  et 

ponr  les  d^nominateiirs  de  ees  mSmes  yaleiira.  H  fandni  done  rem- 
plscer  les  prenlers  mabres  des  ^qiMitiMis  (8)  per  les-^intttds 


^ (B^^AA')^Mä'h''^ABf^  +  CÄÄ"— ^'Ä')«' 
dans  l'^qeatioii  (I)  de  la  snrfUce,  qnl  se  eliaage  aliisl  en 

Deul  cas  peayeat  5e  presenter,  suivaat  qae  D  est  posittf  oa  negatil. 

1^  Sopposons  qa*an  alt  P  <  0.  Poor  qae  r^aattoa  Ol)  repr^ 
seate  na  liyperboloVde,  U  faadra  qa'oa  alt  B'**^AA'  >  0,  Haue  ee 
cas  r^qnatioo  (I)  poarra  s'^erlre»  ea  posaat 


BB^—AB  CB"^AC 
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Cette  ^«utlQn  repitentera  in  ItypeiMoTde  k  vne  nappe^  sl  £r  eil 
fimL  Ltepedion  dlrecte  de  eelle  ^«oatton  fiUt  veir  «ne  les  deox 
f0mn  le  g^B^ratrtees  recttlignes  de  lliyperbololUe  seat  repr^seB- 

(Ns  pai  les  dem  systemes  d*eqiiattdiis 

(V) 

^^^^^^  Ii' H'*  4ß  Cii—AC 

I 

■ 

(VI) 


^"   yf  An 


 B  B  —AB     ,  ^  CB'—AC 

M  eacore  par 

(VII)  . 

,  B'ß"—AB  CB"—AC- 

y  ^  ß"*-AA  +  y^^«  +  v^^^J 

./i  .   AD9  \r  iy*\ .  v:^T//i   ^  \. 
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(VÜD 

m 

Si  /?  est  positif,  la  ilifference  B"^—AA'  pourra  €tre  positive 
OQ  negative,  mais  il  fautira  qae  H  solt  negative,  poor  que  Fequa- 
tlon  (I)  pulsse  repr^senter  qd  hyperboloide  ä  une  nappe.  Dans  ce 
cas  cette  ^nation  poorra  se  mettre  soos  la  Some,  ^aos  Vhspotheae 
de  B^^—AA^^O,  ^ 

m 

On  eo  d^dvlfait  encore  facilement  les  eqaatlODS  des  dem  syste- 
de  gen^ratiices  rectiligues  de  i  Hyperboloide. 

70.  Second  cas.  Sapposoos  maintenaot  qae  les  trols 
carres  maoqaent  daiia  r^qaatJon  (1);  eile  dem,  daas  ce  eis, 
necessairement  renfermer  an  molns  Too  des  trols  rectugfies  des  variables. 
Admettons  qae  le  coerncient  B  *  oe  seit  pa^  aal.  NMs  poeTOOi  meltie 
ea  ^vldeaee  le  prodalt  r^t  tos  r^qoatloa 

f{pc,y,  %)  =  2By%'t^B^m  +  2B^xsf  ^2Cx  +  2C''ir.+aC">f J^^O,  (Ö) 
qoi  devient  aiosi,  d  aprös  la  formale  (X)  da  n^.  ID, 
.   \  B'fix,    »)  =  2(£^";r  +  {B"jf  -f  i^'»  +  C)  -  )^(»),  (10)  . 


Digitized  by  Google 


^•):^%B»9^-^%{BC^B*C''-&*C*%-k^%C€*—B"F.  (11) 

Sl  aocün  des  deux  coefllcieolB  B^  B*u*wt  nal,  nom  poavons  mettre 
ea  ^Tideoce ,  daos  oette  deroiere  eipreaflioiit  la  deiivee  ^f'(%) ;  ooas 
oMeooos  alBsl,  eo  ayanl  ^gard  m  MeiitU^»  qni  oai  Itea  eatre 

SatolitiiODs  cette  vaiear  UaBs  reqoaüoa  (lO)^  et  aoas  troo?oos 

(IX) 

r 

PosoDs  actoeUement 
mg  CD  tima 

fliMtfenaal  dais  r^qiitton  (XTUI)»  od  la  dumge  ea 

A^,  y, »)  =  ig»  [  ^'(«  +  IT)  +  (f?  +  ß )  *  +  c  +  C']» 

+  ^!;^  (ih-irT  +   =  0.  (X) 

Tei  esl  le  developpeineut  que  uous  troovons  ponr  la  fonctlon  dn 
sefond  deg^rö  h  trois  variables,  prlvee  des  carrps  de  ces  variables, 
et  renleniiaiii  les  trois  rectaogles  des  memes  variables. 

L'^qnatloa  (X)  reprtontera  aa  hyperboloFde  k  aae  aappe  1^  poir 
J^<0,  8iroaaF>0;  et  2^  paar  1»>0,  8iroaaiSr<0,c'e8Mhmre^ 
ea  gdadral,  si  H  et  If  aoat  4e  sigaes  eoatralres.  Dans  ces  deazeaa, 
rdquatlaii  de  llijperiidlaWa  poarra  se  arattre  saae  laa  flmiefl 

'  ■  ■  T  ■  ■ 
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— ö — »+"]^);  (TO 


de  cette  sorte  les  syst^es  de  gr^ntoitilm  redflVgilCS  mt  eqirMv 

par  ieö.  deoi  cuuples  d'cqaaüODS 


(xm) 


(XIV) 


11.    K^uatioua  des  gen  c  ra  tri  ces  recUliguea  du  paraLo- 

♦ 

+acir+tCy+2C-'«+j?:=a  (18) 

« 

71.  Cfito  dfUliM  le  piwia  represeirter  de  pandwloTde  b>'pe^ 
boll^e,  qa^aotant  qoe  ^s)  ov  Ui  fonctfon  (0)  da     60  sott  dn  pn- 

mler  degre  par  rapport  ä  s;  cette  eondltloB  exigc  qae  Tob  alt  Dssd 
et  iV"  dllKrent  de  zeru.  Dans  ee  caa  cette  foDctIon  se  r^dnlt  k 

^%AH*'%-^AK(B"^'-'AA'), 
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ariMis  soll  de  poser 

♦ 

SetedtuuBt  eette  expressloD  daiie  tpiy,  %)  et  la  valetr  rtaHurte 

U  A^est  pas  liHitU^  de  faire  remarqaer  qoe  rbypoUiese 

(B"^'TAA'){B'^'-AA")—i,B'B"^AB]i'^ 
AA")  (Ä«-  A^A*')  -  {Bß"'~A'B')^=AD=0, 

camUiuee  avec  T^galit^ 
donae 

B^^jy-^  +^\  B^^^AA'^^  V  ü 

U  est  evident  que  l'eqaation  (XV)  representera  ud  paraboloVde  h>per- 
bijiiqoe,  sl  i'on  a  /i'"^  ~  AA' >  0.  Or  cette  öquatlon  pent  aussl  s*ecrlre 
de  ia  laaaiere  suivante 

B'B'^AB  B**V^A€* 
(A^^B'y^B^\V^y\ B'^^  -  AA'f^^^-^  I  y^^^^^ 

 -     HB'— AB  ß"C—AC\ 

X(A.^Bu^B'.^C^ySr 8-^AA-.^^.^=^-^-^,^ 

^'g!^^,ltN"%'-K{B"*^AA')l  um 

Bens  eette  forme  oa  yolt  de  silte  qae  les  deoz  qrstömes  de  gdad- 
rairteea  recUlifaes  da  parabololide  aast  dooa^a  par  les  eqQattoaa 


• 
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B'B'—AB 


(XTIU) 


) 


B  C-AC'  _  AXf^ 
B'B**^AB 


r 

72,  II  oous  reste  ä  considerer  le  cas,  oü  les  carres  ujanqueül 
dans  reqaatloD  de  la  snrface.  iniisqar-  />  est  nn],  fl  fandra  qae  ron 
des  trois  coefnclents  Z?,  /i',  W  soil  egal  a  zoro;  admeUons  que  cc 
öüit       La  fooctfOD  (6)  dn  n<\  69  se  reduU  alors  ä 

de  Sorte  qae  reqaalloD  du  parabüloi'de  byperboliqae  sera 

Les  deox  systemes  de  gtiKTatricea  rectiligaea  da  parabolo'ule  s4mU 
donc  eiprlmes  par  les  ^qaaUuna 

1      •  [  (XXDD 
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Application  de  U  traDsformatioB  des  eoordoaidea  ti 
^^Yeloppenenl  de  U  mdtliode  de  M.  Ploecker,  povr  la  dta* 

CQSsion  des  surfaces  da  second  ordre. 

(M^diode  de  I«  d^cmnpotUion  m  canr^«.) 

73.  But  et  tUiiUe  de  eetie  miihode,  Paml  tootea  tes  mdllio- 
des,  qol  oat  dt^  emploj^des  poiur  la  discnsslon  des  sorfliees  do  aecoad 
•idie,  «alle  de  M.  Plleker  est  Taae  des  plaa  flielles  efi  dea  plaa 
WgaatfiT^  Eile  conaiate  daaa  la  ddeonpasltfoa  ea  aatrds  da  premler 
■eailire  de  fdqnatloa  de  la  snrfiee  et  repoae  aiasl  dlreetameat  aar 
aotre  aidtbode  de  traasforaiatloB  des  eoordoaades. 

Paar  cette  raison  ooqs  Texposons  dans  cc  memoire.  Nons  la 
deaooDS  avec  tons  les  detatls  qa'elle  comporte.  Les  resoltats,  anx- 
ptis  elie  flOBS  eaadalty  nons  penaettent  d'etabJir  Immediaiemeat  les 
caiacterea  aoalytfaaea  eileiteafai  aal  dlsttaanant  eatre  eUes  les  sor- 
ftcea  des  differeates  espdees»  qae  raprdaeale  rdqaatlea  gda^rale  da 
seeoad  degrd  k  trols  variaUes» 

74.  Haas  la  dlsenssloa  de  r^qaatloa  a^aerale 

/Vr,    %)  =  Ax'^  +  A']^  +  A"%^  \  %Bm*  +  %B'm  f  2B  'xy 

+  ZG» +2ey  +  20"»  f  f  =  0,  (1) 

MUS  dlstiogaeroas  denx  partles  prlnclpales ,  selon  qae  cette  ^aa- 
tlm  reafenae  aa  molas  Taa  des  canr^  des  Irols  TarlaMes,  oa  qa'elle 
rsi  eiipitteal  aacaa. 

La  preaUere  pariie  coaipreDd  ciaq  eas,  saivaot  qo'oa  a, 

1^  le  ddaoBilnatear  D  dUKreat  de  zdro; 

|p  D  egal  a  zero,  et  Taae  des  trois  qnfiutites  B  '^-AA%  B'^-^A'  Ay 
B*—A'A'%  par  ezeaiple,  B"'^'-A'A  differeate  de  z^,  et 

deoi  des  irub  rapportü       j-ü»  loeganx; 
99     egal  Ii  zece,  ß"*  -  A4'  dlff^eat  de  jsero,  et  ^  ^=^^1 


4«  Ji^=^Q,  B'^--AA'  =  B^'^A*'A=sJS^^AA^sxp,'4]MMB 

_^   A    B"  B' 
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La,  deuileme  partie  eomprend  qoaire  cas,  anlTant  qiie 
'  eal  dmreiit  de  2^; 

2®  J)z=:0,  et  qne  l'im  des  deux  termes  du  premler  degre,  doat 
le  rectaugle  maiiqae  daus  reqoaUoB,  soU  diff^renl  de  xdio; 

3"  I?  egal  ä  zero,  alnsl  qne  les  coefflclents  des  denx  termes  do 
Premier  degre,  doot  le  reetangle  roanqne  dans  reqaatioii, 
mab  le  terme  ioal  conuu  üiirereol  de  zero; 

4^  dgal  Ii  zto,  alnsl  fne  les  ceMdento  des  deot  tenDes  dt 
Premier  degr^»  dent  le  reetaigte  maifse  daiis  rd^oatie«»  «I 
le  ferne  teet  eoma. 

Preni^re  Partie« 

75.  Premier  ea9:  A=^^0,  D^O*  Neos  tvoas  vt  M a^.m^ 
fiMiiiirie  (Xm)  ^e,  dans  ee  cas,  le  preaüer  aietttee  de  rdouittei  (i) 
pmivall  se  neUre  sons  la  fome 

Cela  dtant,  preneiis  pow  plana  de  eoordoandes'les  Ms  plant 

+  B  y  +  Z>*6  +  C=  0.  (3) 
Le  nnm^ralenr  cenmon  des  Talenrs  (20)  du  a^.  04  defient 

-ABi.B'^-^AA'), 
peadaat  gae  les  trois  d^nomioatenrs  soni 

U  Cudra  denc  reoplacer  les  premieis  membres  des  ^^nattoas  (3)  par 
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—  D{B"^-AA')%' 


tliBs  refMtion  (2)  4e  U  sorfacei  qoi  se  chatf e  aiosl  ea 

■ 

SoBScette  forme,  noas  reconnaissonsimintulialement  qne  rpqnatlonfT) 
•i  r^f  natloii  ^ivaJeote  (1)  repres^Ate  aa  ellipsoide,  si  le 
Oaomlnatetr 

# 

est  i^fattf,  eo  n^me  tenps        l'exprottUii  ^^if/i*; 

Nons  voyoos  en  oirtre  inic  cet  ellipsoVüe  €st  rcel  et  finl, 
iinniment  petlt  oa  imagioaire,  sttlvaQt  qae  le  terme  eoona 

 5 

est  Uf^rienr,  egal  on  sop^rlenr  i  z^io,  oq»  ea  fUsaui  ob- 
acmr  qse  1^<0,  ssiTant  qae 

est  sop^rlevr,  egral  on  iBf^rlevr  ä  z^ro. 

Lorsqoe  D  est  toujonrs  DP^atif,  mais  qve  Ä"«— .^-4' 
soit  positff,  reqaatioo  (I)  reprtseüle  un  hyperboloide  ä 
ane  nappe.  nn  cone  (in  secood  degre  joa  au  Üjrif ppboloVde^ 
ädeax  Aappes,  seloa  qae  le  terme 

est  a^f  attr,  aal  oa  positit 

Dans  le  cas  oa     est  posltlf,  qael  qae  soit  d'atlleara 

le  sfgne  de  B*'^^AA\  reqnatloD  (I)  repr^aeate  eaeore  aa 
b) perboloVde  ä  ooe  nappe,  aa  GÖae  oa  ao  byperboloVde  k 
4eax  oappes,  selou  qae  '^^     '     '  ''"^ 

tu  iftüMffaf*  aiai  oa  saj^^rieat  «  z^ro^  \  ^ 
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A  B'* 

76.  Üeuj^ietne  cas:  Z>  =  u,  B  "^^AA'=^=^(i,  ^,  =y=-g  an 
B* 

La  d^BposttiOD,  qoe  noiis  avons  elTectnee  sor  la  ronctioo 
(1)  o'est  plus  poHlUe,  lorafoe  la  «aantttt  ii  jeat  ^gale  4  ite. 

Dans  ce  cas,  dapr^s  les  fonnoles  (Iii;  ao  n^OO,  l^gaatiDn 
peat  se  meitre  sons  ia  forme 

Aar,  Jf, »)  =  ^M«  +  +  C)« 

ot  DOOS  admettons  Qie  AC—CB",  AC-^CB'  ne  aotail  pas 
ntla  tooa  iea  4m. 

Preaoas  pour  piaos  de  coordoonees  les  trois  plans 

ilr+Ä|^  +  /?'»+ 6=0, 
(Ä*^—  AAf)y  +  (Ä'Ä''  -  JA)»  =  0, 
^,AC'^CB")y-^%{AC'^CB*)%'^{p^^AF)^0* 

Notre  ^aattoD  Ql)  ae  duungeia  ea  one  6qoatioa  de  la  foime 

Cette  6i|aatlOD  repr^aeatera  an  parabo1o7de  enfpU- 
qae  OB  liyperboUqae,  aalvant  qae  — AA  eai  iaf^rlaar 
oa  aap^riear  k  zdr'o. 

77.  iraisüme  cos:  i>=0,  J5'^--ilil'=^0, 
Cea  derattra  dgaUlda  doaaeal 

i 

■  • 

I-  *        .  •      '    •  '  • 

aiettaat  cea  valeara  dana  cellea  de  JV,  J^T',  N**  da  a^  fit«  aa.  tniave 
et»  eaaime  11=0,  il  vleat  aaaai  'iir'^U  V69Mm{Ui4Mm^^MiB 
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El  prenant  poor  plaos  des      et  des      Jes  plans 

r^^ttOQ  (Iii)  preod  la  forme 

10.  Si  iB"«— ^'<o»  eette  «quatlon  repr^senie  im  cy- 
Uidre  etllptJque;  ee  tyllodre  est  r^el»  se  r^diilt  Ii  mie 
4r9lie  Ol  C8l  Inaglnalre»  snlrani  qie  I«  qaaBlItd  C^^AF 
est  poaHlre,  onlle  oa  adiratlTe. 

2<>.  Sl  nons  avoiis  />'2^,li'>0,  i'eqaatlon  sera  Celle 
d'cn  cylintlrt'  hype rb olique  ou  de  deax  plans  qal  se  coa- 
9tüi,  saiTant  qae  C^—AF  est  oa  noa  dUf^reat  de  zdro. 

78.  Quatrieme  au;  Z>ssO,  B"^-AÄ*=B^^A'Ä^ßl^Ä*Ä"^0, 

A    B"  ß 

C*  C^*  egaujc  lous  ies  trois.  Daosce  cas  reqaaUon  (1) 

fiina  a'^rlre 

Af{x,  y,  %)  ^  (Aj:  f  D"u  \  B'%  f  C)*  V  fKAC  —B  'Oy 

4«(il?"-C»0»— (^-i4J!^  =  0.  (IV) 

Soos  cette  forme  on  voit  lauB^dlatemeal  qa'elle  repr^aeale 
II  ejllndre  parabollqae. 

79.  Cinquiem€€4u:  D=Of  ß"^'^AA*=zB^A**AssB^AA'*^0, 

Ä    B"  ß' 

C^'C'^W''  ^  '•^l'i^^^öü  (1)  devieot  alors 

Afix,  u,  »)  =  {Ax  +  B  y  i-  b  %  +      -  {C^  -AF)  =  0,  (T) 
ü  reprdaeate* 

1^  deax  plaaa  paralleles,  al  C*^iF>0; 

2P.  aa  seuJ  piao,  si  (7a  ^LPsO* 

a^.  deax  plaaa  pa?alieies  tmaylaalrea»  ai  ^^iF<a 

TlifU  XXVI.  19 
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Deuxleme  Partie. 

80.  Premier  cos:  /?=/=0,  Nons  avons  vn  an  d".  22,  par  la 
formole  (XIX),  qae  refoattoo  (l),  Htm  ee  cas,  poavait  se  mettre 
S0Q8  la  forme 

Jf, »)  =      [^"f*  +  y)  -I-  (B  +  Ä«)  •  +  C  +  C'J» 

+  ^(^T-v  >)H//=o.  (VI) 

Celte-cl  represente  o^ccssalrement  uu  ii^^eibulüi^t^. 
1^.  Poar  P  B^f atlf»  rkyperboloTde  aer«  ii  ane  sappe 

oa  ä  deox  nappes,  selon  i^ae  H  oo  '     x   -H-Z'sera 

posUir  OQ  n^gatlf,  c'est-ä-airei  selpn  qae  NC+N*C''^N''C"'^n 
sera  Inf^rlear  on  sap^rlear  h  zero. 

2^  Poar  J)  positif,  l'JiypecboIoVde  sera  ä  une  aappe 

ou  a  deox  nappes,  suivaot  qae   ^  {-F  sera 

n^ratlfoapositif»  oa  encore  8Ql?aDtqneA'C-fA  C'-|-iV^''C^'-|-F^ 
sera  molnilre  oa  plaa  ^rand  qae  z6ro. 

DaiLs  Its  ütax  cas  on  aura  le  cuüe,  si  iVC+iV'C'+iV"C"+i?*i^=OL 
Cea  coBcloaloas  aoa^  idea^aea  areo  eeUe»  da  u\  26. 

81.  Deuafiem&w:  D^^O,  i^'=^^0,  C  au  C'^^^O.  L'^qaa- 
lloa  (1)  ae  cbaafe  ea 

A*.  »f »)  =  2^1^^*      +       C+  C1* 

« 

-a(^'-C').-?^'+f=o,  (vn) 

8l  flOQs  admettons  qae  ß  solt  celiii  des  trois  coef/lcients  J?*, 
qnl  ftfinule  Z^.    Cette  equaUoa  est  ceiie  d'ua  paraboloide 
liypwIloUqq^ ,  * 
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83.  Dr^isietne ctui:  B=0,  B"^^0,  4:*^6,  C^^Qf  F^hih 

-^.[ÜX^-yl-Bz-CY-^Fz^O.  (VIII) 

Elle  repr^seote  aa  cyliadre  l^yperlioliqae,  dans  le  eas  oft 
F  est  dlfferent  4e  z^ro. 

88.  Quatrieme  cas:  D  =  0^  ^'=/==0,  C=0,  C"=0,  F=0. 
L'^qaatioD  (Vm)  se  r^olt  ä 

2B'/[pc,  »)  =  r ./^  =  +  Ä'»  +  C)  (h'x  +  C)  =  0,  (IX) 
et  exprime  dem  plana  s^cants 

*  Sf 


CliapUre  Vlll. 

DefermlaaUoo  des  secUoos  planes  des  sarfaees. 

SA.  Nolre  m^lhode  de  transflirmatlon.  des  eoonUMinto  nons  Itonr« 
itt  le  proc^d^  le  plus  ezp^dilir  ponr  ddleunlner  manlire  kDind^ 
Alle,  la  seetlon  falte  par  na  plan  dans  nne  sorfoee  qneleooqne^ 

L'eqnation  de  cette  secUon  sera  nnliiaement ,  expiimee  eo  ?alenr 
des  coefflclents  de  reqnatton  de  la  sorlteee»  des  coeCOoIeats  de  T^qna- 
Um  dn  plan  sdcant 

et  des  angtas  d^cttnalson  mntnelle  des  axen  de  coorduindes» 

PreooDS  le  plan  secaut  poar  plan  des  et  coDservons  les  an« 
ciens  Plans  des  zac  et  des  xy,  qui  sont  represeutes  par  les  dqnatlons 
lf=:0,  s  =  0.  D'apres  les  formales  (XIV)  da  n^.  51,  eoii|iardes  au 
^IWlon»  fi)-  dn  mäne  nnnidra>  nons  avons 

A'-O,     C'=:Ü,  i>=0^ 

il^sO,  JB"=0,  jy^O; 

ce  qnl  donne 
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el,  d'apres  (XI)  da  q^61, 


Les  fmiiles  de  (ransftinDattoa  (XIV)  da  oo.  61  soot  dooc 

D      ,  Bg*    CV 

xt=— -r  +  X'  *  


^         V  il*  hB»--2ABe98v    V^^f  C«-a^Cewj»' 


^3^'  ^ 
V  A*  +  B»— 2/li?  cos v'        \Q«  h        a/ICcoSfi ' 


En  y  anoolafil  .r',  C8  qal  doone 

 ABy'   i^CV  

  ^jgjy^  '^^^^^  ^  \ 

•'^    vi*  f  £r«— cos V*         V     f  6« — 2i<Ccos<* *  1 

OD  obttent  les  formnles,  par  lesquelles  II  fant  reniplacer  .r,  t/,  » 
daos  l  et^uatiOQ  de  la  öunace  püur  avüir  reqaaiioo  de  la  sectiou  raiie 
par  le  plao. 

85.  Cette  sectton  se  tronre  rapporf6e  Ii  denx  axes  de  eoordm- 
nto»  ^\  soot  les  IntersecUoos  du  plaBdoime  (l)  avec  les  deoz  plav 
des  :rj^  et  des 

Les  eqaatloAS  de  ces  deox  axes  dans  l'espace  6Uuit 

ss=0,  il«+ßy  +  P  =  0,  et  i/=:0,  ^:r-f-€b4 HsO, 

HS  conpreMieiit  catre  eax  an  angle  d^termla^  par  les  fomaies 


C08Ö= 


Sin  6  SS 


V^(i4*+P«— 2i4£^  cos  vfiA^fC^'-XAC^A ' 

 AiB—Ositiv  

V     +  Ä«— 2/1  ^cos  v)  ( /l* + C«  -  2^  (Ji^s^) ' 


 A(B—C)  sinv 
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Pitsage  de  rormiiles  ealcni^es  poiir  des  axes  reetanfn- 

lalres  aaz  reUtioDs  nnalogties,  qul  repondeot  a  des  Goor- 

donAees  obllaaes« 

86.  Forf/iiik's  a  i uaage  de  Ui  Geometrie  plane.  Nons  venons 
de  (ieteriijinrr  les  lormules  de  transforniatlon ,  qui  servent  a  passer 
d'axes  qoelconques  ä  d'antres  axes,  rectanf^olaires  oa  obliques,  qui 
sont  representes  par  leors  eqaatioos.  Noqs  les  appllqoerons  ä  la  rcso- 
JattOD  dlioe  qnesttOD  qni  iie  manqne  pns  d'importance.  Noqs  iadlqae» 
MS  conmeDt  oo  pont  dednire  de  toa4e  relatioo ,  calcal^  pow  des 
ioKS  leetangnlaires,  reqaation  analogae  qol  coiivieot  ä  des  coordoD« 

obiffies.  La  meiliode  repose  sor  des  fornoles  pardcalieres  dau 
dafae  cas,  dooi  retabllssemenl  g^adral  coastltae  la  solattoo  des  prö- 
IKoes  solTaDfB. 

87.  Probleme  /.  EUaI  doiiii^e  one  relatioo  R  eotre  cer- 
filBS  ^Idmeos  d'noe  eonrbe  plane  H^,y)^0  repportee  h 
des  axes  rectangnlaires,  determiDer  la  relation  Jt,  qal 
eiiste  eotre  les  n^mes  elemens  de  laeonrbe,  lorsqae  cette 
dersi^re  est  rapport^e  ä  des  axes  obllqaes. 

Nun^  siijiposerons  que  les  denx  systeraes  «le  coordonnees  alent 
m^JDi'  ürigine  et  mvme  axes  des  .r,  et  quo  Taxe  des  y  da  secoDd 
sjstetue  fasse  aTec  ceioi  des  absclsses  od  angle  ^gal  ä 

Pour  aTOlr  les  formales  de  passage  du  second  systtoe  an  pre- 
Büer,  II  DOOS  sQfflra  de  determlner  les  ^qoatlons  des  denx  nonveaQx  axes. 

L'axe  des     est  toi^oars  represeotd  par  i'^qnatloft  y=0»  laadls> 
foe  le  Doirel  axe  des    ä  poar  ^qnatkni  5r=staagd.jr. 

Nons  ponvons  nppliquer  les  furmules  (V)  du  a".  3,  dans  lesquel-  > 
les  U  floos  sofflra  de  faire  * 

^j=sl,  Ä=0,  C=rO;  J'=:eos«,  Blae,  C'=0. 

Elles  doiment  alnsl 

roll  mm  ttreiis 
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1^  Uoitor:  Memoire  $ui  tme  melhode  uouceide  4k  tran${m'maUüH 
tela  pase,  soieot 

les  eqnations  de  la  courbe  rapportr'e  ä  nos  deax  systi'mes  d'axes,  les 
uns  rectaDgulaires  et  les  antres  obliques;  desigoons  par 

tfi     Cf  d,*m**\       Bf  Cf  Dfm,*  *■ 

ies  coefllcients  des  termcs  rorrrspuDdants  daos  les  deux  equatious  (1). 
Si  nous  rempla^ons,  dans  Icquation  fi)^0,  x  y  respecllve- 
ment  par  a:— t/cot  Ö,  nons  passeroos  du  Systeme  obliqoe 

aax  axes  rectaogulaf res :  par  con<^«'(;nent  nons  devrons  retomber  sor 
I^Qfttlon  /t^,  y)  =0.  Or  les  coeffleients  de  r^qnatlon  obtenoe  seront 
^yldemment  expiimi^s  en  fonction  senle  de  B,  C,  Df...  el  de 
l'aiigle  Q\  de  piiis  ces  coefflcleots  dernnt  fttre  ideottqaes  avec  cm 
de  r^qoBtton  /tx,^)tsO;  U  süfflra  doue  d'^bllr  ces  identtt^s»  pov 
l^nniier  lomiediatenieiit  les  Taleiirs»  pai*  lesqnelles  11  liiadra  reiuplaeer 
a,     e,  if, ....  dans  la  relatton  J?,  ponr  aTofr  1a  relatton  < 

88*  AppHcatian  ä  ta  Hgne  draiie,   SapposoDS       la  dnlte 

solt  rapportte  k  des  eoordoon^es  obliques  lacllodes  entre  etles  d'u 
aogle  $t  et  qae 

y  =      f  n  9) 

aott  r^qnattoD  de  la  ladme  drolte  rapportee  ä  des  coordoiuito  rediB- 
galalres.  Dans  r^qaattoo  (d)  rempla^oos  x'  et  y  par  lenrs  valeors  (1); 
eile  devlent 

y(l  f  «co96)  =  iislnö.ar  +  *slfl0. 
IdeatfUa«!  «ette  (^aaltoa  avec  (3),  ob  cb  dedott  los  ?aleara 


qal  aopo^ 


  «sin  6^  _^    i^siü^    ,  -jx 


1  -  (i^acOSÖ)« 


H9.   Application  aux  couröes  du  secotiä  degre,  SoU 

Äff**  ^-  il«y  +  €V*  -f     ^     -f  F==0 

l'e<|iJ9iion  d  une  ronrhp  da  second  ordre  rapportee  ä  des  ax&$  öWi* 
qnes,  comprenaot  eutre  eoz  oo  äugle  0\  sapposoos  qae 
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4e9  cooräomeu  ätmi  U  pkm  ei  dam  i  espace,  etc,  191 

repr^eDte  la  coorbe  rapportie  an  Systeme  411*011  obUent,  Cü  rendant 
riie  des  y  perpeudicolaire  sir  celai  des  j^. 

Si  üoas  faisoos  Uaiis  l'eqaatioü  (4) 
eOe  devieadra 

de  Sorte  qo'oQ  aura,  en  comparant  am  (5) 

}  (III) 

^=    sind  ' 

pwir  les  valeara  a  subsataer  dans  la  relaUon  H  en  qaesUon,  ponr 
nüf  Jt. 

Ces  ei^pressiuiis  (ill)  donnent 

\  (IV) 

^^af^  • 


BD + (2CD^BS)€Me , 
 * 


(V) 


=  irtS^S — ^ 

(i<  -f  O  cos^O-  ^cos  (9  -f  -  Q  slü  *d .  ^-v 
 .  TO 
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19*2  D 08 tur:  Aiimoire  tur  une  meiküde  mu9clU  äi  iramfdrmatfw 
^1 .     _ _  (/l-C>«  4-  iB--2J  cos  ^)  r  /?-2Ccos  6) 


Lorsqa'oii  a 


ce  qui  a  Hau  pour  ia  parabole,  uü  est  coadoit  aox  ideotll^ 

Sine       *  VC-VC, 

tf  =  Ä,  /'•=y,  (XI; 

«Dl  rooraisdeiit  les  fonnoJes  solranles 

 iita«ö  ™ 


slnö  • 


am) 

(BT) 


90.  Formules  ä  Vusage  de  la  Geomeirie  a  trois  dii/tenstuM. 
Noas  supposeruns  qae  le.s  üeux  systemes  de  coordonnees  fiicnt  m^^ 
orlg:lDe,  m^me  axe  des  x  et  momc  plan  des  r;/-  et  ooQS  represen- 
terons  par  jr,  ^,  2  les  coordoüiiees  recUogolaires»  et  par  sCt  $\  »' 
les  coordoooees  obJlqaes, 

D^teimlnona  lea  d^aüoos  des  azea  mlaagolalres  eo  coordaea^ 
obUqaes. 

Les  eQuaiioQs  de  Taxe  des  sif  itaal 
00  a,  daos  lea  formales  (II)  da  n*'.  öö. 
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6sn9,   cäO;  (7) 

««0.  (8) 

L'axe  des  y'  etaril  perpendlcnlalrp  ä  Taxe  des  ir,  noiia  «voos 
caft«r'=:0;  ce  qiU,  a'apre&  (LlVj  da  a'^.ar  donae 

mais  cet  axe  eiaut  situe  Uans  ie  plao  Ues  le  coefflcieut  &  est  nol; 
^  coos^gttent  U  vient 

eqaatlOD  ä  laqaelle  od  saUsfait  eu  yosaut  a'-=— cosv,  6'=1;  il  ea 
resnlte  dooc 

if  =  aliv.  (0) 

L'axe  des  %'  est  perpeodicalalre  au  plan  «  =  0,  pour  lequel  oii  a 
/l  =  0,  BzrzO.  Introdulsaut  cetle  hypothese  dans  Its  relatioos  de 
perpcuilicularitc  d'aue  droUc  et  ü'uu  plan,  uü  truuve  i^ue 

ce  1*1  doiine 

Mettons  actiiellemeot  ces  valeurs  dans  nos  formales  de  tnmsfor- 
BaUoo  (Uj  da  0^65»  aoos  troayons  qae 

*=ar'- jr  Ort  V +  ^  ^^^^  ^  »% 

.  .  cos /i COS. -cos;  ^ 

sinv  « 

Teiles  5uut  les  formales  qn'il  faudra  CMiployer  poiir  passer  des 
cüofüüQoees  obliques  ä  ootre  s>3lcme  U'axes  rectangulaires. 

ÜU  Fraöleme  /f.  On  donne  nie  relatlon  B  eiilre  eer- 
Mus  ^Umens  d'nne  snrface  /[x,jf,%)^0,  rapyorUe  k  des 
lies  reetanf  lUlres;  II  s'agll  d'ei  d^dalre  la  relatloa  JT» 
ftl  a  liea  enUe  les  m^mes  dldmens  de  la  sarfaee»  lors- 
fie  eeite  dernläre  eal  ezprlm^e  ea  eoordoaadea  recil- 
Hfaes. 

OeproMäae»  ä  Felde  des  formnies  (XVll),  se  r^sout  absolaoieot  de  la 
■teeMBltoefaelaiaeeyoadaa^.S?,  goleelielaafeälaG^Bi^tneplaBe» 
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92.   Application  ä  ia  Ugne  är^Ue.  Rei»reMfitoiw  la  UroUe  |Mr 

mtvanl  go*elle  esl  rapport^e  k  tm  «res  ol»ll9aes  01  ä  sos  coortdb- 
nte  rectangolalm.  U  «bMIMIob  ta  Ttltim  (XYD)  «ans  les  ^qi»- 
fion  (10)  et  Ia  comparalson  anz  ^naflons  (11)  am  dönae  la  aitte 
des  ägalll^a 

a?^j8lnv— j^v/coavi  (cosAcosy— cca^)»'    y^^-f-(eoa|>co8v— cogi)«r 

slaW 

Sin»»'   if'^sia»  ^ 


_^  +gCOBX'— (^COS  V  -f  gCOS  Iii) 

^1--"  33;rn  » 


Od  eo  üeütiit 

«i*-«^i*+Cx2=^(a2+A«+<^+2^ccosv+2cacos/*+2<i^v).  (XX) 

98.  4gpiieaHan  uu  plan.  Daos  l'^attoh  da  plaa 

Aaf-^^Bp^Gk^D^Q,  (12) 

snppose  rapporte  ä  nos  ait.s  obliques,  remplacons  x,  p,  «  par  kurs 
vaieors  (XVII),  et  comparons  reqaatlOQ  resullaute  ä  reqoaUoo  4u  plan 

rapportö  aitt  azes  tectoii^atres.  n  eo  resolte  qa'oo  a  les  formales 
de  tranafbiiiatloa 


(XXD 


.  r  —  C  bill     4  ^  (^OSACitö  V— COSf»)  -hBjCQ&i^COßv— COS  a) 

m  •  ■  i 
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A  raide  des  ^sallles  (I?)  et  (V)  di  tf^.  10,  noos  tronvofis 

-f  C^%^-ftili^ (COSA cos fi— cos  1/).  ) 

AppHcaUom  mts  surfaees  du  second  ordre,  Prenons 
r^tioo  generale 

(13) 

gnl  represente  une  snrface  qoelcooqae  da  second  ordre,  qne  BOOS 
supposerons  rapporti^e  ä  dos  axes  obliques.  Sl  noos  e1iaii|reoils  d'axes» 
en  prenaut  oos  plaos  de  coordoanees  reetaogiilalres,  la  snbstltQtioii 
de  OOS  /onnoles  (Vli)  aou  donoe  r^^tbn 

(14) 

 jfCOSV     cOsAcosv  — COS/i\* 

\^     slov  ^       ^slnv  ) 

+^V5S^+ — ^sii; — +^  -35- 

I  oo??"*?/  y    •  cos I* cos V— COSA  \ 

+         ^^-jj^ +  ^ä^T—  V 

.Ä».slnv«/     ycosv  .  cosAcosv— cosu  \ 
— C^-  TüiT  +  V 

.«»^/     ycosv  -  eosAcos»— cosfi  \/  y   .  costtCOSi^^-cosA' \ 
8i  rdqoatioa 

+  2Ciar  ^-  2C|'^  +  2CV'»+#*=  0  (14) 

» 

represente  la  meme  sorface  qne  (13),  mals  rnpport^e  h  nos  axes  rec- 
taogalaires,  la  comparaisoo  des  ^oations  (U)  et  (15)  0005  donnera 
les  formales 
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^   B'  cos  V       cos  ft    %H  (cos  A  cos  V  —  cos  j*)  * 


 f 


Ccosv 


8iav 


De  ces  relatloQs  on  deduit  les  salvaates: 
««.       ^      B^—AA*  \ 

I 

35  '  f 

JTi'— ^aifi  —      2ft  r  ~;ja  +  ^  1 


+  Aä  •  / 
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0Vf  mmfdomiin  dam  U  pUm  %t  4ßm  rnpMi,  tu.  lUi 

^  ^  ^    A'B'—BR*    {Aß—B  incosv 


iB*^AA')f^09i/i 


"  A*9\SkV  **"  3* 


(jB^^i-^^^*)  (cos  ft  cos V— COSA) COBfl ,  ; 


qii  doooeot 

IA  sla^A  f  2B6Xco8|4COSv  —  cosA)  % 
+    siD V +  ^^^-^ (cos V COSA- cos f»)  J, 
+il''st]i*v-fl-2ilB(cosJteo0^— cosy) ) 


(XVD 


+  Ä'^-il" J-|-2(il'B'-^ "JS)  cos  ^4  ( ,  (XVfl) 

^B''^AA'-{-2(A''B"-JjlJ  )CQav  ] 


AiBt*  +  A^'Bi'^^  A^Aj:A^'^%B^By;B^ 


Digitized  by  Google 


ins  (iruMcri;  iiei^er  ein  Tkemrmm  tm  fm§mmmo. 


IX. 

üeber  ein  Theorem  von  F.agnano. 

r  I  •  ••    P  t  ■  • 

Von 

dein  Heraasgeber. 


In  ilor  Abhandlung  Thl.  XXIV.  Nr.  XXIX.  habe  iei»  geacig*. 
das»  der  Gebrauch  der  Anomalien  in  der  Theorie  der  Ellipse  und 
Hyperbel  in  Tiefen  Fällen  grosse  Vortheile  gewährt.  Bekanntlich 
hat  Fi^gnano  gefunden,  dass  sich  immer  elliptische  Bogeo 
ann^ehen  las«Mi»  devoo  l^ifierefiz  dotoh  geschlossene  aigebraiscbe 
Aosdriieke  dargestellt  werden  kann,  was  deshalb  sehr  nlerfcfra^ 
dig  ist«  weil*  die  EHl)pse  sieh  nicht  in  geschlossenen  aoalytischeo 
AnsdrOcken  rectifieiren  Iftsst  Dass  anch  bei  dem  Beweise  des 
Theorems  voi|  Fagnano  der  Gebrauoh  der  Anomaliso  vertriff- 
liclie  Dienste  leistet,  will  ich  in  diesem  Aufsatse  seigen. 

Die  beidien  Halbaxen  der  Ellipse  beseichne  ich  wie  ge^Oho- 
lleb-  durch  •  und  so  dass  n  die  grüssere,  6  die  kleinere  Halb- 
axe  ist  Die  Coofdinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Elfipee 
seien  s?»  jf«  und  ic  sei  die  Anomalie  dieses  Punktes;  dsns  iit 
bekanntlidi  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  372.) : 

dTssacosti»  jfs^sioti; 

dbo: 


*)  Mollweide  and  I<acrolx  schreiben  ,,FagDanl*S  Klogel 
und  Cauchy  dagegen  ,,P8gnan». Letaterc  Srhrcibart  inuis  ich  für 
die  richtige  hulten,  denn  eo  ist  dt  r  NaniP  »iif  deiu  Titel  «einer  Pr«»- 
duzioni  Mntlicinntirhr.  2  toI.  4«".  Peasro.  1750.  ge•chrif^''^ 
wie  i(h  ans  dorn  ('atalog  der  Bibliothek  dea  Yerewigtea  Schnmacbet 
(Berlw.  1856.  S.  41.)  aaho. 
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Ist  nan  t  ein  beliebiger,  bei  dem  Pualte  {xy)  sich  endigender 
ßogen  der  Eilip^e,  so  ist 

ind  folglicii  nach  dem  VorliergebeDden; 

Btcbnen  wir  nun  den  Bogen  s  von  einem  beliebigen  Paolcte  der 
EIRpee  an  nach  der  Seite  oder  Rlclltniig  bld^  nach  welcher  die 
Aiioinaiien  von  0  bie  döO^  gezählt  werden,  so  nimmt  <  mit  der 
AiMmalie  glelchMitig  an  imd  ab»  und  es  Ist  ala<| 

Sind  daher  jetzt  «nd  die  Anomalien  zweier  Punkte  der 
Ellljise,  so  dass  grös<i.er  als  »o  ist,  und  bezeichnet  io>i  den 
Bogen  der  Ellipse,  welchen  man  durchbäuft^  wenn  man  die  Ado* 
aafie  u  eich  von  tip  bis  ui  stetig  verändern  lässt^  so  ist 

«^,1= y^"'  a«  V^a*sloM*  +  A«cosu«. 

Wir  uölieii  uuä  jetzt  die  Anomalie      mittelst  der  Gleichung 

cotii'  =  — ^tangii 

be*tiiumt  denken,  und  einen  bei  dem  Punkte  der  Ellipse,  dessen 
Anomalie  u'  ist,  sich  endigenden,  wie  vorher  genommenen  Bogen 
durch     beaeiclinen ;  dann  ist  wie  vvf her 


at'  SS att'  V a^sintt'ä  +  6« Cosa'». 

Hspi  ist  aber 

1  1   6*C08l^  

iTcötw^"^,  .  a»,       ,  "ü^äiHtt^  +  Äacosu** 
l+ptangfl^ 

cot«'«         6'^^''"^5"  aVinu» 


COStt 


1  +  ptaugii* 
ilio 

***»*^+  a»»muH  6Wi.«- 
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SM  Ammert:  M§r  &Ut  Tk$»§m  pom  Fa$uuuo, 

Ferner  ist  nach  dem  OliigaB: 

bin  tt'*  ~  6  *  cos  it* ' 

also: 

Folglich  iat 

Wir  wollen  non  setzen,  dass.  Indem  die  Anomalie  ti  sich  von 
hia  V|  stetig  mindert»  die  Anomalie  u'  sich  von  %'  bia  n^'  ate- 
tig  Terllndere.  wo  alao  nach  dem  Obigen 

■ 

eoti^'ss*  j-^gtib»  cota^'=—  j  tangtfi 

iat«  und  ^ wollen  den  Bogen  der  £lll|we,  welchen  man  durcbliuD^ 
wenn  man  die  Anomalie  ti'  alch  von  bia  Ui  wie  vorher  ate- 
tig.verSndem  liaaf,  dnrch  «o'i  heaeiehnen;  dann  Iat  nach  dem 
Vorhergehenden : 

/u.  du 
(a^sinic^-l-^coaicS)!' 


Aua  den  beiden  gefundenen  AuadrficlLen  von  vnd  f'0,1  er- 
h&lt  man: 


Durch  Differentiation  überzeugt  man  sich  aber  auf  der  Stelle  von 
der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung: 

g    (Q*  ~      sm  « cos   (fl* —  6*)  (6^  cos  n**  —    sin  tf^)  ^ 

Vc*sinK*+6*co8«*""       (ö*  sin     +  6*  coa  * 

« 

und  folglieh,  well 

(ai>^^(^eoati«— a«aiiiii«)  =  «•6«— (it«alni^4«»eoati<)« 

Iat; 

^    (a«— **)8lniicoaii  n*Wu  a/-ä!3 — 5— rs  
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9k$,  mm  mtm  «iri«ebtn  iten  Gtümeii      ond  'ialeftiirti 


f  «— Ä^i  5         siDttiCoetit   ^       .sin  tip  cos  r/p     _  ) 


r  ♦ 
.  1« 


Vergleicht  man  die«  biid  mit  dem  Obigen«  so  erliftit  man  die  sehr 
netkwfirdige  Gleicbnog: 

* 

' ,  i  . 

nelche  In  dieser  Form  frOber  nocb  nicht  gegeben  ist,  aber  nach 
Heber  Melnang  den  l>esten,  bestimmtesteo  und  allgemeinsten 

Aosdruck  de«  Theorems  von  Fagnano  enthalt.  Wie  leicht  man 
auf  dem  \ orliergebenden  Wenje  mittelst  der  Ariouiaiien  zu  der- 
selben gelangt,  brauche  ich  ivohi  nicht  nocb  besonders  bervorzubeben. 

•  •    ►  •  .. 

Setien  wir 

aro=acosifo»  yo^^^i>^*<o»  ^i^ncosu^,  yi  =  6sinii|; 
le  Ist 

lMni^co«i^:ts^»  •inifiCoei»|=;'^ 

lad 


<  •  III 


T. 


«  •  » 


TkfäXXTI«  U 


Digitized  by  Google 


§rum§ri;  Mm  «In  JAmtmi  pm  Fü§mm$^ü. 

Bezeichnen  wtr  die  Mormalen  der  Ellipse  in  dea  PiwkIAB 
(^cflfe)        C^a^i)  <ittrch  iV^  und  A|»  so  iet  JbekaiiDtlicb; 

M*cb  dem  Obigen  ist 
also,  weil  bekaDntlich 

Ist»  mit  Beslebnuff  der  obereo  vod  ontma  Zeicben  anf  ainaadtf; 

^   osinup   .      ,  6  cos  r/p  ^ 

und  ebenso  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicbeo  auf 
einander: 

Setzen  wir  nun 

ds^'ssacoaV*  ^'ss6ainV$  «t'=«M«t'»  9fk'=:6siotii'; 

ao  iat  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  aul  .einander: 

^        V a«8int<o*  +  i^cosiio**  ^        V^o* sin  V  +     cos lio» 

und  ebea  so  ist  mit  Bexiebong  der  oberen  aod  nateren  Zeiebee 
anf  eln^Bder: 

^   fl^siniii    6^co8«t  

Ist  nmi  mll  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicben  anf 
einander 

^^Vi^iSii^-l-^soaMo*'  Vo^sinifi^+d'coai^»* 
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also  nach  dem  Obigen:  • 


*  r 


%.  % 

■  p 

und  ireon  man 
NM: 

Ist  aber  mit  Beziehung  der  obeien  und  unteren  Z^iehmi  WäR 
tfDinder 


also  Dach  4€m  Obigen : 

Jon— W=±'~^"~(*o«o' 

Dt88  man  nocb  andere  bemerken^werthe  Anadrficke  dieaer 
Aitirfirde  finden  kOnnen»  erheUet  leicht 

Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Ellrpae  In  ^ett'dofch 
die  Anomalien  V  ond  xti  bestimmten  Punkten  dera^bea  sM 
aach  Thl.  XXIV.  S.  375.  bekanntlich : 


^  -  6  «in  ttji '  = — ^  cot  tti'  (a:  —  aco«  «j') ; 


M 
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MI  Liga  w Ski:   Ein  Beilraff  zur  JnAalt$Hr€ckminff  der  Körper, 

und  bezeichnen  wir  also  die  Winkel,  unter  denen  diese  Berüh- 
renden ge[;en  die  Hauptaie  der  tUipse  geneigt  sind,  darch 
und       so  iät  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

Mach  dem  Obigen  i«t  aber 

coti^i'ss— l^teDgü^,  cetii|'=— ^tangt%; 

woran»  «idi  die  bemerkeoswertiien  Beilehnngen 

tangV4^=  tangü^»  tangvi  =  taogtii 

ergeben,  die  ein  Jeder  leicht  selbst  geometrisch  zu  deotw  fai 
Stande  sein  wird. 


■ 

«  p 

Ein  Beitrag  zur  Inhaltsbereclmiiiig  der 

Voa 

Herrn  Doctor  f^«  Ligowski, 

Lehier  der  MallieiDalik  an  der  Tereinigten  Artillerie  <-  and  lag^^^ 

Scbnle  aa  Beriia» 


Wir  werden  in  der  folgenden  Abhandlunpr  zeigen, 
auf  elementarem  Wege  die  lidialte  von  sclir  vielen  Körpern  aö* 
ihrer  Durchschnittsfläche,  wenn  diese  als  ^'unction  der  Huhe^g^' 
gebeo  lat»  beatimmen  laaaen. 

Der  Satz:    „Körper  über  gteiehen  Grundflächen  uttd 

gleicher  Höbe  sind  t^leidi,  wenn  die  parallelen  Schnitte  lö 
eher  Hohe  überall  beziehiich  gleich  sind",  dient  unserer  Betfi«^ 
tung  als  Grundlage.  '       *.  * 


/ 
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Vku6t^  SmUt  irdchiv  Id  viile»  Werken  ab  irtii  Cnrndeftts 
gdlirt  let»  kaiWt  wenn  man  die  Regel  ftr  4ie  InhaMiestlniHiang 
d«r  ptisnaliselien  KOrper  beiriefien  bat,  mit  Hälfe  eingeschriebe- 
ner nod  niRschriebener  Priemen  hi  allin*  Strenge  bewiesen  werden. 
FiSr  DDsern  Zweck  Ist  es  nOthig,  diesem  Satze  eine  allgemeinM 
FawoDg  ZD  geben,  und  zwar  folgende: 

Ist  die  Summe  der  Inbalte  der  Darcli^chnittsflächen  mehrerer 
Kurper  von  gleichen  Hüben,  aber  beliebigen  Grundflächen,  In 
gleichen  Abstinden  von  diesen  gleich  der  IhircbscbnittsflMie  einee 
andern  Körpers  Ton  derselben  Hobe«  ni  denselben  Abstinden  von 
dir  Gfimdiläebe,  dann  Ist  der  Inhalt  diesas  letztem  EHrpers  gleldi 
dar  Stunme  der  lobalte  der  erstem. 

Dieser  8atz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  Summe  der  In* 
halte  der  üarchschuittsflächen  eine,  algebraische  bt 

Selzen  wir  den  Satz  von  der  Inhaltsbestinimung  der  Prismen 
ib  bekannt  voraus,  so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  des  eben  gcuauii- 
tCD  Satzes,  dass  der  Inlialt  eines  Küfpers,  de^ssen  zur  Grund- 
fläche parallelen  Durchschnitte  gleich  a  a\ui\,  bei  einer  Höhe  x 
(ia{>  \ulumen  a.x  hat.  Es  sollen  nun  Kurper  mit  veränderlichen 
I^urchscbnittsflächen  untersucht  iverden ,  und  zwar  zunächst  der 
einrachste  Fall«  dass  die  DmcbscbaUtsfläche  in  der  Hohe  x  gleich 
^'X  ist. 

Diese  Darebschnittsflicfae  b.m  kann  man  sieb  als  ein  Recbt- 
tck  mit  den  Selten  6  und  x  vorstellen;  der  KSrper  ist,  wie  man 
Mit  Übersieht»  ein  dreiseitiges  Prisma  mit  ^  den  Grundkanten 
nod  und  den  Seiteokanteo  b.  Stehen  die  Seltenkan* 
bn  (Tat  II.  Fig.  1.)  senkrecht  zn  ABCf  dann  ist  der  KSrper  gleich 
^er  Hüfte  eines  rechtwinkligen  Parällelepipednms,  hei  wefoben 
'itin  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  x,  x  und  6  sind; 
^  Inhalt  des  Körpers  ist  lialier: 

Betrachtet  man  BCFE  n\s  Durchschnittsfldche  in  der  üvhe 
^^Xf  dann  ist  der  iubait  dieses  iSchniits  b.x. 

Wir  wollen  non  den  Inhalt  der  Durcbsehnlttsliiebe  eines  KJür- 
(cii  in  der  Höhe  x  gleich  x"^  setzen  und  suchen,  welches  Vola* 
neu  derselbe  hat. 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  übersieht  man 
*^oit,  dass  dieser  Kurper  eine  Pyramide  ist  Der  Bequemlleb* 
keit  wegen  wollen  wir  den  lobalt  des  halben  Körpers  soeben^ 
^  alnea  Uii>ers,  dessen  Onrcbscbntttniächn  in  der  .Hdbn  « 


gleidt       Ist.  Diese  DurchschniHtfflBcb«  kann  Mio  shir  all  «b 

Es  sei  in  Taf.  II.  Fip.  2.  diese  i^yramide  so  eezeirlmet,  da^s 
die  Höhe  derseUieu  die  Grundfläche  im  Scheitel  des  rechten 
VVInkeU  trifft ,  die  in  B  sosainiiitBstosMiideo  Kanten  »tebeo  alt* 
daao  rechtwinklig  sn  einander« 

In  Taf.  II.  Fig.  3.  ist  diese  Pyramide  zu  einem  IVisnia  ergäoiti 
Legt  man  durch  AD  und  DF  eine  Ebene  AJ)l'\  (iann  ^\ifti  tlie 
Ergänzung  ACFED  in  zwei  gleiche  Pyramiden  AH  D  uod  ACil) 
;ierlegt,  dieselben  hahen  gleiche  Gniodflächen  und  die  Hube  ist 
für  beide  dieselbe. 

Jede  dieser  Pyramiden  Ist  aber  auch  gleich  der  Pyimide 
ABCD,  weil  eie  mit  deredben  gleiche  Gmodlliche  und  gleiebe 
Hube  haben.  Man  kann  nSmlich  bei  der  Pyramide  ABCD  ABB 
Ale  Grttndf Sehe  nnd  BC  als  Hßhe,  und  bei  der  Pyramide  AEFB 
AEDz=ABD  als  C^rundflnche  und  DF-ßC  als  Höhe  lietrrtfc- 
ten.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Pyramide  ABCD  gleich  de» 
dritten  Thelle  des  Prisnias  ist,  mit  welchem  sie  gleiche  (jlrai^ 
fläche  und  HOhe  hat.    Das  Volumen  von  ABCD  ist  also 


Der  Inhalt  des  Kürpers  mit  der  DurchschnittsflSche  in 
Hube  X  wird  nun  doppelt  so  gross,  also  gleich  Ix^  sein.  Ei« 
Körper,  dessen  DurchschnittsflSche  in  der  Hoho  z  gleich  cx*  l5^ 
wird  dasselbe  Volumen  haben  wie  c  Körper  mit  der  Uurcb- 
«cbnittsfläcfae  a^,  d.  b.  der  Durchsobnittsfllicbe  «w^  «Btipricbt 
das  Volume«  icxK 

Stellen  wir  das  bis  jetzt  Gefundene  zusammen: 


DsfehichoitUflAche  in  der  Höhe  x 

1)  « 

2)  6x 

3)  cx^ 


Volumen  de«  Knrperaläck« 

Höhe  X 

QX 

■ 

\ex^ 


Durch  einfache  Betrachtungen  mit  Hülfe  der  Grenzen  Hesse 
iticfa  nun  auch  aeigen«  dass  ein  KGrper  mit  der  Dafcbidu^i^^ 

flSche  px^  das  V  olumen      tt  bat,  worauf  wir  aber  nicht 

gehellt  wdi  wbr  den  Weg  der  Conetraelloii  nicht  nntoM«  woUiv* 
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Mim  ICdrper,  demn  Dureb«chnittoflSche  in  der  HSbe  s  gleich 
af  6.r-^cJ:*9  ist  non  gleich  der  Summe  der  Körper  mit  den  Durch« 
ichiiittsiicbeD       6x  and  ca^,  d.  h*  der  DurchschnttUflächa 

a-^bxi-cjc^  eatspricht  da«  Volumen  F=ai;  +  -j- 

Als  Beispiel  ruüge  der  Inhalt  eines  Kugelabschnitts  vua  der 
Hobe  j[  berechnet  werden. 

Die  DorchscbnittsflScbe  In  der  Höhe  m,  al«o  die  Gnmdittchei 
iit  Mch  bduuioteii  Siteea  aw  der  GeomeMe: 

abe 

lo  der  Form  a-\-bx'\-cx^  sind  nan  die  0iirchflcbnittsfl£chen  der 
Pyrtmiden,  Obelisken,  der  Kegel  und  der  durch  Rotation  der 
Kc|dachDitte  am  ihre  Axe  entetandenen  KOrper»  so  wie  aach 
fide  dareh  windschiefe  Flächen  hegreoite  KSrper  enthalten;  die 
Voinins  derselben  lassen  sich  daher  alle  nach  der  Formel 

bwecboen. 

Das  Velosie«  4er  in  /(«)ao-|»ftdP-Kcfr*  eothalteneB  KQr^r 
liMt  sich  nach  aaf  eine  höchst  einfache  Weise  dnrch  die  beiden 
Indtidben,  die  BflttelliSche  and  HShe  x  aasdrflcken. 

Es  stelle  Taf.  II.  Fig.  4.  einen  solchen  Körper  dar.  Zählen 
wir  die  a  ?oo  E  an,  dann  ist , 

«17  •tr' 

Mtsu + +  e-y  * 

* 

Cr=sa-f-6ar  +  c«*, 
nd  dmeh  Mnltlplication  mit  ^  entstellt: 
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908  Ug9WM*4j  JSüt  Mmtm§  mr  InäaiüäifUämuig  Oer  MöfBU, 


dieses  ist  aber  V,  niitblii  Ut  für  mUe  io^  <i«r  Focm  a-^bm^^tt^ 
•Dtiialtene  Körper  auch 

r 

welches  die  bekaoote  Hegel  von  Simpson  ist 

Als  Beispiel  hierzu  «oll  der  Inhalt  einher  ebs^künteii  Pyra- 
mide mit  den  Endflächen  G  nnd  E,  .eo  wie  der  Hobe  K  berech- 
net werden.  Welche  Form  die  Endflächen  auch  haben  'mftgea« 
immer  Ist  die  abgekflrzte  Pyramide  gleich  einer  ron  dersdbeii 
Hobe  mit  quadratischen  Endflächen  von  den  Inhalten  G  nnd  £. 
Die  Seiten  der  Endflicben  sind  dann  VG  nnd  VE,  daher  die 

Seite  der  MHtelflfiche  — ^  ^  ^^^^^ 

Der  Geheime  Rath  Uriz  hat  gezeigt,  dass  die  Simpson'scbe 
Regel  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Dnrchachnittsflftche  io  der 
Hübe  X  In  der  Form  a'^bx^esfl-{'dsfl  enthalten  Ist. 

Wir  suchen  ntin  den  Inhalt  des  korpers«  dessen  Durchschuitli- 
fläche  in  der  üühe  x  durch 


fixi^aVj^^i^ 

gegeben  ist. 

Man  ubersieht  sehr  leicht»  dass  der  KOrper  (Taf.  lLFig.&) 
als  ein  Stflck  eines  geraden  Kreiacyllnders  von  der  UObe  e  ^ 
dem  Radius  r  der  Grundfl&che  betrachtet  werden  kann« 

Wiiiinit  iiiiii  AJjIU  als  Grnndfläche  an,  (iann  ist  DHGC  ^ 
Uurcbscbnitttiiiüciie  in  dcriiühe;i:,  der  Inhalt  derselben  istabergleicb 

Der  Inhalt  des  KOrpera  ABCDEFGU  ist  aber 

FzzQ,ABCD. 

4 

Da  nun  Fläche  ABCD  -  ;(i  %V— a:«  +  r^arcsin^)  ist,  ^ 
halt  mao: 
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«I0  iDbatt  des  KOrpm«  d«w«B  DardMcbnUtofläfilid  in  der  UOhe  x 
gleieb  äVi*-.«»  tot 

Ergänzt  niao  Taf.  II.  Fig.  5.  zu  einem  VicrfelcyHiider,  dann 
kat  (fiese  Er^Snzuog,  wenn  die  Höhe  jc  uicht  von  D,  sondern 
ron  der  Peripherie  an  gezählt  wird«  zur  Dorcbscbuittsfläcbe  den 
Ausdruck     '         -  ' 

für  da«  VoUunen  diese«  Kürpers  bat  man  sofort  den  Ausdcack: 

Et  lasutn.  «ich  ■lui  die  Inhalte  d«r  KOrper»  derea  Dnrjph- 
icbiilttflilSchen  in  der  Fofu 

I    ^  ^ 

« 

eothalteo  siod,  sofort  angeben. 

Ale  Beispiel  Mersa  werden  wir  die  Inbalte  .der  JKOrper  be- 
nebeeD,  welche  entsfehen»  wenn  «Ich  die  Fig^0*  Q*t.»  TAf.  li., 
AB  al«  Aze  drehen.  ^ 

Die  Durchscbnittsflächeu  in  der  EotfemuDg  x  von  D  sind 

y^7(  =  (a±  V  r*  -  a:^)^7t  =  (a» + r* — i  2a  V*?^^«*)  ' 
«NUd  nach  deo  oben  gegebenen  Formeln: 

8 

F===((aHr*)ar- y  i:a(ar  Vi^^i^  +  r»arcsin|)]3». 

Diese  Formeln  finden  besonders  Anwendung  bei  der  InbalUbe- 
recbuung  der  Gei^cbützrabret  '  '  1      ) .  *  . 

Man  bunn  dieselben  Fonieln  mit  Vertbell  bei  vielen  Gewöl- 
ben anwenden,  ebenso  bei  der  Berecbonng  von  hnlliinnigen  Ab« 
schnitten  von  Cylindem.  Geht  bei  solchen  Abschnltteii  dleSchnitlv 
cbsae  durch  den  Mittelpunkt  der  Gmodiliche»  dann  reicht  anr 
Bflrecbnnng  den  Inhalte  die  Slmpnen*sche  Regel  sehen  ans. 

Znm  Scblnese  sollen  noch  die  Volumina  der  KOrper  beffisb 

est  werden,  deren  DurchschnittsflSchen  in  der  Hshjft  ^.dur^h 

»  *  '  ■   • . 

.  4P  V F^-i-^  und.  jßV^aiur— ,.   ;  .  '] 
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gegeben  sind.  Aach  diese  Korper  kSnoM  ak  AktcWtte  m 
geimdeo  Kreiscylindem  betrachtet  werden«  • 

Um  den  Inhalt  des  erstem  Korpers  zu  erhalten,  constratre« 
wir  die  Fig.  8.,  Taf.  II.,  analog  der  Fig.  5.,  Taf.  IL,  tragen  in  der- 
selben auf  BF  und  fYr  von  B  uod  C  aus  AB=x  ab,  le«rw 
durch  AD  und  AV  eine  Ebene,  dann  ist  der  Kurper  ABJiÜJ 
ein  solcher,  dessen  Durchschnitt^tläcbe  in  der  Hohe  gleich 

« Vr*— a:*  ist.   Denn  zählen  u  ir  die  Jr  Too  dane  ist  die 

Dorcheebnittsfllcbe  in  der  Entferiunig  AB^x  ven  der  Ebeee 
ADHE  das  Rechteek  BCKJ  gleieh  BJ.BCsssV?^^* 

Um  den  Inhalt  dieeee  KSrpers  ?u  erhalten,  zerlegen  wir  den- 
selben durch  die  Ebene  KCL  ||  ABJ  in  das  dreiseitige  Prisma 
ABJKCL  und  in  das  CylinderstOck  LCKDL.  Wird  nan  dtr 
Kline  wegen  ißC  mit  y  heseichnet,  dann  ist  der  lobalt  dee  otea 
genannten  dreiecftigen  Frismaa  \ai^.  Zar  Inbaltabestlniniang  des 
Cylinderstttcka  legen  wir  in  der  Entlmong  t  von  hCK  eiee^ 
Schnitt  MNO  dnreb  denaelben;  dieser  ist,  wie  man  leicht  übt^ 
aiebtp  ein  gleichachenkligea  Dreieck,  nein  Inhalt  daher  gleicb 

;jlf;V«  =  Ur»-(y  +      =  4(r»-,t-.2y,-,«) 

oder,  dn  r*— 3^'  =  a:*  Ist,  der  Inhalt  dcü  Schuitts  in  der  Ent- 
feroung  z  von  hCK: 

mithin  das  Volumen  des  Kürpers  von  der  Udbe  s: 

Für  z=r  — y  erhält  man  hieraus  das  Volumen  des  Cylinderstflcb 
LCKDL: 

Daher  der  lalialt  des  ganaen  KSrpeitt 

welche«  nach  einigen  Rednctionen : 

r--:)(r«-^  oder 

gleit 

Zar  Inhaltsherechming  des  Körpers  mit  der  Durchschnitt»* 
fliehe  *Sf irx—a^  canatruiren  wir  waederam  ein  Viertel  eio«* 
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Kulicyflaiewf  <Taf.  n>  Fig,  ft>).  I>er  Railii«  teiQimdrMM  il^H 
sei  gidcb  r  vad  BF  werde  mit  x  beBeicboet  Legt  man  oaii 
doreh  F  senkrecht  auf  Aß  einen  Sclwitt  dorch  deo  Körper  oDd 
trad  auf  FL  ond  Cüf  von  F  und  C  aee  PG^CBaaat  ab»  dano 

Ist  der  dnrcfi  die  Ebenen  FCHG  und  //6?Ä  vom  Cylinder  l*ge* 
schnittene  Kürper  ein  solcher,  dessen  Darchscbnittsfläche  In  der 
Eittamig  a  Wim  B  gleicki  a  Vira^a*  ist. 

Cm  den  Inhalt  des  Körpers  berechnen  zu  können,  setzen  wir 

AF=zti  dann  ist  CF=zV r^—z^  und  die  Durchscboittsflficbe 

«VSv^^  irt  dann  feieich  (r-«)V  T*— »*;  dieses  ist  aber  auch 
DoKbacbBlftsÜSche  öw  KOtperattcfai  AFCDQMHJ  in  d^ 

Eotfemune  f  von  JD^J.   Da  (r— 2)    r*— x*«rV  i*-?-fV* »*t-i^# 

Ml  ist  das  Volumen  de£»  genannten  Körpers  nach  dem  Früheren* 


Der  Kürper  Cid  HB  ist  der  Unterschied  der  beiden  Körper 
ABKJB  nnd  ADKJFCHG,  der  letatere  hat  das  Velnmen  V,  der 
mkn  bat  sam  Inhalt 


welcher  entsteht,  wenn  in  F  statt  z  r  gesetzt  wirdj  demnach  iät 
Bim  der  Inhalt  voo 


CfGHB  =      ^  -       j(»  V^»^+r»arcain^+i[r«-(r«-»*)*l 


1^=55(1  V"  I«— z*-f  r*arcain^-.4tra-(r^— a*>ij. 


TT  t  Z 

Ih  DUO  5- — ar43in-=arccoa-  lat,   «o  wird  bleraua  der  Inhalt 


1«  CFGHB  gleich 


3  ' 


oder,  wenn  wie  für  1  aeiaen  Werth  r—x  eioführen: 


Fss  -  j  arccos 
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fcbi  Voltt—o'  d<t  E»pw>  aeMoDiirckMhttittitttehslatelU« 

*  gleich  j:  V2rar^**  !«t. 

Naeb  dem  bbber  Vorgetragenen  aiod  Wir  nuD  im  Stande,  die 
Inhalte  tqü  Kürpem  au  berecboas»  deren  Dorchicbiiittaflidw 
Glieder  toii  den  folgenden  Formen  enthalten: 

» 

bx,  car«,  aVr*— 6V2^j?-i*,  a?Vi^^^^,  «V^2fr^. 

Es  lassen  sich  leicht  noch  andere  Formen  finden,  (i!r  welche 
die  Kubiruiig  der  Körper  crelingt.  Benutzt  man  die  vom  Heraus- 
geber des  Archivs  auf  elementarem  Wecre  i^et^ebeno  Forrael  für 
die  Fläche  der  Hyperliel,  dann  kann  man  auch  die  Körper  kubi- 

ren,  deren  DurchschaittsflSche  in  der  Hube  a  gleich  aV^px-^-gj^ 
let  Doreb  Beootsung  der  Parabel  etb&lt  man  auch  den  lahall 

der  Körper  mit  der  DnrcbschDtttafläche  aV^ 6 -fear.  Mit  vfolen 
Vortbeil  bann  man  eieb  der  mitgelbeilten  Metbode  bei  den  to  der 
Meebanib  vorkommenden  Snmmirnngen  bedienen. 


Zusätze  zu  §.  7.  und  §.  9.  der  Beiträge  zur  Snmmiroi« 

der  Reihen  im  26.  Bande  I.Heft  S.21  u.ff.  des  Archiv. 


Von 


E^m  Hofrath  Oeiiinger 
aa  der  Ualrenitit  an  Fr  ei  bürg  i.  B. 


Die  in  {.  7.  Qnd{.0.  behandelten  Poteoaen-  nnd  Fakaltfiteoreihen 
bieten  8o  manchea  Eigentbümlicbe»  daae  ee  eich  #obl  der  Aifi'^ 
lohnen  dürfte,  noeb  etwae  über  dieeelben  belitafttgen.  * 


\ 
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%ur  Summirung  der  Reihen  im  2^  Bäe.  i,  Uefl  S,  2i  ii.  jf.  d,  Arehiti,  3i3 

Ich  haüe  die  Absicht,  das»  was  noch  belziifügeo  Ut,  am  ge- 
bSri^eu  Orte  in  den  Text  mit  den  uothigen  Liiiänderungeii  auf- 
zünehnitf).  Die  Abhandlung  war  a!>er  schon  gedruckt.  Meine 
Bitte  nm  Kücksendtins^  des  Manaecripts  kam  zu  spät  und  konnte 
daher  iiiclit  mehr  l)c rücksicbUgt  werden.  Ich  trage  nuo«  was 
beiislägeo  ist,  hier  nach. 

Ausser  der  benutzten  Methode  lassen  sich  noch  andere  ^af 

die  dort  behandelten  Reihen  anwenden,  wodurch  einerseits  die 
gleichen,  andererseit.s  aUweichciuie  Ixesultatc  erzielt  werden.  £b 
dörOe  daher  sach^^emSss  sein,  hierauf  aafmerksam  zu  machen  und 
die  verschiedenen  i Betrachtungsweisen  mit  deo  daraus  fliessendeo 
Resultaten  Torzutegen. 

Gebt  maD  von  den  Glelcbongeo  des  §.  75.  »eioer  Lehre  von 
^•D  auf  «(eigen  den  Fenetloiien  ane»  ee  hat  maas 

«  ■ 

mi  Uemie: 

*  * 

■  ■  w  ■         <  ♦ 

4         ■  *  i 

worin  folgende  Werthbestimmungen  gelten: 
3)   .  J~^(«+(i«-f lM^)P=i(ar  +  («  +  l)-:fa:)l» 

-     + 0« + + Up)»  («+(«+  

NUnnit  naa  dod  deo  Sati  aa  Halle,  daaa  bei  aaeadlieii  «riMsl^ 
leadeiB  n  die  aiedera  Poteaaen»  welche  n  führen,  dea  btSheni 
mwOber  veraaehiteigt  werden. fcOnneUf  and  der  eft  ^ogevreo* 
dft  wirdt  eo  (allen  die  aledern  Petenaea  in  der  entwickelten  Dar- 
steÜDDg  ¥oa 

+      +  .   •  . 

I  j  r 

gcgeaflber  der  hdchatea  weg  and  man  erhilt  aeibrt  ava  2)  and  ^ 
ttr  ein  anendliehrwacheepdea  «t     .  <  i 

Bad  hieraus  spfi^rti     •    r   »  r  i   ■  ■  .  , 
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tt)    Um  [fi(-W»+a«Ji«)^-.  KJ^«a»+ « , 

Diese  Resultate  stimmen  mit  den  in  §«  7.  gegebeuen  üliereia. 

Eben  so  erhält  mao  filr  die  ie  $.  0.  Mgegetee«  KaWüllih 

JReihen : 

worin  nach  §.33.  meiner  Li  ehre  von  den  au^csteigeadeiiFBiiC' 
tionen  gilt: 

(JJ + + l)-^.r)P  ==  4U  +  (n  +  \)/Sx)f\^* 

und 

= — 4p  Ca? + 

# 

Nimmt  man  auch  hier  den  angezo<»enen  Satz  zu  Hülfe  ntd 
wendet  Itui  anf  Fakultäten  an,  m  ejrg»ü>t  «ich  ^u«  0)  ilif  eio  UO' 
eodlich  wachsendes  n: 

bieie  etiinmt  mit  den  In  {.  9.  gegebenen  Reenltaten  überchi* 

Glan/  ander«  gestaltet  sich  die  Sache,  wewn  man  ftlj'into 
Methode  wählt.  Die  Gleichung  13)  7.  kann  unier  der  nadl' 
stehenden  Form  dargestellt  werden: 
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tur  ^umnärung  der  Mäm  im  Z0>  Bd£.  U      8,titt,ff,«L  ärMm,  2 1 5 

Non  ist  (j?+2ii^Ä)F-*--(jr+e^l)^*)^*«-^(*+<?»^l)-^*^^ 
Hiernach  geht  8)  über  in: 

worin  f&r  die  Glieder  des  SmiimmiaiiidnidLe«  folgende  Glelcbimg  gilt: 

10)  ^(^+(2n-lMar)P-*=(p— Ä:)  (a>+  (2ji— l)^ar)J»-*-iz/jr 

s=  (p  -  it)  (ar  4-  %iJxyf-^Jx 

Eben  mo  erhiU  man: 

11)  a^^x-k-^atiPM^-^^aiiP ....  Ov-f 2ii^d?)P — l(«+(2itil>J^)P 

+  i^p — ipaP-^^a  +  ÄCrtt«P-2(-i^ar)* — .  . 

Aach  hier  gilt  die  Daratellung  10),  wenn  man  statt  2»  aetat 

Am  10)  ergibt  ridk,  das«  der  Sommenanadbuck  in  9)  und  11) 

in  mehrere  Reihen  ühergebt,  die  nach  den  fallenden  Potenzen 
von  {x-^'1ju1x)  oder  von  {x  -\-  (hi  A-  l)  Jx)  geordnet  «ind.  Bl»l 
%%achscndem  n  wächst  nun  auch  nach  10)  der  Werth  der  hieraua 
flies^enden  Ausdrücke,  und  weder  die  einzelnen  Ausdrucke,  noeti 
auch  ihre  Gesammtlicit  geht  in  0  über.  Es  entstehen  daher  nach 
dieser  Methode  keine  (Jrenxwerthe,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
die  Au?«dru(ke  auf  der  rechten  Seite  niedere  Potenzen«  ^ta  auf 
der  Unken  führen. 

fti  «ineB  Fale  jedoch,  wenn  p=:l  iat,  führen  die  genaonten 

Reiben  auf  einen  Grenzwerth,  wenn  man  diesen  IVamen  gebrau- 
chen wiJi,  luui  man  erh&lt  aas  9)  und  Ii)  iü^  ein  nntndli<di  wach- 
aendea  «; 
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216  OetMnger:  ZuMäi%e  %u^X,u.%,9,  der  Beiträge  %ur  Summirmig  tu, 

12)  Lim[S(— )*■•*(*+  (Ä»-^  1)        +  \{x  f  2ji/#jf)^]=ix, 
Lim  [<S(-)*"(;r-ff-aK2#;r)F— l(jr4-(2te-|-])^x>F]s^4(j;-^jr). 

Aeholiches  gilt  von  den  Fakultllten-Reihen.  Aus  3)  $.9.  erhilt 
wenn  die  ntgttlYeii  Anfstufungen  der  Fakultäten  nach  {.83. 
Lehre  von  den  aufsteigenden  Functionen  eDtvricIcelt 
und  die  hlerrae  folgenden  Relliea  rereioigt  «md  dnrcb  Unterediied« 
dargestellt  Werdens  . 

....  (— )«  (d?  +  «^u:)Pl^'(--)«+^      +  ("  +  i)  Ax)f\f* 

m 

Werden  die  angezeigten  Unteradilede  eingefllhrt»  ao  eatitelt: 

14)  «p!'«— (jr+^Ä)|il-^*4(x+2^x)Pl'».:.. 

+  »^Jr)i»l^'(— )"+S(.r  +  (n  +  l)-i/j;)J»l^' 

=(-)»+i[i|i(arf(ii+2)4#*)r-*»-''-Ä^«^2y^ 
+        (x+ (II  +  4)  ^ar)P-M'(^/x)»— .... 

Aus  14)  zeigt  sich,  daas  bei  «acbsendein  n  kein  Grenzireiil  ^ 

steht,  und  was  vorhin  über  die  in  §.  7.  benutzte  Metbude 
vrurde,  findet  auch  hier  Anirendung.  ' 

.Es,  liegen  nun  veraeliiedene^etracbtaDgeweiaeD  W» 
die  eine  Wnf  das  Glied      <f  Siu^^?)«'  und  iCv-|-GK»+l)^)^  j^^^.'^ 
«tcbf  ntflimt»  die  andere  nicht  Anelt  bei  Aufnahme  dieaos  ^'^^ 
den  lUeaaeD  flir  eine  und  dieaelbe  Sache  bei  veracbieiflener  Be- 
bandlungew^.vefraehMeiie  ReeuHitej'  Jeder  MawM^glf^ 
stellen  Gründe  zur  Seite.   Welche  Jtoeultate  werden  nuft 
riehtigen  zu  bezeichnen  »ein?   Hält  man  die  Afmahme' d4i 
Ilgen  Wacbseua  für  n  und  die  müglichfit  einfache  UarsteiluRf  ^ 
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flmmapaagdrgcfce,  tri«  me  in  No.  8)  u.  ff.  gegeben  wmdm,  feaC» 
tes  «cMdI  die  loi^tit  entfrickelto  Melhede  den  Vomg  Ter  deo 
ttrig«  sa  vetdiMieo,  luid  mtaen  sofort  die  warn  den  endeni 
Hdbedea  berFoigebeiiden  Reeultate  ik  aeflalieeiji  beseicfanet 
wttdee« 


1 


Knlefimn  der  ConTergeaz  und  Di?ergenz  der  Reihea« 

Tob 

Herrn  B,  Hoppe y  , 
VriffttdeeteteD  ee  d«r  UaiTflvtilil  te  Berits. 


Unter  den  coavergeiiten  Reihen  lassen  sich  zwei  Claesen 
unterscheulen :  solche,  deren  Converp;enz  bei  beliebiger  Aende> 
niug  der  Vorzeichen  der  Glieder  fortbesteht,  und  solche,  die  nur 
för  gewisse  Bestimmung  der  Vorzeichen  conversiren.  Die  Bedin- 
gttng  der  Convergenz  für  die  letztere  Classe  ist  einfach,  wenn  die 
Vorzeichen  beständig:  abwechseln ;  es  reicht  bekanntlich  hin  , 
die  absoluten  Wertfie  der  GÜeiler  von  irgend  einem  Gliede  an 
be^täudig  abnehmen  und  eich  der  Grenze  0  nabern.  (Jeher  die- 
ien  beeonderen  Fall  hinaus  iSsst  sich  hier  nicht  wohl  ein  ailge* 
neioes  Gesetz  anfeteilen.  In  Betreff  der  erstem  Classe  hingegen 
dMmi  mir  da«  gewubniiche  Verfahren  hei  Beurtheilung  der  Con» 
vergenz  in  mancher  Hinsicht  einer  Verbesserung  f^hig  zu  seloi* 
Wenn  gleich  die  Division  zweier  auf  einander  folgender  Glieder» 
inf  der  jenes  Verfahren  beruht«  fllr  viele  fieiben  die  Untentacbnng 
^üMacbt«  so  bringt  dieser  Umweg  doeb  sngieleb  einige  Bfingel 
■Maick  Bisltns  Mtlbr  dabei  swiseben  entschieden  eenvergirendsn 
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und  entschieden  dlTergirenden  Reiliiin  ein»  Lfieke,  die  «leb  nni 
durdi  neue  Kunsturiffe,  und  7wvf  nieder  Mess  bis  za  einer  netien 
Grenie  «Mellen  läset.  ZivtHen»  lltst  dIeM  VeiiiiHreD  ein«  wlek- 
fige  E&genecfaaft  der  Reihen  erster  Cl&sse  ßans  «fbemrtst»  di» 
DSmlich,  daM  sie  eich  nach  dem  Grade  ihrer  Cenvergent  vgtgM- 
eben  iawen»  se  daes  dnrch  die  Prüfung  ihrer  Cenveigeni  nngleieh 
deutlich  wird»  welebe*  VerSodeningen  daa  allgenelne  Glied  erfiA* 
ren  kann»  ebne  dasa  die  Cenvergens  aofbSrt. 

Dass  eine  solche  vergleichende  Beurtheilung  der  Conrergenz, 
und  swar  bloaa  nach  dem  Verhalten  der  allgemeinen  Glieder  l>ei 
unendlich  grossem  Stellenzeiger,  möglich  ist,  ist  ohne  Zweifel 
bekannt;  hier  aoll  gezeigt  werden,  dass  zur  Feststeilung  der  Ge- 
setze sowohl«  wie  an  Ihrer  Anwendung  die  Elemente  der  Dlffe- 
renzialrechnung  Tollkoromen  ausreichen,  und  dass  in  Bezog  auf 
die  Leichtigkeit  der  Behandlung  die  vergeseblagene  Metbode  der 
gewöhnlichen  in  keiner  Welse  nachsteht  Da  hier  nur  tou  Reiben 
der  ersten  Xlasse  die  Rede  sein  wird»  deren  Merkmal  'darin  be> 
steht,  dass  die  absoluten  Wertbe  Ihrer  Glieder  selbst  cenyergeole 
Reiben  bilden,  so  kOnnen  wir  die  Glieder  aberbaupt  durchgängig 
fosIlW  annehmen»  Ferner  kHaaen  irir  uns  nf  somie  Mhen  to- 
schrSnken;  deren  Glieder  fortwftbrend  abnehmen.  Denn,  totfemt 
man  vor  jedem  Glinde  einer  beliebigen  Reihe  alle  vorausgehen- 
den kleinern  Glieder,  so  erhält  man  eine  durchgSn^i»  abnehmende 
Reihe,  die  aus  h  iclit  im  übersehentirn  GrfiiultMi  mit  der  ur^iprüng- 
lichcn  zu  jjleiclier  Zeit  coovergirt  oder  di\er<^iit;  ausgenommen 
Wciui  die  Anzahl  der  zwischen  je  zwei  Gliederii  ausEfCstosseneo 
Glieder  mit  der  Stellenzahl  in's  Unendliche  wachst,  In  welrhera 
letztem  Falle  die  Reihe  die  Form  einer  unenülicbeo  Doppelreibe 
annimmt  und  aU  solche      behandeln  ist. 

Sind  nun  uk  und  Tk  die  darch!^??n!»fs;  positiven  ond  bei  wacfi- 
sendeui  k  beständig  aboebroendcn  allgemeinen  Glieder  zweier 

Reihen,  so  braucht  man  in  Betreff  ilirea  Quotienten  ^  ur  die 

drei  Falle  in  Betrachtung  zu  ziehen:  1)  wo  derselbe  für 
verschwindet;  2)  wo  er  einen  von  0  verschied enen  Grenzwertb 
hat;  3)  wo  er  mit  /  in  ??  Unendliche  wächst.  Ist  er  eine  schwan- 
kende Fimction  von  so  lässt  sich  eine  der  Reihen  ffiglich  als 
Doppelreibe  betrechten:  denn  wenn  er  zwei  verschiedeoe  coiistanti 
Werthe  unendlich  oft  (Iberschrelten  soll,  so  moss  die  Anzahl  de» 
jedesmal  daswisebea  liegenden  Glieder  mit  Ain's  Unendliche  wachsen. 

Angenommen  nun,  dass  die  Reihe  der  i^j^  convergirt,  so  wird 
in  den  beiden  ersten  Fällen  auch  die  Reihe  der  ceiiT^igimi^ 
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99pp€:  iCrtterHan  der  Contergenz  und  Ditergenx  der  RHken.^\^ 

h  ilre  Summe  bei  ivacfateodeiii  k  stets  kleiner  bleibt«  als  die 
tom  der  f»»  nmltlplielil  aiC  tan  f rSifeten  Wefth«  ^ 

k  ersteu  Falle  kann  man  Qberdiess  sagen,  die  Reihe  der  vk  con- 
rergire  8t£rl^er  als  die  der  uk*  im  zweiten,  sie  convergire  mit  ibr 
gleicii  0terk.  Im  drillen  Faiiie  wird  demj^^emio»  die  Beibe  der  e« 
entweder  scliwäcber  cooverglren  oder  aiverglren.  Das  Umge- 
kehrte findet  in  'Bezug  anf  Divergenz  statt»  lalle  die  Reibe  d^ 
ftfivergirf;  im  ereten  Falle  wtrd  die  der  vk  acbwficher  diverg?« 
fModer  converglren»  Im  iweiten  gleich  stark»  fan  dritten  stirker 
dirergireo. 

Demzufolge  wurde  elM  Reibe  wie  die  der  tr*  zur  Prüfung 
aller  übrigen  dienen  können»  wenn  sie  onter  allen  con?ergenten 
iltttn  am  sdiwXebsten  eonverghrte  oder  unter  aHeo  dif  ergenten 
a  «ebwicbsten  divergirte.  Diese  Bedingung  liest  sie  zwar»  well 
Ute  Reihe  die  yerlangt«  EigenschatI  absolut  besitzt»  nur  snc- 
muft  erfiillen.  Allein  man  kann  die  Form  des  allgemeinen  Glie« 
ittaogeben,  innerhalb  deren  man  den  Grad  der  CoD?^rgenz  so- 
wohl, als  der  Divergenz  beliebig  erniedrigen  kanOp  , 

Zi  diesem  Ende  sei 

ia  iUtgemeineo 

dxsslogd^. 
^ttit  nan  (Iberdiess  der  kürze  jwegen 

m seine  beliebige  Grösse  >0  bezeichnet»  so  erbftit  man  durch 
MiHaislatlons 

Nhamt  man  sb  gross  genug»  dass  nach  nmallger  Logarithmlrui^ 
Mtb  eine  pedtive  Gitine  eisshAliit»  so  W  eine  bei  wachsen- 
km  X  bestfindig  ahndimende  «nd  flir  «sso»  Terschwfaidende 
KlMtien»  fol^ich  ^1 

das  allc;emeine  Glied  emer  conver*^entCTi  Reilic.  Betrachtet  man 
Ül  tiouatt  sweier  -auf  tfiimader  Üo^ader  4Üiederi 

15* 
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jMf*PP*!  MHUrtum  dir  nmirttm  «wIMMiyMa  dir  MIm. 
w«lcfc«  oacb  dem  Taylor 'adiw  JSatM 

Istt  indem  d  eine  GrOete  zwiecbeo  0  und  1  bexeidineft»  nie  allge- 
meines Glied  dereelben  Reihe>  so  besteht  diese,  ▼en  einem  hin- 
vtichend  grossen  Wertbe  von  k  an  gefecbnel»  mos  posifti?en  Glie* 
dem  vnd  convergirt  fSr  Irgend  einen  Werth  ?on  0  swischeii  0  und 
L  Da  aber 

iat,  m  «oavMglrt  aaeh  di«  Reib*,  derao  ellgeaeiaM  Glied  ieti 

 1 

Feroer  ist: 

*  kssk-'l 

£  {G^lik^l)-Cn^ik\=zCm^lh'-C^im 


eine  Grösse,  die  mit  A  ins  Unendliche  wichst;  folglich  diveigirt 
die  Reihe»  deren  allgemeines  Glied  ist: 

Nvn  hat  man 
worans  erhellt,  dsM 

ial;  folglich  ist  auch 

das  allgemeine  Glied  einer  divergenten  Reibe.  Deragemiss  suid 
die  Grdssen 

1  1  1_  . 

FR*    ik(logjl)»+«'  i5:logife(ioglog>fc)^+«' 

Ufr  a>0  aUgwslM  Glieder  cottvagenfer»  flr  aamO  diieigiBlü' 
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H^pwm:  MriUrtum  der  Cwmergim  md  Di$w§mB  dir  MüUi^^l 

Reihen;  und  zvfar  leuchtet  ein,  da&«  immer  die  folgende  fichwJtelier 
CMvergtrt  oder  resp,  schfvächcr  divergirt  ate  die  vorhergehende. 
Zur  Prüfung  der  CoDTergeoz  i^aderef  Relbm  eigiabl  «ich  hienntt 
fblgeoder  Satis 

Eine  Reibe  positiver,  bestfindig  abnehmender  Glieder  Uk  con- 
rerg^rt»  wenn  die  Grosse 

fär  o>0  nicht  mit  k  in's  Unendliche  wächst,  und  divergirt,  ivenn 
dieMlbe  GrOase  iOr  asO  bei  ivachaendem  k  nicht  veracbwiadet 

Nach  Aufstellung  dieses  Kriteriums  möchte  ea  nicht  fiberflfla* 
•ig  aelttf  den  Einwand  zu  widerlegen,  ala  ob  deaaen  AnwendoBg» 
in.sbesondere  die  Prüfung  der  eben  i^cnannten  CirOaae  in  Bezug 
aof  ihr  Verhalten  bei  unendlich  wachsendem  k,  besondere  Schwie- 
rigkeiten böte.  Hier  ist  auf  einen  Umatand  hinauvreiaen«  den  die 
LehtbOcber  der  Dtfferenaiajreehnnng  nnbeachtet  an  taaaen  pfle> 
gea,  obwohl  er  in  Tielen  ähnliehen  F&Uen  eehr  nntabar  werden 
kna.  Za  prtfen  iai  nSnlick  nicht  daa  gwiae  Ptodnct»  «enden 
■er  der  Factor  tijb  Ich  nentte  tu  ein  Aequivalent  Ten.  tci*  wenn 
im  Qeotient  lieider  GrSaaen  filr  ifc  =s  od  den  Grenawerth  1  bat. 
Ea  itt  Uer»  daaa  aladann  in  obigem  Producta  fOr  jeden  Faetet 
ein  beliebiges  Aeqniralent  geaettt  werden  kann.  Nnn  lat  die 
GrBsae,  mit  der  uk  multiplicirt  eracheint»  achon  in  der  Perm  IhMe 
einfaehaten  Aeqaivalentes  dargestellt.  Man  braucht  daher  nn? 
das  Gleiche  luit  uk  m  tbuii^  uud  die  Entscheidung  erfolgt  äugen» 
biicklicb. 

Vergleicht  man  diese  Verfahren  mit  dem  gewSholichen«  wel* 
dbea  atatt  Uk  den  Qnotienten  ~—  nnteraacht«  «o  aeigt  aicb, 

dass  der  eig^entliche  \  ortheil  des  letztem  darin  besteht,  dass 
Prodocte  von  wachsender  Anzaiil  von  Factoren,  die  arithmetische 
Reiben  bilden,  durch  Division  entfernt  werden.  Um  die  gleiche 
LMcbtigkeit  för  die  in  Rede  stehende  Methode  /u  erzielen,  kommt 
es  nur  darauf  an,  das  einfachste  Aeqaivaleot  dea  Producta  einer 
arithmetiacheD  Reihe 

«(a +6)(a+26) . . . .  (a  +  1)6) 

teeh  eine  Formel  festzustellen,  was  mit  BÜfe  dee  Tajler» 
aebtD  I«ebraataee  geacbeben  kann.  Ea  aei 

fpx^ — T — log(a+to)— 
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ärmrWm  der  CQwer§m  und  Bi^rngmu  ä4t  amm* 

irovaiM  dorth  üifftPHBlalfaHi  iiervorgelils  ' 

.9'^  =log(a  +  6;i:), 
6 


I  • 


NttD  kt  allg^eiD: 

.2:  (9(^4-1)— 9^)  =  9^—90» 


uod  nach  dem  Taylor'ficben  Satze:) 

£tfi(h\^l)''E(ph  =  S^>'h^\£q>''h-{-lSq,'"{h-{^9), 

Bftblt  MB  di#  A       0  bl»  Ac-l  a«d  subtrabtrt  beMo  Cleidn»- 
M»  »rbüt  «11(0  g«aiiM  der  fodwrgebaideDs 

mhI  vmA  BMihroDg  der  Werth«  d«r  ^: 

-^^^^^^^log(o  +  jt6)^^=^ioga - ifc s=  log(a  +  Aö)  - tt, 
wo 


gesetzt  ist,  uod  woraus  unndttelbar  folgt} 

il(a+&)(a-f  26>....  (a  +  (A- 1)^)  ~  e^jk*»"'^'"/  ^  . 

a* 

Für  Ä;=oD  hat  ck,  weil  aeiu  Keihenauftdnick  ccDvergirt»  ^i*^ 
GronBwertb       Setzt  man 


CO  bat 
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Hoppe;  griOrium  der  Caupergimi  umi ßüiergu»  Oer  MeiAen.^^ 

4u  gowchte  At^niMileit  des  gegebenen  PvedoelB.  Die  GrOeee 
t  M  fiele  >  0  ned  kann  Im  Uebrigen  eis  gldcbgultlg  angesebeii 
wiidea.  Ffir  as6=l  erhill  man  iDsbeeeedere 

als  Ae^üivaleut  des  Producta 

•  1*2  ••••  it» 

Es  sei  z.  B.  die  hinomi^che  Reihe  infieBag  auf  ibre  Cenvergena 
sa  prüfen.   Ibr  ailgemeines  Glied  ist 

_  o(<i  --  1) . .  ..(g — A-f  I)  . 
1.2. 

das  AeqalTaleDl  eelnee  absololen  Wertbes:, 

r 

g-t(A-^fl)fc-a-|  ^ 

Die  ersten  Factoren  haben  für  sich  endliche,  Ton  0  ver^chiedeoe 
Greozwertbe;  daher  braucbl  man  als  Aeqnivalenl  des  allgemeinen 
Clledee  nur  einsnllHireDr 


DI»  Ealbe  wM  eewreigim»  «nme 

cioeo  üreozvverih  hat,  d.  i.  1)  für  s  2)  für  =  1,  a  >  0, 
Min  mao  «  ^  o  seist 

Sie  wird  bei  poslllveD  GUedern  difeiglren,  wenn 
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9d4          VHf9rdin§9r:  VOer  di§  WerMeHimmmii 

nicke  ▼mchwindet,  d.i.  1)  fffr  a:*>  1;   2)  für         l,  a 
Beide  Fälle  scbliessen  sich  FoUkommeo  aua. 

abwecbsalDden  Vorseichen  conyerglrt  die  Reihe«  «im 
das  Aequivalent  des  allgemeinen  Gliedes 

verschwindet,  d.i.  för  j;*<l  und  für  x*=l,  a>--l. 


f 


Ueber  die  WerthbestimmoDg  ron  FanctianeD  in  mibe* 

stimmter  Form. 

VOB 

Hern  Franz  Unferdtn^ery 
LelientTertlGlieriinga-CalcuIator  der  k.  k.  p.  Asieoda  Auicaniri« 

u  Trieat. 


Im  AllgenieiaeD  ist  der  Werth  einer  Functioo  in  unbestirontir 
Form  abhSngig  1)  von  der  Form  der  Function  und  2)  von  den  m 
der  Form  entbaUenen  Constanten.  So  erscheinen  x.B.  die  Fuoctiooeo 

I  x)  c*— 
  und  — 

S  X — 1 

ÜEbr  xssO  beide  unter  der  Form  ^,  aber  der  Zahlwerth  der  e^ 

•teren  ist  1  und  jeoer  der  letzteres  bt  2.  Aodeiselts  sind  die 
foigesden  FnoctioDeD  (1)  bis      simmtlieb  io  der  Fomei 
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m  mtHtümmar  Form  SSd 


enthalten,  rcducirea  sich  für  :r  =  ü  anf  1+«  und  haben  Zahl- 
wertJie«  welche  zugleich  mit  a,  m  und  n  sich  Sodero« 

X 

,  I  1^  ►  •  •  • 

(2)  j,   

*  .         .     .    "  . 

1 

(3) 

(4)  (H.JP)X*  =  QD, 

V, 

1  -  • 

(5)  (i-»)«*  ssa 

(6) 


n 

abhängig  von*  dem  Wertfae  tob  «.  .  s 

Es  gibt  aher»  wie  wir  im  Nachfolgenden  zeigen  werden,  ud^ 
liflilmmiti  Formeo»  welche  nur  einen  einzigen  Zahlwerth  »ilasseo, 
Cfdchglltig,  ans  welcher  Fnoctioo  sie  berslfaimeii. 

Bezeichnen  u  und  v  zwei  solche  i^'unctionen  von  dass 
Jf=ii»  für  den  besorukren  Werth  a  der  Variabein  x  unter  der 
Form  0°  oder  cc^  erscheint,  so  ist  bekanntlich  der  Zahlwerth  Ton 

7=:«»    wenn  fe=  -t*  unter  «'  imcl  V  die  «rsteii  Dlffe» 

»  W.ü 

lOiial-CliiotleiiteD  von  u  und  p  verstandeo« 

1)  Wenn  X=^vP  für  j?=a  sich  In  ^  verwandelt»  so  ist 
~  =  L   mithin  flir  «atat 

9  0 

r 

WS  h  den  bestimmten  2Mlwertb  von  ^  bezeichnet  Nun  ist 


9 

ipss—^ .  ^.v:=^A..^.i7S7r9  asO«  also  1. 
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Dieas  gilt  «elbst  daoo,  wenn  h  den  Werth  0  oder  od  bat.  w«il 

h 

I  Idettttodi  der  Einheit  gleidi  let  ^  &•  gUt  daher  folgender 


Lehreati. 


Erseheint  die  Fonetten  fOr  einen  heeoDdereo 
Werth  «  der  Vnriabeln  m  vnter  der  Fern  0^»  ao  let  ihr 
Zahlwerth  eteta  gleleh  L 

Beiapieie.   Für  «sO  lai 

2)  Ermgt  «=a  in  JCsstt»  die  Form  oe^,  ae  hat  A  Ai 

0 

Form        also  ist  für  xzsai 

e  e'  u*.t'    .  n'^t' 

iFi=zipr;?= — ««^=^1?-; 

dwch  «  abgeküst  erhftlt  man  die  Glelohimg: 

rar  jr=a  ess— 


oder  dnreh  e*  dividitt; 

~=— mitbin  «psemGy  also  Jli  =  «o  =  l. 


Dleia  beweiat  den 


L  e  h  r  a  a  t  .a* 


Ergeheint  die  Function  fär  den  besonderen  Werth 
a  von  X  unter  der  Farm  ctfit  ao  tat  ihr  Zahlwerth  stet' 
gleich  1. 

uz 

Beispiele.    Far  ist: 
(M)      fiesstg«.cos;i;:sl,  jedoch  jrs[tg«f''" 's  1; 
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Functionen  tho,  irefdie  Air  eiooti  partfcuUlrea  Werth  der  Verle* 
beb  onier  eloer  dieier  ' beiden  Formen  1P  oder  acP  erecbetnent 
bedetfen  nieht  jedesmal  einer  besonderen  Dnfersnebnog, 

und  diese  Foitneo  IcGnnen  nur  iDsofern  „  onbestlinmt "  genannt 

werden,  als  der  ibnea  entsprecliende  einzige  Zahlnerth  1  aus  0^ 
und  a'^  nicht  unmittelbar  luit  genügender  Strenge  hergeleitet 
werden  kann.  (S.  A.  Cauchy«  Calcai  dlff«rentiel.  Le^on  5.) 


j 


Ueber  die  Eigenichaften  der  Siunme  einer  ceaibimi« 

iorlschen  Reihe« 

Herrn  Frmn%  Ünferiinf^r^    -  ' 

Lebeoftvertlcherangt-CalcQUtor  4er  k.  b.      Azienda  Atfileardtrite' 

ta  Tvlaat 


Usf  nOIhlgfq  Kfirse  wegeft  beielcbiieii  .wir  taa  Fdgeiidea  füi- 
gamefai  die  Anaabi  der  Combination«!  wom  m  EloBwalen  sur  p-  Ciass^ 

durch  das  bekannte  Symbol  V>>d  die  Ana^ahl  der  Permita- 

toen  von  n  Elementeo  dnrcb  ni,  so  dass  folgende  beide  QM* 
dmigeii  bestebee: 

Ji>(w-'A>- (m— 2) . . (st-^p4 1)    /m\  .  . 
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228  limf*räinf§r:  Mir  ätt  M§aiMcJmfUn 

(2)  .    .  /  l«2.3....(fi*l).Ms«l. 

Hierdurch  erklärt  äich  der  analytiüche  Bau  der  Reibe  (3),  w  elche, 
zuerst  v(Hi  Kulcr  aufgestellt,  die  Losung  eines  Problems  der 
Wahrscheinlichkeits  -  I\e<  Imung  ^)  in  s'k  Ii  schliesst  und  das  Ob- 
ject  unserer  oaobrolgeoden  Betj-acbtungen  i^t: 

«:=(7)-(T)("77+©("7T-- 
...+(-i)'.(;)(V)"+- 

m  und  ft  in  C*2  Indexe»  welche  mit  den  GrOieeu  m  uod  n 
In  der  Reibe  (3)  correepoDdlien;  derart»  daes  CT^^ ,  G""'^  dae- 

jenige  bezeichnet,  was  au«  der  Reihe  (3)  wird,  wenn  w»  —  1  oder 
ft  — 1  an  die  Stelle  von  ni  oder  n  tritt 

Wir  wollen  nun,  ohne  Ruckeiebt  auf  die  BesleliODg  zur  Wabr- 
schelnlichkeits-Rechnung,  direet  au«  der  Coastmctloii  der  Reiiie  (3) 
felgenden  Lehraats  beweiaens 

Bezeichnen       n  und  t  ganze  positive  Zahlen  und 

ist  m>ni,  so  ist  die  Summe  der  Keiht'  (3)  gleich  Noll; 
und  ist  m=;a'»  so  ist  die  Summe  der  Keiiie  (3)  gleich 

In.  der  analytiaehen  Zeicheoaprftcha: 

'    Cii  =  0  wenn  m>ni  und  G*  ä  wcno  m  =  iii. 

Beweis.  1)  So  lange  die  Werthe  von  m  und  n  von  Null 
yerscbieden  sind,  ist  die  Reihe  (3)  mit  dem  (m  —  t  +  l)ten  Gliede 
geschlossen.  Ist  ///  >  0  und  n^O»  ao  reducirt  eich  dieaelbe 
auf  iolgende  (jn-^l)  Glieder:  . 

»-(T)+(2)-(3)+-+(-i)-.G)=a-»)-o. 

und  tat  m=sii=:0,  so  redneirt  aidi  die  RcTibe  auf  das  erat«  €tted 
und  ffrird  gleich  Ü^ssl       lllao  hat  man: 

(4)  C?^=:0  wenn  m>0, 

(5)  g; = 1. 


S.  Lacrolx,  Caicul  des  prubabilil«:«.  S* 
*•)      Seite  ^6.  erster  I^ehraaU. 
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2)  SelMi  .wir  Id  ^  «tett  m  m— 1  mid  addiHm  dM  ReMM 
der  SnbstitvlHiii  ni  (3)»  so.  ist  d^r  m|0  TMl  der  mImii  Gleidking 

€^  +  Cr"  In  dieser  tieuen  setzen  wir  wieder  m  — 1  an  die 
Stelle  von  so  Ut  die  Summe. dor  awei  neuen  GUicbimgeu 
(f  6^"       ▼erwaodelt  mau  mach  hier  wieder  in  in 

m  '  m— 1  '      in— 2' 

m-1  und  addirt,  so  ist  die  Summe  (?J^  «l-S.  ^]|,_i+3.  Cf^  ^-f  ^» 

FAhree  wir  diese  Operation  tmal  an«,  indem  vrir  snr  Redoction 
dm  sweiten  T^eile  unserer  Gieichnngen  immer  tov  der  aas  der 
CembiaatioDsiehre  bekaonten  Gleichoog  (8)  Gebraoeb  machen«  ao 
haliea  wir  fofgende  Recbnnng: 

«  G)-(;:ii)=(7')- 

,    +-+(-i)..(;).(-7'')-+-  .  ;^ 

<=•"■=  ("7')"-("T')  (77 +CT')  ("7')" 

-„..+(^i)»-..(;:|).('»77+_ 

GL.= (T)"- ("7>  (-T7 + ( V)  •  ("TT 

-....+(-i)'->.(;i5)  (V)"+-. 
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■•  HV)("7')"-•-+'-•>••(7'>(V/•^-. 

und  mao  gelangt  endlidb  nir  Glelcliiing: 

Zuletzt  setzen  ^irVi  dlMr  Gleichang  noch  n — 1  an  die  Steile 

▼OD  n  uüd  erhülteu: 

\  \         •  ✓ 

«  <i"'+(0<c'.'+G)e::;*'-+G)<ti 


Nehmen  wir  naii  in  j^'^^  als  Factor  heraiia  ond.  bedenkei^ 
daaa  ailgameUi; 

w  ■  o  C7')"-C)-(V)  (vr 

■  -  •    ■  •■■  ^ 
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>»>  «=(7)10  -CrO  rrT 

*("r)("7r  — K-'^Cr')  (vr  ^-  -3; 

Der  Fmtor  voo  ist  gleich  dtm  sweiten  Tbeile  dm  fSlei- 

diong  (ß)^  und  es  ist  tkher; 

+....+ Qg-I,]. 

3)  Die  Gleich unjr  (12)  zeigt  den;Zfi8amm6nhanp^  zvrischen  (i+2) 
vescbiedenen  Grossen  G  und  liildet  «is  üavptgl^ichKiig  «|6D  Mit» 
ttipaokt  unseres  Beweises« 

Wwdcn  im  dieser  Gleichung  suecessiire ,  statt  m  und  n  paar- 
•eise,  die  Güeder  lolgeoder  abnebmeoder  Reilieo  subslituirt: 

» 


die  Resultate  der  Substitution  in  mngekehrter  OrdaoDg  an- 
mitt»  wo  eriiili  man  üA^wkdw  SyalMK  koa  GkkhiiDgeii: 
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Iii  BUfMlim0<0fs  Mir.  m$  Si§mm§kMfim 

c=(T)[c:-'  +  (0<ci+G)«:^ 

+....+ cCi^J. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  in  den  reihenföroiiEren  Fac- 
toren  der  zweiten  Theile  unserer  Gleichungen  die  antereo  ^teUen- 
Boiger  von  der  Kechteo  zur  Linken  wachteo« 

Ut  nun  zuvurderst  m>m,  so  ist  m— m>0,  nltliiii  liseli  (4) 

''"^^  ^"'^  sweiteo  Tfaeile  der  ersten  Gleichung  aUe 
Torhevgelienden  Grossen  G  m  so  mebr  gloich  Noll,  weil  die  m- 
teren  SteUenseiger  tob  der  Rediteo  sor  Linken  wachsen;  elso 

ist  nach  Gl^^^^^:=0, 

Ut  gleich  Null  geworden,  weil  m— nt>0  oder 

ir^il  (n— l}t  >  I;  da  aber  anch  im  «weiten  Theile  der  swei- 
ten  Gleicbaag  die  vnteren  Stellenzeiger  von  der  Rechten  zur  Lin- 
ken waebsen»  so  ist  diese  Relation  bei  den  vorhergehenden  G 
mn  ao  mebr  erflillt»  also  «ind  andi  diese  gleicb  NnU$  mitbin  asob 

Cr*  ,  ^  ist  gleich  Noll  geworden,  weil  m  — (n— l)i'>t  oder, 
was  dass^  iitt  weil  m— (n— 2)<>2<;  dämm  imsweiteii  Tbeile 
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kl  dritten  Gltfohong  die  qntareii  Stettemiger  tod  der  Rechten 
IV  \Mm  ebenfalls  wacbeen,  wliirend  der  obere  Index  unverin* 
dert  bleibt,  so  sind  aech  alle  vorhergebenden  Glieder  der  Nall 

^di;  mitbiii  ist  %yi^^' 

* 

Da  eadlieh  jeden  G  im  ersten  Tbeile  einer  mbergebenden 
GleicbQBg  Im  leUten  Gllede  des  anreiten  Theiles  der  nicbstfol- 
gmdta  Gleicboiig  erscheint,  mlcbes  In  diesem  Tbeile  das  Ter* 
fchwiadMi  aller  Torhergehenden  G  snr  Felge  bat»  so  mnss  das 
Ndiwffdca  der  Gr56sen 

jgO  g^'^l  g^n 

m  M  mehr  statt  finden,  nt  einem  je  späteren  Gllede  dieser  Beibe 

wir  Torsch reiten ,  rnitbin  ist  allgcmeiii  6"  =0,  wenn  m>  ni, 
ud  damit  ist  der  erste  Tbeil  ooseres  Lehrsatses  bewiesen. 

4)  Beweisen  wir  nun  auch  den  zweiten  Tbeil,  indem  wir  von 
ä«r  Voraussetsung  ausgehen:  m  =  nL  Das  Glelcban^n-A^ystem 
(19  verwandelt  sich  alsdann  in  folgendes: 

«1  =(D[c;+C,)«L+ö«i^+-<^]=C)-«2. 


<c = CD  [«r + (i)   + Q + -  c j 

Da  nach  dem  Bewiesenen  alle  jene  G  der  Null  gleich  siad, 
^eren  untere  Stelleozeiger  gru&ser  sind  als  die  t fachen  oberen,  eo 
'tduciren  sie  h  die  in  (14)  vorkomnieniien  polynomischen  Factoren 
Ji^f  Ihr  letztes  Glied.  VVenleu  säromtliclic  (ileichuni^en  mit  einan- 
der moitiplicirt»  das  Product  abgekürzt»  so  erbaut  man  mit  Kück- 

liebt  aaf  die  GMcbnug  (j^) 

Tk^  XXVL  le 
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msirtkilte:  ZwHMieM  vm  Tpekü  dt  Brahe  m.  Mepier. 

<4=G)OC>-(7) 

[t..,.2.13  [2t....(t-f  1)]  [3i....(2t-H)]  [wt....(m-t-|-l)] 

^    _tl.2....>J  [(t4-l)..»2i]  [(2t-hl)....3t]^..iM 
"~  (l.2....t)» 


mltfcltt 

Zusatf.  Wird  in  unserer  conibinalorischen  Reihe  (3)  t=l 
gesetzt,  80  Terwatidek  sie  sich  in  folgenden,  ans  der  „Rech- 
Doog  mit  eodlichen  Differeozen*'  bekaonten  Ausdruck; 

(10)  m»-(j)(m^l)"+Q(m-2)«-(3)(m-3)-+.,. 

und  mmt  Seweis  sagt,  dass  er  Null  ist»  so  lange  m>ii;  latabcr 
m=iif  so  ist  der  Werth  desselheo  s  1,2. 3« was  mh 
dem  Remiltate  anderartiger  Untersuchungen  im  Einklänge  steht 


Zwei  Gedichte  von  Tycfao  de  Brahe  und  Kepler. 

VebersGtzt  von 

Herrn  Ernst  Sirehlkty 

KaDdMalMi  der' Philologie,  and  nitgcthettt  tos  destM  Tatar»  Hem 

Director  Dr.  F.  Slrehlke  an  Daastg. 


Ewiger  Dank  gehAhrt  den  grossen  MSnnem,  weiche  dorck 
die  Entdeckung  der  wahren  Gesetse  der  Welthannonie  Licht  mi 
Wahiheit  Terhreiteten  and  die  I^ebel  des  Wahns  serstreate«. 
Nach  langer  Gefangenschaft  die  fielen  Schwingen  entthltend»  eiw 
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SireMike;  Zwei  aedicku  von  Tpeho  de  Brake  u.  Mepier,'^ 


linb  t;ich  der  entfesselte  Geist  zn  den  Inseln  Im  Aethermeere, 
den  fernen  Gestirnen,  indom  er  sich  überirdische  Werkzeuf^o  aus 
irdischem  ätoff  erschuf.  Eine  begeisterte  Stimmung  weht  in  den 
Werken  eines  Copernicus»  eines  Kepler;  der  gewöhnliche 
prosaiffcbe  Ausdruck  genügt  nicht  mehr  der  Erhebung  der  Seele 
snd  der  Schwang  der,  Cvedaoken  ergiewt  sich  ia  dichterbcb^a 
Werfteo. 

MDorcb  kcioe andere  Anordnung*',  sagt  Copernicns  (Hum- 

boldt's  Kosmos  ThI.  2.  S.  347.),  „halte  ich  eine  so  bewunderns* 
würdige  Syroroetrie  des  Universunis,  eii»ü  so  harmonisciie  Ver- 
bindung der  Bahnen  üiid^u  können,  als  da  ich  die  Weltleucbte, 
die  Sonne,  die  ganze  Familie  der  kreidenden  Gestirne  lenkend, 
wie  in  die  Mitte  des  schiineo  Naturtempeia  auf  einen  kOniglicken 
Thron  gesetit.** 

Gleicbvi'obl  konnte  Tycho  aich  nicht  von  der  Wahrheit  die- 
ser  Weltharmooie  überzeugen.  Festhaltend  an  der  Vorstellung 
roa  der  ruhenden  Erde»  welche  das  Zengniss  der  Sinne  nnmittel- 
bif  tu  bestätigen  scheint,  förchtet  er  in  seinen  Znrof  an  die 
Bearbeiter  der  Sternkunde,  das  nene  System  des  Copernlcus 
Mrbreche  die  festen  SSnlen  des  Atlas,  bewege  die  Erde  ans  ihrer 
festen  Lage  nod  stürze  die  Menschen  und  alle  Geschupfe  nnd  die 
guite'Welt  In  das  alte  Chaos  zurück.  Damm  nifl  er  den  Astre* 
Mmien  zn,  sie  sollten  die  Ge^-tilbe  des  Himmels  mit  neuen  Slu* 
len  üiützen ,  bevor  der  ganze  Bau  zusammenbreche.  Eine  herr- 
liche Krone  ist  hier  zu  tjcu innen,  stralctid  von  Gold  und  edlem 
Ge«tein  und  dauernder  liuliui  iur  alle  JaiirliniHierte  und  Gemein- 
schaft mit  srottlichen  (Jeistcrn.  „Aber  ich  selber",  sagt  er  aia 
Schlüsse  des  tiediclifs,  \\<dil  erkefinend  den  Werth  genauer  Be- 
ohach fun «j;pn ,  ,,"ill  wie  bisher  den  Erdgeborne»)  die  weiten  Säle 
des  Hinunels  aiil'schliessen !  Winke  nur  Du  mir  Erböning  zu.  Du 
Heiser  Gründer  des  WeltnltN,  und  hilf  dem,  der  Deine  staunens- 
wärdigen  Wunder  verkündet!** 

Durch  die  Genanigkeit  der  Tychoni' sehen  Beobachtungen 
Jttbagte  Kepler  zur  Entdeckung  der  berühniten  Gesetze,  auf 
deam  die  neuere  Astronomie  beruht.  Der  dankbare,  bescheidene 
Kepler,  wie  keiner  „verfolgt  von  des  Geschicks  ergrimmtem 
Wetter",  errang  die  von  Tycho  verheissene  Krone  und  ver- 
diente mehr  als  mancher  Heroe  des  Alterthums,  daKS  ihm  die 
dankbare  Nachwelt  ein  stralendes  Denkmal  unter  Sternen  gesetzt 
hiittc.  \u  ciiicui  Gedichte,  das  Kepler  seinem  Werke  über  die 
Bewegungen  des  l^luueton  Mars  nach  Tycho  de  Brahe's  Beob< 
Achtungen  vorgesetzt  hcU,  \  erbleicht  er  sein  Loos  mit  dem  Ty  cho's, 
die,  obwohl  ftusserüch  sehr  verschieden,  doch  darin  überein- 
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kämen,  dass  den  Einen  der  Retditiitnn ,  den  Andern  die  Armotfc 
von  der  Beobachtung  des  Himnieb  abhalten  konnte,  hätte  nicht 
Urania  beiden  die  göttliche  Liebe  warn  UimiBel  eingehaaciit  „Ven 
dieser  Liehe  estflammt'^,  ruft  er  aus,  ,,wage  ich  den  ffianad  od! 
neuen  SSuleo  sn  etlitaenl  O  lebtest  Do  dech  und  hitte  die  Ptese 
Dir  nicht  die  wohkerdienten  THerophe  Deiner  arbeiterollee  Nichte 
entrissen !  Du  bitteet  Dich  selbst  Oberzeiigt,  dass  eiebt  «edeie 
Süuleo  als  die  meineB  des  HiMiels  Dom  sti  stiltaea  venBogeo.** 

Ich  lasse  jetzt  die  beiden  Gedichte  in  metrischer  Uebereetsitsg 
folgen: 

■ 

Tyeli#'e  Wmwut  «n  die  Bearheiter  der  Sieraluimte 
ans  der  restitatte  etellaran  flxanm. 

Und  schon  bahnt  sich  der  Weg;  Jali  rta  n^c  nden  war  er  yerschlossen. 
Der  durch  dauernde  iMüh'  narhtwac  liendc  r  Sori^en  eröffnet. 
Auf  zu  den  unerstiesefn  ii  flohen  des  Hiniraels  hinaullubrt 
Und  zu  den  hellen  Gestirnen,  der  seeligen  Götter  Behausung. 
5.  Siehe !  der  stehenden  Ort ,  wie  der  wandelnden  Sterne  Bewegung 
Lost  vor  des  Schauenden  Blick  siel»  von»  ^  obel  der  alten  Verwirfunft 
Und  mit  erlial)ener  Pracht  aufstraleu  die  Wunder  Jehova*«. 
i^arum  eilet  herbei,  ihr  Junglinge,  denen  von  Eifer 
(;inhet  der  Geist,  die  der  (ionius  lieht  und  Urania  selber 
10.  Bei  der  Gebert  mit  göttlicher  Liebe  snm  Himmel  beschenkt  hat; 
Jünglinge,  die  kein  irdisches  Gut  vom  Streben  nach  eben 
Anzuwenden  vermag,  soll  euch  leichtsinnige  Rede 
Und  unkundigen  Volks  absprechendes  Urtel  bethOren? 
Lasst  sie  dem  Maulwurf  gleich  hinlehen  in  finsteren  Holen! 
LV  Lasst  sie,  wie  es  ihr  Wunsch,  hinleben  in  ewiger  Blindheit! 
(  ml  mit  begeistertem  Uerxen,  den  Blick  xum  Himmel  gerichtet. 
Eilet  herbeil  Raubt  nicht  dem  rem  Himmel  entstammenden  Geiste 
Dies  sein  väterlich  Land,  bringt  her  ausdauernde  KrSfte 
7ai  der  Begefsfrung  gesellt  und  helft  dem  ermüdeten  Kooig! 
aO.  Nicht  mehr  trtftf  Alphonsus  die  Last,  die  er  einst  von  den  Schultern 
In  SU  ktibnem  Entschlues  dem  benachbarten  Atlas  gehoben; 
Auch  Copernicus  heischt,  der  gewaltige,  mächtigen  Beistand, 
Der  misskeuDend  die  Wucht,  herkulische  Lasten  zu  tragen 
Nicht  sich  gescheut,  nun  erliegt  derdie  Kraft  aufzehrenden  Arbeit 
99.  t^nn  sonst  wanket  der  Himmel;  den  Säulen  des  hohen  Aictden, 
Atlas  festem  Gebircr  droht  sonst  ein  genalti^pr  J  in^turz, 
Und  von  dem  sicheren  Orte  gelöst  umschwin^et  Hio  Erde, 
Nun  der  Kohheit  ein  Sifz,  wie  solch  Nichtkennen  des  Himmels 
Nur  sie  erzeugt;  unsicheren  Zugs  durch  nllchtliches  Dunkel 
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PeldeSy 

Sanlit  sie  die  toelende  Welt  in  dee  arenftni^ielie  Cheee. 
Webret  dem  Prerel  and  beeet  entgegen  dem  drftaenden  Unbeilf 
Jogendlieb  breftrell  steigt  mit  mir  znrn  erbeb'oen  Olymp  aof, 
Deee  In  gemeineeoer  Mflb'  wir  die  drobenden  RImie  ▼ereeblleeeen 
HOnd  mit  neuem  Geetein  nnebaaen  de«  Himmel«  Gewölbe, 
Ehe  das  Weltall  ganz  einstOrzt  und  in  Trümmer  dahinnii  kt!  — 
Nahet  sich  wer  voll  fjiist  zu  !?e\\ini)eii  die  prächtige  Krone, 
Gläuzend  von  Edelgehtein ,  ans  stralendem  Golde  bereitet. 
Die  icein  feindlich  Geschick  von  des  Tragenden  Schläfen  iierab- 

reibst, 

40.  Willig,  den  eigenen  Geist  zu  gesellen  den  himmlischen  Geistern  t 
Wie?  Tritt  keiner  hervor,  der  niso  Hohes  im  fSinu  {räü;t, 
Au8  der  unendlichen  Zaiil  der  die  Erde  bewohnenden  Menschen? 
Will  denn  keiner  der  Welt  allmächtigen  Schöpfer  erkunden, 
Und  die  erhabene  Schrillt,  die  er  schrieb  an  den  Himmel,  entzÜfem?  ^ 

45.  Wie  Y  So  sebtreiget  ihr  AHe,  da  euch  so  Hohes  geboten? 
Zweifelnd  murmelt  ihr  nur :  legt  Hand  an  die  harrende  Arbeit» 
Dass  steh  endUcb  emmal  aufrolle  des  Hin**nelsGeheimnis8! 

_  * 

Wen  der  Gewinn,  wen  Ruhme.^  Begier,  CJnwiesenbeit»  PraebHeel, 
Von  so  hehrem  Beginn  ablenicend  snm  Staube  verdammen» 

(MK  Hemme  die  Anderen  niebt « sie  des  sehOnste«  Gewinnes  beranbend ! 
leb  aaeh,  wenn  mieb  mit  gnidigem  Blieb  ansebanen  die  GSIter» 
üed  neeb  ferner  dem  Geist  Ansdaoer  nnd  Stirke  verleiben, 
Henniisee  wie  wobl  snnst  sa  bexwingen  In  mftebtigem  Andrang» 
Elface  fort»  dem  Gesebleebte  der  Menseben  die  Pforten  desffimmels 

BS.  Anfsntben  nnd  hinweg  den  bedeckenden  Sebleier  s«  beben. 
Siebe  nur  gnidtg  bmb»  o  Bcbdpfer  der  bimmliseben  Wender: 
Gieb  mir  Krilte  dazu »  Dein  berrücbes  Werk  zu  verkünden  I 

Kepler  aniwortett 

Herrlicher  Matm  ,  au?*  hohem  Gest  hiecht,  von  erlaiK  fitem  (Jeblütc, 
Dem  ,  wenn  l/mrni  oiu  Geist  auch  ü<i|tHchen  Adels  verliehen, 
Kraft  auch  zu  hcrrlichtMi  Thaten  und  hehrem  Gesänge  geschenkt  ist, 
Und  durch  der  Rede  Gewalt  auch  Sterbende  neu  zu  beleben, 

5.  Warum  fachtest  Du  an  in  meinem  Genifith,  das  sie  wünschte, 
Aber  sie  scheute  zugleich,  der  Begier  anflodernde.Flamme? 
Hat  wohl  AndVe  das  Lied,  das  Dn  sangst,  zu  gewaltiger  Arbelt 
Fordernden  Helfern  gewollt»  als  mich,  wohl  bessere  Meister; 
Hat  die  Natur  wohl  schwächeren  Geist  mir  aUMHIIen  verlieben, 

MlKfafl,  noeh  schwächer  als  Ibn,  deeb  senkte  die  neunte  der 

Schwestern 
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Mir  tn  deo  JBoaeti  kittein  snn  HIamel  die  guttlicbe  Liebe. 
Grattsame  Liebe«  wohin  Bidit  (reibet  do  dieHeriender  MciuHtot 
Mir  ward  Icrftftig  der  Arm»  nir  woelieen  dee  Geistes  Vermügts; 
Aber  es  fehlt  lu  gleichem  Erfolgdie  belebeodeHoffenng, 

15.  Weil,  abwechselnder  Guiuit,  Ton  Dir  mich  Jano  geschiedea 

Zu  abwcicliendem  Glück:  Dir  hat  freigebig  der  Tugend 

Pfad  «sie  gebahnt,  mir  aber  erschtrert :  p^leich  hliel)  «ich  Hie  Äbsiclit, 

Ab  uns  vom  Uimrael  zu  zieh  n  uiui  gedenk  FromelbeUcheu  Dieb- 

stjils 

In  sorgfältiger  Hut  das  geheiligte  Feuer  zu  wahren. 

20.  Reichthum  schenkte  sie  Dir;  sie  gedachte  die  hiniodi.schen  Lichter 
Dir  durch  den  blendenden  Glanz  goldstralender  Schätze  zu  leiden, 
Und  Dein  Auge  cur  Lust  an  des  Purpurs  Pomp  zu  gewöhnen, 
(Dem  belflilliges  Murmeln  ertOnt  von  der  staunenden  Menge) 
Endlich  der  Scbiltae  Verlast  ßr  den  Gipfel  sä  halten  des  üngiucb. 

25.  Sei  mir,  Sieger,  gegrCIsst,  Da  beawangest  den  Willen  der  Gdttio, 
Zwangest  die  Irdische  Lust;  was  Dir  als  wflrdigen  Zislposkt 
Wiess  die  Vernunft,  dem  bhit  Du  gefolgt  ausharrenden  Gdttcs; 
Was  Dir  der  Zufall  gab,  Heichthiimer  und  Schätze  versehtesd. 
Wahrlich !  ein  seltenes  Lob!  1/iss  ah  I  beilnehmer  zu  rufen, 

90.  Und  auf  riniM  iulL  s  Wasser  zu  scbreibeu  1  Es  lieben  einander 
Tuneiid  und  Heicbtlium  nicbt  :  denn  über  die  trennenden  Fernei 
Klingt  nur  selten  ein  Laut  \  om  iiiruiiiel  hernieder  zur  Erde. 
Mir  hat  Juno  das  Lob  so  schöner  Entsagung  verweigert; 
Hat  in  ein  enges  Geheg  die  gewaltigen  Wünsche  beschränkend 

35.  Mir  nicht  Scbfttse  verlieh  n,  am  die  ich  des  Himmels  Erforscbuog 
Nacbausetaen  Termocbt*,  su  verachten  die  Gnade  der  Musen. 
Und  sie  bitte  geeist,  ein  mächtiges  Wagniss^gehiedert, 
Hatte  den  kfibneren  Schwungs  anm  Himmel  be^erigen  Geist  mir 
Mieder  au  Boden  gedrfickt,  wenn  nicht,  wo  die  Wege  aom  Leben 

4a  Auf  sich  dem  JQnglinge  thuii^  Sehnsucht  nach  des  Himnsii^«' 

heimniss. 

Hätte  zn  Dir  mich  geführt,  zum  rettenden  Hafen  geleitet. 
Und  icb    iiaiid  im  (tei.«,t  der  Plai)t  len  gewaltige  Bahnen, 
Ihren  gew  uii<h  uen  Lauf ;  irb  schau'te  die  klaffenden  Leeren, 
Furchtrnd  des  Weiteuf^ebau  s  Einsturz,  das  der^!>aulen  ermangelt; 

45.  Da  noch  scbauriges  Dunkel  die  (Jninde  verbirgt,  und  die  Weisen, 
Was  Copernicus  lehrt,  mit  trägem  Gemüthe  vcrsi blaleii, 
Uud  ich  entschlossmich  kühn  mich  zu  weihen  so  hohem  üeginneo, 
Aus  mit  neuem  Gesteine  zu  bauen  des  Himmels  GewOlbe. 
Aber  Pythagoras  lieh  mir  den  Stoff,  fünf  Kurpergestalteu; 

60.Richtscbeidgab  mir  Euclid,  das  belebende  Denken  Minerva.  . 
Und  Urania  hat»  am  Erfolge  sich  freuendt  dee  BeilaUs 
Sturm  mir  erregt  und  selber  erhebt  sie  die  Stimme  w  Feier. 
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D«ineD  beharrciNleiiSiiin,  Dich  hab*  icb»  firahe»  bewundert. 
Hast  r>u  auch  esverscbmfib't,  vonderMebNKigen  Banden  zu  lassen» 

fiS»  Die  Dieb  sofalschein  Yermuthen  vonHimmel  und  Ctdeverloekten; 
DenDecfc «licht'  icb  den  Hubro,  mich  unter  die  Deinen  iw  zählen; 
Wae  Dein  ««cbtlieber  Fleiee  Dkh  lehrte,  der  langeo  fietfaeblang 
OoYellendetee  Werk  sora  stratendea  Ziele  la  btingen* 
Hitte  die  Parse  Dleh  Hiebt  der  gewaltigen  MSban  geteeblen 

61  Lebaes  beinnfat.  Dir  den  Kf  ana  dee?erdlenten  Trfomphen  entrlaeen» 
Wabrfieh  I  ee  bitte  aleh  aeeb  vor  Demem  dnrcb  belfende  Ktbmle 
Scbirferen  Blick  ntcbt  andere  beiengt  das  Ivebiade  den  WeltaHa^ 
Ale  vor  Jen  Lesenden  3inn  mein  Forecbergedanken  en  anfbaat» 
Doch  nnn  nahmen  ele  mir,  die  nneterblicben  Scbfreatero,  den 

Meister; 

Ö5.  ^iühmeu  den  liebiicbeten  Reiz  von  der  Freude  gelingender  For- 
schung; 

Denn  iiirn  sollte  sie  Lust,  ihm  festliche  Tage  bereiten. 
Eins  nur  naljrnen  sie  nicht.  Mit  des  schaffenden  Geistes»  Vernir.gen 
Ruf  icli  Dich  her  und  belebe  das  Bild  der  verehrten  EriunVung« 
Vor  mir  stehst  Dil  ein  lloh<'rjirii'>ter  im  Sternengewande, 

•70.  Wo  .^'k  Ii  (]<^r  Altar  eriiebt  am  (ä';Mi|l»e  des  himmlischen  Dome« , 
Gott  dem  Erbauer  irevveiht,  um  den  sich  in  reisse(t<iem  LmschwuQg 
An  sechs  Bahnen  geknüptt,  sechs  leuchtende  Feuer  bewegen; 
Auf  ihm  selber  die  Glut  ursprünglichen  ewigen  Lichtes. 
Bittend  nah'  ich  mich  Dir;  nimm  an  der  gelehrten  Bemühung 

78.  Zeugnis« ,  Dankes  Beweis ,  mein  Bneb  aus  der  opfernden  Rechten; 
Weihrauch»  ecbdoer  als  noch  jemals  zum  Himmel  gestlegea; 
Aber  die  Binme  gepflanzt  hast  Du ,  mir  gabst  Du  die  Ernte. 
Heil  Dir,  seeliger  Geist I  Wie  Du  mit  erhobener  Stimme 
neb'  leb  snm  Uerrscber  der  Welt:  e  Scbdpfar  der  bimmHseben 

Wunder  9 

ttL  <2iibttlr  Sfilte  dbsa,  Dein  benliebes  Werk  an  fefkOeden. 


Miscellen. 

Aitgog  aaa  einem   Schrcihun  de«  Herin  rrofe^Hort  Steczlcowtkl  CS 
UoiTeraität  so  Cracau  ao  den  Heransf^ober. 

Die  Veranlassung  zu  meinem  heutigen  Schreiben  gab  mir  die 
GftI»  dee  Uemi  Rectora  Dr.  Nagel«  mit  welcher  Er  mir  die  g^ 
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nane  fichtige  AwIcnnCt  über  da«  von  tnir  im  24.  Band«  Ihres 
Archivs  •nrähnte  geometrische  Werk  gegebeo  hat.  ISach4c«  idi 
mit  den  von  Herrn  Naf^el  im  dritteo  Hefte  4ee  S5.  Bandes  dee 
AreUfe  der  IMiemtik  und  Physik  «agegebeaen  Merkmalen  das 
Id  memcn  HKede«  befiodlicbe  Werk  vergUcboe  hette,  feiiä  ich 
wirklich  unter  der  ven  Herre  Nagel  erwUhateii  Flgvr  die  Abbll- 
dnng  dee  ScMeeeee  Streee»  «ed  die  Velkeeceee,  wie  eie  Ben 
Nagel  Aee  eeinem  Esemplare  haechfiehen  hat;  daee  aber  dki 
Amgahe,  weleha  Ich  b  Hiades  iMbe»  eloe  epitare  fei,  beivel* 
aee  folgeade  Omatfades 

1.  Mein  Exemplar  ist  nicht  gedruckt,  aber  auf  Kupferplatten 
cnralfe  gestochen. 

%   Ein  anderer  Verleger,  nfirolich  Johann  Georg  Hertel« 

3.  Mein  Exemplar  föngt  gleich  anf  dem  umgekehrten  Titel- 
hlatte  an  mit  „Von  denen  Auslegungen  Etlicher  In  der  Mess- 
Kunst  gebräuchlichen  Wörter'*,  fehlen  also  anfangs:  die  Dedica» 
Hon«  die  Vorrede,  von  der  Geometrie  in  gemein,  von  dem  Nutzen 
der  Mess-Kunst  und  von  dem  Ursprung  der  Mess-Kunst;  so  Ende 
aber  fehlt  die  mKurzverfasste  Beschreibung  derer  Vestongen  und 
Seb!9seer  etc.''  und  das  Register. 

Ich  ersuche  Sie  also,  dem  Herrn  Rector  Dr.  Naget  in  Ihreta 
schätzbareii  Archive  meinen  verbiruilichsfen  Dank  für  diese  Aus* 
kuoft  zu  &agen,  indem  Er  dadurcti  auch  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik einigen  Dienst  erwiesen  hat;  denn  manche  Werke  nicht 
ebne  Werth  liegen  an  verschiedenen  Orten  Im  Staube  begraben^ 
aus  weleben  man  deck  Emiges  lernen  eder  wenigstens  auf  neue 
Ciedanken  kommen  kann.  Uebrigena  wenn  man  bedenkt,  dasa 
wahrscheinlich  das  hier  besprechene  Werk  von  Burckhardt 
in  der  Zeit  eainea  Ersch^nens  groeses  AufaelMn  Kunacht  balie» 
milchte»  wire  es  unbillig,  selbee  jetat  der  Vergesaenbelt  sudbergebeiu 


Druckfehler. 

Literarischer  Bericht  Nr.  CI.  S.  l.  Z. 2.  v.  u.  statt  »^Ihm 
rühmenden  n.  8.  w."  setze  man  ,,ihn  röhmenden  u.8.w." 

Theil  XXV.  & m Z. a.  V. u.  statt  „piasieurs«'  setaanan 
,9pl  usieurs." 

Tbl.  XXVI.  S.  63.  Z.  7.  V.  u.  atatt  ^hekannt**  «ete  muA 
^bekanAtlUh.'' 
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Arithmetik. 

Programm  des  kmU.  kOn.  Obergymiiaoiams  in  BOli- 
nUeh-Loipa  am  Sclilasae  des  Sebnljabres  IW.  In- 
balt:  Ueber  Ketteobrficbe  vom  Professor  PaolHackeL 
Prag.  Haase  SOhoe.  18S5.  4. 

Dieses  neun  Bogen  starke  Programm  enthält  eine  sehr  deut- 
iicbe  Darsteilong  der  ganaeo  Lehre  ron  den  Ketten briichoD«  ond 
gODilgt  seinem  in  dem  Vorivorte  von  dem  Herrn  Verfasser  enge* 
gebenen  Zwecke:  nden  gereiHeren  Gymnasialscbfliern  an  selgeo« 
welcb*  hohes  Interesse  eine  Lehre  gewähre,  die  das  Urtheil  und 
die  mathematische  Begabnng  in  so  hohem  Grade  fördert'*  in  Tor- 
atlgliebe^  Weise.  Maebdem  die  allgemeinsten  SStae  and  Anf* 
gaben  m  %•  L  bis  §.  4.  eine  gründliche  Bebandlnng  gefonden  ]»aben> 
besehSAigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  {.5.  mit  den  Bigenschaf* 
ten  der  Rftbernngsbraebe  Jener  Kettenbrilebe,  deren 
Tbeilsibler  nnd  Tbellnenaer  posltlre  gaase  Zahlen 
and  die  Tbeilsibler  dnrebans  gleich  l  sind.  (.7.  beban» 
delt  die  Transformation  der  Kettenbriehe»  §•  8.  die  Vor* 
wsndloog  der  Rettenbrffche  in  Reihen;  {.  9.  die  Ver* 
Wandlung  der  Reihen  in  Ke tt cn b riiche,  wo  selbst  auch 
die  Gauä8tschc  UeiHo  vorkommt;  |.  10^  die  «ämrotlichen 
verschiedenen  Anwendungen  der  Kettenbrflche  in  sehr 
rollatändiger  und  lehrreicher  Weise;  §.  11.  endlich  ist  der  Ge- 
schichte ond  Literatur  der  Ketfenhnic  he  gewidmet.  Aus  dieser 
Inhaltsangabe  werden  die  Leser  selion,  dass  in  dieser  Schrift 
eine  sehr  rollständige  Behaodluog  der  Theorie  der  Kettenbrfioiie 
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geliefert  ist,  und  der  Zustand  des  mathematischen  Unterrichte 
auf  dem  Leipaer  Gymnasinm  muss  jedenfalls  ein  sehr  guter  sein, 
wenn  es  möglich  ist,  dieses  f^rogramui  dem  Lnterrichte  gereif- 
terer  Schüler  in  der  Lehre  von  den  Ketteobrfichen  als  Leitfaden 
EU  Grunde  zu  legen.  Aui  die  dem  Herrn  Verfasser  eigcnthüm- 
liche  schem&tische  Methode  der  Berechnung  der  Theilnenner  bei 
der  Verifandlung  der  Quadratwurieln  in  Kettenbruche  ist  noch 
besonders  aufmerksam  zu  machen.  Aus  den  artgehSngteo  Schul- 
nachrichten haben  wir  endlich  mit  besonderem  V  ergnögen  ersehen, 
dass  die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene  und  die  Kegel- 
schnitte von  dem  mathematischen  Unterrichte  auf  den  österreichi- 
schen Gymnasien  nicht  aiisecschlossen  sind.  Wie  wichtig  eine 
solche  Vorbereitung,  namentlich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte« 
für  den  hüheren  mathematischen  Unterriclit  auf  Universitäten  ist, 
wird  wohl  jeder  Universitätslehrer  erfahren  haben;  denn  wo  soll 
man  bei  den  Vorträgen  über  Differential-  und  Integralrechnung 
mit  Einschluss  der  gewöhnlichsten  A  Ji\\  eruhmgen  auf  Geometrie 
die  so  nüthigen  Beispiele  Eur  Uebung  und  Erläuterung  anders 
hernehmen,  als  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten?  Und  es 
ist  jedenfalls  ein  grosser  IVa(  lilheil  für  den  akailemischen  Unter- 
richt in  den  genannten  \N  issenschaften,  wenn  die  Zuhörer  ii'u  ht 
.schon  eine  einigermasisen  genügende  Bekanntschaft  mit  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  von  der  Schule  mitbringen. 

Ü«ber  eine  Restbetraehtung  der  Areaesieas -Reibe. 

Als  ich  eben  im  Betriff  bin,  das  vorliegende  Heft  des  Archiv« 
■o  sehliessen ,  wird  mir  das  erste  Heft  der  von  den  Herren  Pro- 
fessoren Schiümilch  und  VVit/schel  an  der  höheren  polytech- 
nischen Lehranstalt  zu  Dresden  herausgegebenen  Zeitschrift 
für  Afathematik  und  Physik"  zugesandt.  In  diesem  Hefte 
der  genannten  Zeitschrift  findet  sich  S,  48.  ein  von  Herrn  Profea* 
8or  Schiümilch  verläj!»ster  Aufsatz  mit  der  Ueberscbrift :  Rest- 
betrachtung der  Arcussi nus*Reibe.  Bei  meinen  Vörie- 
«mgen  Über  die  höhere  Analysis  ist  es  mir,  wie  gewiss  auch 
naiicheM  anderen  gewissenhaften  Lehrer,  immer  sehr  unangenebm 
gewesen,  die  Entwickelung  der  Function  Aresin  j:  in  eine  Reibe, 
weil  ich  wegen  der  Weitlluflgkeit  der  Ausdrücke  der  bObereo 
IMCerentialquotienten  dieser  Function  eine  genügende  Betracbtua^ 
des  bei  der  Entwickelung  dieser  Reihe  mittelst  des  Maclaurin- 
sehen  Sataes  hervortretenden  Restes  nicht  su  geben  vermochte» 
in  der  DifferentialreebBuog  nicht  vortragen  za  künnen  und  in  di« 
lutegralrecbnong  verweise»  M  nieeeii»  tw>  dieselbe  iwitelet  dM 
bebtrniton  Satsei: 
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b«s«icbD»Tif  fflr  jede»  BwUckea  ilen  Ofinsen  %  «ad  4 

liegende  x 

ist,  80  ist  für  jedeii  zwischen  denctelben  Grenzen  lie> 
geude  X 

/jr  /»#  /**  /•*  /•« 


•Herdhige  Jeicbt  und  mit  alter  Strenge  gegeben  u^den  kam. 
DeeWb,  end  weil  ich  aelbet  eebeo  Mler  aikb  beoAbet  bebe» 
dlesee  ivkibtigeo  Peobt  des  matbematische»  UMerrMts  aef  eine 
geoflgeede  Webe  mr  Erledigung  zu  bringen,  mtwste  natiilieb 
der  eben  geoaoote  Auf^ats  des  Herrn  Piefeeeors  Ox.  SchlOmiUll 
Toe  beeeederem  letereeee  fik  mich  eeio;  eed  d»  iefa  anDebnien 
dnrfte«  daee  diee  aucb  bei  vielen  Lesern  des  Arcbire  der  Fall 
aebi  werde,  gberdiee  aecb  das  Arcbiv  alato  dl«  fieaibmBitog  ge* 
babi  bat  ond  hmner  babea  wM,  AUce  aatebinrabraD»  vraa  itgetd 
aar  Fgidere^g  dea  matbenafiaeben  Uaterricbta  weaentlieb  ball» 
tragen  geeignet  ist,  ae  beacbleaa  leb  sogleich,  die 
Profeaaor  Dr.  SeblSmilcb  gegebene  Restbetracbtung  der  Arena« 
alnna«Reibe  den  Lesern  noeb  in  diesem  Hefte  mitsutbeilen,  wenn 
diieaelbe  den  AnaprOcben  der  Wasaenachaft  au  genflgen  geeignet 
nein  aollte.  Aber  in  dieser  letzteren  Besisbung  bin  ich  nnn  frei- 
lieb  leider  aebr  getluscht  worden;  und  ao  ungern  aicb  das  Arcbiv 
anf  ausführliche,  sehr  fn's  Einzelne  gebende  Kritiicen,  die  we* 
niger  als  bloaa  bOrzere  reaümirende  Angaben  dea  we^^ntlicheii 
Inhalte  der  betreffenden  Schriften  in  seiner  Bestimmung  liegen^ 
einllaet;  ao  scheint  ea  mir  doch  auf  dar  anderen  Seite  in  dieaem 
Falle»  wo  ea  aicb  um  «inea  aehe  wesentlichen  Punkt 
^dea  matbematlache«  Unterrichte,  deaaen  Verbeaae« 
rang»  wie  echon  erinnert.,  eine  der  Hauptaufgaben  dea 
ArehUa  iat,  handelt,  die  Pflicht  dieaer  Zeitachrift  zu  aein, 
alle  Lehrer  der  Mathematik  auf  daa,  nach  meiner  Meinung, 
üugenfigende  der  ven  Herrn  Profeaaor  Dr«  Schlo milch  in 
dem  eraten  Hefte  der  ^ Zeitachrift  für  Mathematik  und 
Pbyaik*'  gegebenen  Realbetrachtnng  der  Arcuaainua« Reihe  auf* 
merkeam  zu  machen,  und  ao  vor  hier  leicht  mSgllcben  TSuacbm» 


*)  M.  s.  meine  Klemcnle  der  Differential-  und  Integral- 
recbauag.  Tht.  II.  iL  a  9*  9.  an«  S.a».  §.62.  und  63. 
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gen  Ml  wafcren»  was  Dar  im  reinsten  Interesse      den  Fertsdnltt 

des  mathematischen  Unterrichts  geschieht. 

Im  Wesentlichen  gans  richtig  beweiset  Berr  Professor  Dt. 
•Schlömilch  den  folgend^  aritlimetisciien  Sats; 

Für  positive  «  und  ß  ist 


sobald  und  n=OD  Ist 

Da  der  Satz  an  sich  interessant  ist,  so  theile  ich  den  Be- 
weis hier  mit,  um  zugleich  diesem  Aufsätze  einen  andern  •!■ 
bloss  liritischen  Inhalt  so  geben  und  dadurch  für  die  Leser  is* 
teressanter  sn  machen.  Ans  dem  Binomischen  Lebrsatse  fSk  pe^ 
dtive  gaaae  Exponenten  oder  ancb  ans  der  Gleichung 


wenn  man  uberlegt,  dass  die  Reihe  rechts  für  >  0  und  >  1 
offenbar  >  ä  ist,  folgt  auf  der  Stelle,  dass  für  jedes  Aull  über- 
stet^rende  x  und  für  eine  jede  die  Einheit  übersteigende  positire 
ganze  Zahl  k 


Lim 


(H-ar)*—l_a4^>r)*-l_ 


1  +(1  +  o;)  +  (1  +  X)«  +  ....  +  (I+x)*-», 


(Ha:)*>l+Äx, 


also 


1 


ist.   Wenn  man  dies  auf  den  Ausdruck 


1  + 


1 


anwendet»  so  erbUlt^mant 


1 


oder 
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so  ifti 

a  +  m      If  |3  +  m  +  l* 

fo%li€b  fttr  m=0,  2,  3,....ii— 1  ood  darch  Multiplicatioo 
der  Mfateheoden  Ungleiehnngen : 

Ir 

«C«  +  1)(«+2)....C«  +  «— 1)"^  f 

iNtaat  mmiUtelbar  der  m  bewtUiende  Sats  folgt 

Bekanntlich  ist  noo,  wenn  man  nicht  nnteriSsst,  die  Qaadrat« 
wmsl  gehörig  positiv  nnd  negati?  so  nehmen: 

aM-i  A rcsin    _  a* . (1  —  x'^)-'i  _    >  (1  -f-  x)-*  (1  —  ar)-l 
aa:«+i  dji^  Sa?»  * 

aUo  nach  der  bekannten  Kegel  iür  die  laehrmalige  Differentiation 
der  Producte: 


 r_K3>g,>..(an^l)      I      l       l.H|  1^^ 


i.3.yia      /l  - 
+  (aii-.l)(2n~3)Vl  +  ar/ 


«0  ,  7i2,  n^,  /{4,....  die  Binomial - Coetlicientou  für  den  Czpo- 
aeiitea  n  beseicboeu. 

Abs  diesem  Ansdnickey  den  wir  hier  mitgetheilt  haben,  weil 
<r  SB  sich  nicht  gans  ohne  Interesse  ist,  leitet  Herr  Professor 

SchlSmilch  durch  Schlösse,  auf  die  es  ans  hier  weiter  nicht 

tolkonimt  und  die  i>ei  der  Verfehltheit  der  ganzen  Betrachtui)|;  in 
ihrem  H  ej»entiiciien  Bestandtheile  kein  Interesse  anderer  Art  haben» 


*)  Usher  sfaMs  saferen  Aosetoeh  m.  Enlsrl  lattitatloae« 
cticali  4lffersatialit«  T.  I.  Csp.  VI.  g.9ei. 
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welche  dio  Leser  also  der  KürB€  WAgen  a.a.O.  sftlbat 
mögen,  ab,  dass,  irenn  f  einen  nicht  weiter  angebbareo  icblBa 
Bruch  bezeichnet,  sich  seUen  läi»»it: 

a"f*Arc8in3r     1.3.5, ..>(2«-l)       l_  f  l_ff 
Nach  dem  Maclaurioschen  Satze  ist  nun 

wenn  wir,  den  zweiten  von  Cauchy  gejjebenen  Ausdruck  des 
'  Restes  *)  benutzend,  indem  ^  eine  die  Einheit  nicht  übersteigende 
positive  Grosse  bezeichnet, 

'  MlM.  Im  Falto^rArcitMtnas-ReihelatfolgiioboachdemOfcigaii 

«     _,  1.3.5....(2n-~l)    l(l-^)ar)'«   1  A  ri  +  da: 

2.4.6.../i« — iT^*^i  •^•\i:::Sr' 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  ob  dieser  Rest 
sich  der  Null  nähert,  wenn  n  in  s  Unendliche  wächst  Herr  Pro- 
fessor Schlürailch  schliesst  dies,  unter  der  Voraussetzung,  da«« 
X  positiv  und  nicht  grösser  als  die  Ltülieit  ist,  mit  Hülfe  des 
oben  bewiesenen  arilhinrtischen  Satzes  ohne  Weiteres  in  einer 
Weise,  von  der  er  uns  erlaulien  uiöjje,  dieselbe  mit  einem  Worte 
zu  bezeichnen,  dessen  er  sich  S.  20.,  bei  (Gelegenheit  der  Beur- 
theiluni;  einer  Schrift  des  trefflichen,  so  vielfach  verdienten  Fech- 
uer.  gegen  Poisson,  bedient,  allcrdinijs  nicht  mit  der  Pietät, 
m\i  "welcher  jeder  Mathematiker  das  Andenken  dieses  Man- 
nes von  so  immensem  Verdienst  bewahrt.  Um  unsere  Leser  von 
der  Grundlosigkeit  der  in  den  Worten:  ,,bi'i  unendlich  wach- 
beudeni  n  wird  hier  (nach  ZSr.  I.  für  a=:l  und 

1.3.5. ...(2fi-l)  ^ 
2.4.6... .C2fi)  ^^'^ 

die  übrigen  Factors n  bleiben  endliche  Grilsfen,  so 
lange  x  die  Einheit  nicht  überschreitet,  und  so  ergiebt 

sich  LimllWfi=0  unter  der  Bediogong  l^^^O»  welche 
sich  leicht  auf  l^'s'^  ausdehnen  läsat"  ansgespro« 

*)  M  n.  inein«ii  Leitfaden  fär  imm  erslea  Ualarrlclit  in  4er 
höheren  Analjeie.  S.46.S.4i. 
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ebenen  Schlu^afolgerur)^  des  Horm  Prof^^ore  SchlOmilch  zu 
flberzeu^en,  ist  die  ^igende  weitläufigere  AuseinaadereeUung  er- 
forderlich. 

In  dem  obigen  Ausdrucke  des  Restes  i^nfi  koinineD  die  fol- 
genden Factoren  vor; 

1.3.5....(2n~l)     j  (!-■»)  j;i  «     1_     aF  Pf 

Jader  dieaer  Factoren  erfordert  eine  beaender^  BattachtoDg» 
iraDB  wir  id  TSUiger  Klarbeit  über  äaa  Verbaltea  dea  Raataa 
AUfi  bei  ia'a  Uaaadlieba  waabaeadam  •  galaagan  vnallaR.  Wr 
ataUen  dieselbe  Im  Naebatebeoden  a». 

I.  Da  c  ein  niclit  näher  bestimmbarer  fichter  Bruch  ist,  so 
iüt  4  der  grüsste  Werth,  welchen      überhaupt  haben  kann. 

II.  Für  a  =  l  und  /3  ==  i  ergiebt  sich  aus  dem  oben  beirie- 
seneo  aritbmetiscben  Satze«  dass 

sich  der  Null  n&hert«  fvaaa  «  ia'a  üoeiidiUa  «vAdbal»  «daf  kmn, 
filr  itsQD  ist 

|>3.g....{2>t->l)  ^ 

IH.  Dar  bdcfaste  Werth»  wetcbeo  der  Bmeh  ühW' 

baupt  aoaehmen  kann«  ist  die  Einheit  Dena,  una  dar  Ktliia 
wagen  aiaar  anal y tischen  Sehhiaawejaa  badianaad»  aaa 

folgt  unter  den  genacbteo  Vpranaaetsungeo: 
also  «^1»  waa  der  Voranaaetsnng  entspricht'*}. 


•)  Dan  ancb  y,,:^      grÖMur  als  S  Iii,  wonach  die  IslgeadiB 

SchlüBüe  abgeändert  werden  k6nnten,  ediellet  lekllt»  Ich  wCffde  (mit 
Rücksicht  maf  die  Note  anf  der  fblgmdea  Srfte)  eigentlich  Hdber  dliie 
Sehhiccw^se  angewaadl  haben,  sog  es  aber  doch  vet ,  die  Im  Teifa 
gehtanehle  fleWeMwelce  betiabehiittw»  am  mU  des  f an  Baan  Pkof.  8. 
gebaaaehlen  «TecMat  ^dle  &brlgaa  Faeloren  btaibea  eaillaha 
Orftaaea*«  miglkihsl  aasaoahii« 
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•   IV.    Also  kann  aach 

j(l^)£|"^  • 

wie  weit  auch  n  wachsen  mag,  die  Einheit  nie  Gbersteigen 

V.  Der  hdcbste  Werth»  welcheo  der  Broch 

l  -^ar 

Iberhaiipt  Moebiiien  Icaim ,  ist  die  beetinmita  von  ^  and  m 
bingige  GrOese 

1=5' 

MM 

wobei  wir  jedoch  0^;r<l  aninnehmengenOthigtaiod.  Denn  an» 

folgt  unter  den  gemachten  Vorauasetaungen : 

1 + — —  Äx»  ~  1 — ^«  öaf*, 

alao  8<Ka;^2a?,  and  rolglicb  ^"^l,  was  wieder  bekaontlicb  rich- 
tig ist. 

VI.  Der  bSchste  Werth.aiao,  welchen 


1 


1  —da; 

annehmen  hann*  ist  die  von  ^  und  n  unabhängige  GrSsse 


VII.   Also  ist  der  höchste  Werth,  welchen 
.AQnebmeo.kanOy  die  endliche, vuUig  bestimmte  Grösse 


w 

*)  Auch  selbft  dann,  wenn  stob  unter  gcwlaten  ToraoMetsoogeo 
sollte  naebweitea  laatesi,  data  dieae  Chrö«««  bei  wachseadem  n  hi*a  Ua- 
cadUchn  ahaduBe,  wMe  dach  (onner  nalaa  Ke»  VUl.  haatehan»  *^ 
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.  Vm.  Wie  steht  es  denn  nun  aber  endlich  mit  dem  Factor 
^  des  Restes  i^i?  Weiss  denn  Herr  SchlOmileh  ▼on^mehr 

als  andere  Matheniatil^ert  Die  strenge  Analysis  weiss  von  ^ 
weiter  gar  nichts,  als  dass  diese  Grösse,  vm  in  Worten  zu  reden, 
ebe  positive,  die  Einheit  nicht  fibersteigende  GrSsse  ist  Dass 
diese  Grösse  sich  auch  mit  n  Sndern  muss  oder  wenigstens  kann, 
wird  wohl  Herr  Schlümilch  nicht  in  Abrede  za  stellen  geneigt 
sein;  wenigstens  hat  bis  jetzt  noch  Niemand  die  Unabhängigkeit 
der  Grosse  ^  von  n  behauptet,  riet  weniger  bewiesen.  Ist  aber 
^  von  n  abhängig  und  ändert  sich  mit  demselben  zugleich,  weiss 
man  ferner  von  ^  weiter  nichts,  als  dass  es  eine  positive,  die 
Einheit  nicht  ubersteigende  Griisse  ist,  d.h.  dass  ^  zwischen  Noll 
und  der  Einheit  liegt,  so  bleibt  immer  die  Möglichkeit,  dasi^,  wenn 
«  in's  Unendliche  wächst,  9  der  Null  sehr  nahe  kommt  oder  sich 
der  Null  uäliert;  dann  wird  aber  der  in  dem  Reste  Rn^i  vurkom* 

mende  Factor      wenn  n  laDimDit,  in's  Unendliche  wachsen«  und 

daraus,  dass,  wenn  n  ins  LneuUlichc  wächst,  der  Factor 

1.3.6....(2w— 1) 

^cb  der  NvÜ  oShert;  ferner  die  GrOsse 


die  endliche  Grlisse 

nicht  flbersteigt  *)\  endlich  ^  'mSglicberwelse  In's  Unendliche  wach- 
sen Icann  s  (olgt  rfickstcbtlich  des  Verhaltens  des  Restes 


bei  in's  Unendliche  wachsendem  »  gar  nichts. 

Hlemaeb  ist  also  die  in  der  „Zeitschrift  fflr  Ifathema* 
tik  nnd  Physik«*  a.a.O.  von  Herrn  Professor  Dr.  SchlOoillcli 


•)  SelbtC  dsas,  wenn  obig«  GrStte  hol  wachtosdem  n  Slob  d«t  ffnll 
«ifde  nlohts  rMdchtUdh  des  VsrUtons  des  tolas  lUsss. 
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gegebene  Restbetrachttin&r  der  Arcu^inus -Reihe  na  11  und  nich- 
tig. —  ,,Se(l  sapienti  sat!"  iTozu  wir  jedoch  oocfa  fugen  w>ol> 
leo:  ^^errare  bumanum  est."  G. 

«      Sammlung  von  Beispielen  und  Aafgabeo  ans  der 

allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  In  aystemati- 
«cher  Folge  bearheitct  für  Gymnasien»  hChere  Hür- 
gerachulen  und  Gewerbeschulen.  Von  Dr.  E.  Heis,  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie  an  der  Koni  gl. 
Akademie  zu  Miinster.  Siebente  vermehrte  und  ver- 
besserte Auflage.   Köln.  Du  Mont-Schauberg.  1856. 

Von  diesar  mit  Heciit  beliebtea  uod  irait  ▼erbreiteten  Aaffßr 
beo-  Sammlaog  ist  so  aban.  die  aiabente  Auflage  erscbieneo* 
Müge  daa  b  vialan  Bealabvogen  auagaxeicbDeie  Buch  oocb  lange 
fartfobran,  aur  Habaag  nnd  Belebong  dea  matbematiacbeii  Uatar- 
licbta  baiantragml  Eiae  iraitftre  Enpleblnng  elaea  Bacba»  da« 
•a  ylel  Aaerkatloa^g  gefbadaa  bat»  wüt4»  oapaaaead  aaiiu 

Anleitung  zur  Waldwartbbaraebanng,  ao  wia  aar 

Berechnung  des  Holzzuwachses  und  nacbbaltlgen  Er* 
träges  der  Wälder.  Von  Karl  ßreyraana«  Professor  an 
der  k.  k.  Forstlehranstalt  in  Mariabruun.  Wien.  Braa- 
müller.  1^.  8. 

0iesea  anagazaicbnete  Bueb  betrifft  freilich  elnea  techniscban 
Gegenstand ;  aber  aein  ganzer  Inhalt  ist  so  durch  und  durch  ma- 
thematisch, daas  CS  in  diesen  Li terarischea  Berichten  bcaprocbao 
nnd  den  Lesern  uberbaupt  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden 
verdient.  Der  erste  Abaebnitt  mit  der  Uelnirschrirt :  „Die 
Waldwertbberechnun  1^'*  enthält  eine  fiberaua  grundliche  und 
vollständige  analytiache  Dar^tellong  der  anaammeagesetzten  Zins- 
und  Rentearacbnung  mit  einer  grossen  Anzahl  sehr  lebrreicber 
Beispiele  und  AnweoduDgeo  auf  die  Waldwerthberecbnung.  Der 
aweita  Abaebnitt  mit  der  Ueberscbrift:  Erforschung  der 
Gesetze  des  Holzzuwaebaea"  Ist  gleichfalls  einer  der  lehr- 
reichsten des  Buchs,  da  er  ganz  das  Interpoliren  oder  Einschal- 
ten betrifft,  und  eine  sehr  iebrraicbe,  vollständig  durchgeführte 
Anwendung  dieser  wichtigen  matbemntiscben  Methode  auf  die  Be- 
atimmung  der  Geaetae  des  Holzzuwachses  liefert.  Die  interpo« 
lallansfomieln,  urtUm  der  Herr  Verfasser  hi  Anwendnug  bringt 
enMekelt  er  ia  ganz  salbatatändiger  Welie.  und  galaagt  auletal 
an  der  eleganten  Formel  von  Lagrange»  deren  praktiache  An* 
wendnag  er  glaieblalla  erläutert  Da«  der  Herr  Verfneatr  bei 
dieemn  Gegenatmide  eM  Maea  der  olganiKfiion  InlMpelattiM^ 
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•4er  EinecMItw^giwtiM— »  «Dil  »IcJit  der  lltlMe  dtr  ItWiifll«« 
Qwimt»  Mtet  hat»  8ndeB  wir  .volktlndis  gemb(f«rligt«  mA 
•ebea  «1»  aipen  BeimdB  JMUMr  Umiobt  aml  ^pmveD  Kraut* 
•I««  WflMv  ^iMer  Hetbodop  aa  Die  Metbade  ikr  Um» 
Mo»  QoMirato  Jattt  so  hiolg  «itf  alle  kiOgticbMi  Ding«  , 
gawandai,  daaa  auMi  aicb  oft  aabr  wandara  lanaaj  wia  waa(g 
Diajeaigea»  »alcha  daiglaicliaD  Aawaadaagaa  mit  Zagnnidakgaaf 
aft  aabr  rabar  and  ibiar  Natar  aach  bScbat  «ngaaavar  Baabacb- 
laagaii  vad  Varaucbe  nacban,  die  Groadbadiagaagan  sa  kaanaa 
aabaiaaa»  welcbe  bat  dar  ABwandaag  dar  Mathada  dar  klalaataa 
Qnadiate  arf&Ut  aein  nOaaan,  wana  diaaelbe  av  Warth  babeadaa 
Baaallataa  Atbran  aall.  Wir  wladarbolea  alaa«  daaa  inr  ea  garni 
bUBgea,  daaa  der  Barr  Varfaaaar  aicb  nor  d«r  aigaatlicbeo  latar- 
palatioBametbadaa  badieat  hat«  vad  bSttan  aar  gaargnaeht»  daaa  dar- 
aelbe  aoab  dar  acbdaea  Matboda  vaa  Caachy,  die  In  ArcblT« 
Tbl.  n.  Nr.  n.  3*  41.  ia  einem  baaoadefea  Aafiwtae  aatsvlekall 
vordea  iat«  aaiae  Anfmarfcaamkait  geschenkt  bitte«  da  wir  Aber* 
baapt  frgaacbea»  daaa  voa  dieser  traffliehan  BletbiMla  eiaami  eine 
gruaaate  praktiacbeAaweadoog  gamaabt  werdea  michta«  waa  bla 
jatift  aach  aicfat  geachahea  su  aeia  acbainA.  Dar  dritte  Ab* 
aeba itt  adt  der  Deberacbrifl:  »«Aaweadang  der  Geaatae 
dea  HdUsairae.b aea  aar  Baatlmmaag  dea  nacbhaJtIgaB 
Ejt^agea  der  Wilder"  aotliilt  ireoiger  malbematiacbe  Eot* 
wicbeluDgen  wia  die  baidaa  erataat  iat  aber  ia  praktiaeber  Be« 
aiehvng  gleicbfalla  aehr  lebrraiab.  Dar  Anbang  entbilt:  »Ta* 
fela  fSr  den  Warth  der  Einheit  naeh  den  am  blnflgaten 
fn  Attffendang  kommenden  Abatnfuogan  daa  Zina* 
fnaaea.'*  Wir  empfehlea  dieaaa«  wie  gesagt,  namaallich  auch 
hl  matbematlaehar  Baaiehnag  ielirralcba  Bncbt  welcbaa  zugleich 
einea  buchst  ▼ortheilbaften  Begrif  von  dam  wtaaanscballlichea 
Geiate  der  II  k.  Foratlehraoatalt  an  Marlalmian  au  erwecken  geeig- 
net iat«  naehmala  der  Beachtnng  naaerer  iiaaer,  aamentlicb  ancb 
"  dar  Beacbtaog  dar  Lahrer  aa  alleiij  malur  eine  praktiaclie  Rieb* 
toag  verrolgeoden  Lebranatalten:  Realacbnlaa«  büberen  Bfligar- 
und  Gewerbaacbnlaa  n.a.w.  recht  aelir. 


MechaBik. 

Bekanntlicb  bat  Polaaot'a  Tbdarie  de  Ia  ratatian  (dber- 
aetst  van  Herrn  Frofaaaor  Scbelibach  ^)  eioe  gewiaae  Beiflbmt' 

Dieic  UebenelivQg  iilmir  laidcraicbtia  GatidU  gakcmaiaai  ich 
fc«oD«  «ic  Mf  SM  Stognana*«  gaoni€tri««b«n  IlDtartacli*  iber 
Ovabang,  Marbarg  16631.  S.  98. 
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heit  erlangt.  Vielleicht  ist  es  dalier  manchem  Leser  de»  Archivs 
aaff^efalten ,  da>s  das  Archiv  bisher  über  diese  Theorie  u 
manche  derselben  sich  anschliessende  tschrifteo  geschwiegen  hat. 
Der  IJeraus^eber  bek<»nnt  aber  offen,  das«  er,  ohne  bu  einem  hier 
80  nothweiidigen  lioleren  KingehtMi,  was  schon  da»  ^osse  An- 
sehen des  Urhebers  dieser  Theorio  beanspruchen  mu»«te,  wenn 
Berecbtin^unjr  zum  Aussprechen  irgeiul  eines  bestimmten  Urtheiis 
«»ejjehen  sein  sollte,  Zeit  cjewinneii  zu  Uiinnen,  gewisjse  Zweifel 
an  der  vollkommenen  inneren  Richtigkeit  dieser  Theorie  der  Ro- 
tation i;'  hpL;t  hat.  Desto  interessanter  musäte  es  filr  ihn  sein, 
dass  diese  Thecw^i«'  jetzt  einen  s^br  bestimmten  Angriff  in  den 
trefflichen,  von  Herrn  Torqucra  herausjjejjebenen  Nouvclles 
Annales  de  M  athemati  <(  no<.  Tom©  XV.  F^vrier.  1856. 
p.  ß3.  erfahrt.  Derselbe  geht,  \venig.»<tens  miftelhar,  von  Herrn 
Sain  t  (« Iii  Ihem,  Ingenieur  en  chef  des  Ponts  et  Chanssees,  aus, 
nnd  bei  (ier  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  hält  es  der  Horausge- 
bor  für  .spiiK!  IMIk  ht.  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen,  was 
Herr  S  a  i  n  t  -  (i  u  1 1  h  c  1  iii  und  der  verehrte  Herr  Herausgeber  der 
Nouvelles  Annales  über  die  berühmte  Theorie  de  la  rota- 
tion  sagen,  so  weit  es  fiier  der  beschränkte  Raum  gestattet. 
Mögen  die  Leser  hieraus  von  iNiMieni  ersehen,  wie  grosse  Vor- 
sicht bei  alten  solchen  Dingen  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  be- 
vor man  sie  namentlich  in  den  tJaterricbt  and  die  Lehrbücher 
aufoimmt! 

Der  betreffende  AnÜMts  ist  dlierscIiriebeB : 

Nouvelle  Solution  syntbetique  du  prohUme  de- 
la  rotation  des  corps;  par  M.  P.  Saint-Gnilbeiii, 
Ingenieur  en  cbef  des  Ponts  et  Cbaoss^es; 

und  beginnt  auf  folgende  Weise: 

„Le  probl^nne  dont  il  s*agit,  et  qui  a  pour  objet  la  d^termi- 
nfttion  du  mouvement  d'un  corps  de  figure  invariable  aatour  d*iin 
point  fixe»  est  considere  par  les  g^oniötres  eomme  nn  des  plas 
importaots  et  des  plus  difficiles  de  la  m^canique  rationelle.  Toa- 
tes  tes  Solutions  de  cette  question,  jnsqn'i  celle  de.M.  Poln* 
sot»  avaient  M  dddnites  de  l*analyse  par  de«  calcols  plus  on 
noiae  compliqade,  plua  ou  mobia  dldgants: 

Dans  un  ]\T(^moire  In  ;\  I  histitut  en  IHiW,  rülnstrc  auteur  de 
la  Theorie  des  couples  a  expose  une  Solution  syntbetique, 
remarquable  par  les  viipf  r^levncs  et  les  considerations  ing^oiea- 
ses  quelle  renferme.  (^ctto  sdlution,  presentee  sous  une  forme 
trte*  simple  et  döpoaill^  de  i'appareil  des  calcalsj  est  eoträe  sans 


Digitized  by  Google 


iiürmitcker  BtrUkt  m  13 

^Ibjtddm  ibm  le  domalne  ile  I*  edeace  o&  eile  e  tenn  Jusqu*« 
pr^eeet  nne  iiiate  place. 

Aujourd'  bui  un  de  hob  savnnts  confrcreN  a  l*Aca 
d^ioie  de  T  ou  l  oos  c ,  JH.  Gapirhr  ivu,  conteste,  avectoute 
Taulorite  que  doii  nent  de  t,' ran  des  I  uini  eres  e  t  u  n  espri  t 
ri Gr ure ux,  la  solidite  d  un  des  principe«  fondamentaux 
6ur  le<^r[uellen  eile  repose;  II  n'attrlbne  qu'i^  une 
eempeuHation  d'erreiir»  l'exaciitHile  4ea  ri» 
anltAta  »ux^iaela  eile  eendnli« 

Möns  partageoaa,  apr^a  na  examen  r^flöehi,  Tapt- 
nlea  de  aotre  aavant  «oafröre;  raaaertlon  qn*lla^iniae» 
k  laqnella  nona  avooa  d'abord  refna^  de  crolre,  eat» 
ponr  Bona,  m»iBtea»at  pArfsitemeat  Jnatlfleet 
nne  appiicatioli  tr^a  aimplef  placke  k  la  fia  de  ce  Md« 
moire,  net  en  dvidence  Terrenr  dn  principe  aaqnel 
Doua  faiaona  allnaioD.*' 

In  einer  Note  fii^t  Herr  Saint-Guilbem  hinzu:  „I/errear 
est  de  supposer  qae  la  force  centripete  d'un  point  inateriel  qui 
lai(  partie  d'un  corps  dou^  d'un  nnouvement  de  rotation  est  pro- 
portioneile ä  la  distance  de  ce  point  ä  Taxe  instantaaö;  eile  est 
iMlement  proportionelle  k  la  distance  de  ce  point  an  centre  de 
eonrbnre  dn  petit  arc  qn'U  ddcrit  dana  na  inatant" 

Herr  Saint- Gaithem  welaet liieranf  die  Falaebbeit  der  Theo- 
rie Poinsot*s  noch  beaondera  dnreh  eine  Aufgabe  nach,  wegen 
welcher  wir  aber  der  BescbrSolctbeit  den  Räume«  wegen  die  Le- 
ser auf  die  NouTelles  Annalea  seibat  verweisen  müssen,  in- 
dem wir  nur  den  Scbluss  der  gegebenen  Auflösung  mittheilen : 

«»An  moyea  de  cea  yalenrSf  ta  fonnnle  (4)  devient 


1/ (l±fl"  ''^)* 


Ponr  qne  le  rayon  de  eonrbnre  de  la  irajeetolre  an  point  m  aoU 
dgal,  comme  le  anppoae  ftL  Poiaaot,  k  la  perpeadicnlaire  abalasde 
db  ce  point  aar  Taxe  Inatantand  correapondant»  il  fant  qne  Ton 
ait,  quel  qne  aolt  9» 

(l-fain«y)*_. 
5+3ainä^  —  »* 

Or  cette  äquation  n'cst  satisfaite  que  par  les  valeurs  (p  =  U0".(l-|-2w), 
71  i'Unl  an  nombre  entier  quelconqne;  ces  valeurs  correspondent 
aa  poiot  unique  oü  la  trajectoire  vient  couper  le  plan  des  xif. 
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„rSoto  du  Redacteur.  L'errmir  sigualee  proTieot  de  ce  que 
lea  vitesses  dependent  dlnfiniment  petits  da  premier  ordre,  teU 
sont  les  contactä  des  tangentes;  taniiU  que  lei»  Forces  acceleratri- 
tes,  et,  par  conseqnent,  le^  forces  ^ntripetes  dependeut  d  iiiü« 
niment  petits  do  secood  ordre«  tel»  »oiit  les  coutacts  de»  eercies 
de  courbures." 

Der  Unterielcbnete  eothftlt  stell  fflr  jettt  jedes  be« 
silttintereD  Urthelis»  ImII  sb«?  sflterbiD  snf  diesen  jedeD&lls 
sehr  nefknOf^iges  Gegsostand  anrileluskeiiiaies.  Nur  «o  ml  will 
sieb  dsvseibe  für  Jetst  erlaobeo»  »i  sagen ,  dsss  ilu»»  issoCm  die 
Herrt»  Saint- Gsilbeni,  Gasebean  vnd  Terqnein,  wie 
kanm  bcsweifelt  werden  lonui,  Becbt  beben»  der  wahre  Grund 
nad  die  wabre  Veranlassung  des  Febleis  Icdiglicb  darin  an  lie- 
gen scbeinen,  dass  man  sieb  einer  gana  atr engen  Gtin* 
senbetraebtnng  entacblagen  nnd  mit  vageren  Anscban« 
nngen  des  Cnendlicb  -  Kleinen  n*  s.  w.  begnügt  ond 
an  frieden  gegeben  hat.  Wie  nothwendlg  strenge  Betiach* 
tnngen  der  eroteren  Art  also  auch  in  der  Hecbanlk'sind,  wird 
sich  hieraus  von  Neuem  deutlich  ergeben.  G. 


N  a  u  t  t  k. 

Ueber  Orkane«  Für  Seeleute.  Von  Capt  V.  v«  Graefe. 
Hamburg.  Meissner.  1860. 

Dieses  kleine,  mit  praktischem  iSinne  abgefasste,  recht  lehr- 
reiche Scliri(\chen  empleliieii  wir  Seeleuten  und  allen  den  jungeo 
Leuten,  die  sich  dem  Seewesen  widmen  wollen,  auch  Phy^ikero, 
recht  sehr  zur  Beachtung.  Es  ist  sehr  verstätuiig  abgelaiist,  giebt 
fiberall  leichte  praktische  Regeln  «ur  Vermeidung  der  Orkane  auf 
der  See,  und  macht  de»i  Eindruck,  dass  der  Herr  V^erfasser  viel- 
fach aus  eigener  Erfahrung  geschöpft  und  seine  Regeln  selbst  auf 
der  See  erproh t  hat.  Nach  der  gleich  am  Anfange  gegebenen 
Erklärung  sind  Orkane,  Cyclonen,  Typhoons  StQrroe,  die  nicht 
wie  die  gewühnlichen  Winde  in  ein  und  derselben  Richtung  v%  ehen, 
sondern  sich  kreisförmig  mit  grosser  Geschwindigiceit  um  einen 
Mittelpunkt  (Centrum,  Vortex  des  Orkans)  bewegen.  Ausser  die- 
ser kreisförmigen  Bewegung  besitzt  aber  der  <)rI<ao  noch  eine 
zweite  fortschreitende  Bewegung  des  Vortex  und  mit  Ihm  des 
ganzen  Orkaofeides  ia  einer  gewissen  JUcbtung.   W&breod  da» 
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Rad  «ich  um  seine  Axe  dreht,  folgt  dieee  der  RichtunE»  de« 
Wagens;  eben  so  dreht  sich  der  Grkao  um  den  Vortex,  währerul 
das  ganze  Sturmii^id  sich  in  einer  gewisseo  Richtung  torlUewegt 
Die  kreisfurmige  Bewegung  der  Orkane  hat  die  ausserordentliche 
Eigenschaft,  dass  in  beiden  Henii^piiaroii  zu  Seiten  ües  Aerina- 
lor«  der  Wind  sieh  «teU  und  ohne  Ausnahme  gegen  die  Sonne 
dreht.  Die  Richtung  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Orkane 
ist  nicht  t»o  genau  bestimmbar  wie  die  kreisfurniige.  Im  Allge* 
nieioen  gebt  dieseibe  auf  he^en  Hemisphären  von  Gäten  nach 
Westm,  indem  sie  sich  aitmählig  imch  dorn  Pole  ihrer  UeRi)* 
sphfire  zn  krümmt  Diese  Richtung  geht  also  im  Süden  der  Liaie 
von  Osten  nach  Westen  und  Süden,  im  INorden  von  Osten  nach 
Westen  und  Norden.  Die  Orkane  kommen  in  den  Herbstmonatee 
oder  in  den  Jahreszeiten  heider  Hemisphären  vor,  wo  die  Sonne 
«ich  von  ihrem  Suniniersolstitium  nach  der  Linie  zn  bewegt,  im 
Süden  aJso  vom  December  bis  A(>ril,  im  Norden  vom  Juni  bis 
Oetober,  doch  dehnen  sich  die  Zeiten  ihrer  Erscheinung  über 
diese  Termine  aus.  Die  Orkane  sind  eine  Erscbetnuiig  der  heis> 
sen  Zone  und  mag  die  (iei^end  ilires  Vorkommens  als  zwischen 
30**  N.  und  30**  S.  liegend  betrachtet  worden.  Die  Breiten  nahe 
der  Linie  von  8®  S.  his  8^  N.  sind  davon  anftgenonimen.  Mitun« 
ter  finden  sie  slih  auf  höheren  Hreiteri,  doch  ist  ihr  Auftreten 
dort  nur  vereinzelt  und  al«i  Ausnahme  zu  betrachten.  —  Die^  sind 
die  Hauptgesetze,  auf  wclclie  der  Herr  Verfasser  sein©  praktt. 
sehen  Regeln  zur  N  errneidung  der  Orkane  auf  der  8ee  gründet. 
Das  lehrreiche  Sehriftchen  ist  dem  verdienten  Director  der  Hain* 
bürget  Sternwarte«  Herrn  C.  Hdmker«  gewidmet. 


VejLioischte  Schiiften. 

Sitiangsberiebte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wleaenscbarten  au  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  Nr.  XCIX.  S.  15.) 

Jahrgan-  1855.  Band  XVI.  2.  Heft.  294.  Fritsch: 
Resultate  der  im  Jahre  185-i  in  Wien  und  an  einigen  anderen 
Orten  des  österreichischen  karserstaates  angestellten  Vegetationa* 
Beobachtungen.  —  S.  415,  Pick:  Ueher  f^ie  Ciicherheit  barome* 
irischer  Huhenmessnngen.  (Besonders  angezeigt  Literar.  Ber.  Nr,  C. 
S.4.)  —  S.  447.  Scbönbichler:  Die  Complanation  des  schiefen 
Kegels  durch  Vermittelung  der  Integrale  fdipm^tpi} — XrsiD*^)'" 
und  //iqtcos2''gp(l— Arco8*9))"»  und  Anflosung  dieser  Integrale  in 
trigononietrische,  durch  einen  staten  logarithroischen  Calcul  be- 
recbeobare  Factoreo  (eine  leaeoawertbe  Abhandlung  aoa  dem  Ge* 
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biete  d«r  remen  Mathematik).  —  S.  540.  Oeltsen:  Eigene  Be- 
%regungen  von  FizsterDen,  abgeleitet  ans  der  Vergleicbvag  der 
Histoire  ci^ieete  mit  den  Argelander'eeheii  tfOrdlidien  ZeMn. 

Jahrgangl855.  Band  XVII.  Heft  1.  S.3.  K.v.Littrow: 
NachtrSgHche  Mittheilung  bezüglich  der  in  den  Sitzungen  vom 
I8.  Jänner  und  22.  MSrz  d.  J.  vorgelegten  Arbeiten  dea  Uerro  Dr. 
C.  Hornstein  über  die  Bahn  der  Calliope.  —  8.  4.  Grunert: 
Ueber  eine  geometrische  Aufgabe ,  mit  besonderer  RQcksielit  auf 
die  Bestimmung  der  Stillstandspnnlite  oder  Stationen  der  um 
Sonne  sieb  bewegenden  WeltfcOrper.  —  S.  35.  Grunert:  Ueber 
eine  aetronomische  Aufgabe.  —  S.  171.  Zantedeschi:  Nuote 
ElettroBoopSo  per  le  doe  ellettricili  d'inflaenxa.  (Con  1  tavola.) 

Jahrganc  lS5f).  Hand  XVII.  Heft  *2  N.  1S7.  Haidinger: 
Vereinfachte  Methode  der  graphischen  Winkelmessungen  kleiner 
Krystalle.  —  S.  V}\.  Schierfer <1  c<  ker:  Bericht  über  die  vom 
Verein  fnr  ^^  issimschaltlichc  Heilkunde  in  Kcinigsberg  in  Preusson 
angestrllten  Beobachtungen  über  den  Ozongehalt  der  atmosphäri- 
schen Luit  und  5;oin  Vcrhaltniss  zu  den  herrschenden  Kranichei- 
ten.  —  S.  2ii8.  Waltenhofen:  Entwurf  einer  Coostruction  der 
Luftpumpe.  — •  S.  257.  Zantedeschi:  Hicerche  suUa  ooetempo* 
raneita  del  passaggio  delle  opposte  correnti  elettriche  in  un  filo 
roetallico.  iVlcmoria  II.  —  S.  2t&.  Marcee:  Der  Aaiiginipii  (G6* 
geo-  oder  Verkehrtaeicliner.) 

Jahrjrang  l&IS.  Band  XVIf.  Heft  :i  S.  301.  Zenger: 
Deher  die  Messung  der  iStrom  liitensi(;it  mit  der  I  artgenten-Bous- 
sole.  —  IS.  4n.  V.  Littrow;  leber  den  Zusamnjcidiang  der  Flecken 
und  Protuberanzen  der  Sonne  (besonders  angezeigt  Literar.  Ber. 
Nr.  (\  S.  15.).  —  6UL  Hornstein:  üppoaitaon  der  CaUiope  im 
Jahre  1856. 
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Ueber  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen. 

Von 

Herrn  Doetor  P.  Buttel , 

PriTatdoceoteu  an  der  üuivcrtität  zo  Kiel. 


I.  Quadratische  Reste* 

BeimnitUch  Jässt  sieb  eine  Coi^i^eiis  von  der  Form  «*se!» 
«odp,  weeo  p  eine  ungerade  Prinfealil  liedeetet,  aaflitaen  oder 
ihbt,  jeaaclidem  die  Gongmens  stattfindet: 


= -f- 1  •  mod p  oder  ir*  s — l^modp« 

Im  ersten  Fall  heisst  a  ein  quadratischer  Rest  Ton  p  f  im  andern 
a  eio  quadratischer  Nichtrest  vod        nach  (lanss  ailj/  oder 

aSp  und  nach  Legendre  (^j^  =  I  oder         =  —  1.    Es  ist 

hierdurch  ein  sicheres  und  leicht  anzuwendende»  Criterium  für 
die  Möglichkeit  einer  Congruenz  zweiten  Grades  gegeben ,  weklies 
•ieli  aber  auch  weiter  dahin  beautsen  iisstf  die  Zahlen,  welche 
^•adratische  Reste  oder  Nichtreste  von  p  sind,  sogleich  aus  der 
TM  der  primiti?en  Warsei  sn  entnehmen.  Eine  solche  findet 
«ich  bis  sn  der  Primzahl  101  in  Crelle's  Jonrnal  Bd.  IX. 
Ahhandt  2.  pag.  27.  etc. 

Da  anter  den  Zahlen  1»  2,  3....|i*l  immer  qnadra- 

tUcbe  Heate  und  eben  so  viel  quadratische  Nichtrsste  sind,  so 
kaan  mttn  die  ersteren  dadurch  erhalten,  dass  man  ¥oa  den  Qua- 

dr&ten  der  Zahlen  1,  2,  3 . . . .  ^  -  die  Reste  nach  dem  modp 

•Ihcil  XXVI.  IT 
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nimmt.  Alle  diese  Reste  sinH  Zahlen  aus  der  Reihe  l,  2,  3. ...p-l. 
also  kleiner  als  die  unter  diesen  Kesten  nicht  vorkommen tirn 
Zahlen  sind  alsdann  quadratische  Nichtreste  von  p.  So  einfach 
dies  Verfahren  ist»  .so  wird  doch  noch  immer  einige  Kechntm|; 
erfordert,  die  man  sich  ersparen  kann,  sobald  man  flic  oben  er- 
wähnte Tafel  der  primitiven  Wurzeln  benutit.  Da  nher  die  Zah- 
len, welche  von  einer  t^e^eiienen  Primzahl  quadratische  Reste 
oder  Nichtreste  sind,  bei  UntersuchunL'en  in  der  Zahlentheorie 
bSufig  vorkommen,  so  hielt  ich  es  nicht  (ür  überflü'ssjGr,  auf  den 
Zusaromenbans^  zwischen  den  quadratischen  Resten  und  den  pri- 
mitiven Wurzeln  llinz^l\^  ei^en ,  zumal  derselbe,  weoo  ich  Hiebt 
irrsi  nirgends  so  besonders  hervorgefaobeo  ist. 

Nacb  dem  Fermat*9chen  Satie  ist  immer  0^-^  =  1,  mod  p, 
unter  der  Voraasaetsaog,  dass  p  eine  ungerade  Primsabl  ist; 

zugleich  ist  ^4:1,  mod  Wenn  nan  unter  den  Zahlen 
1,  2,  3....p'-l  h  eine  solche  Zahl  ist,  das«  sie  erst  an  der 
(p  — l)8ten  Potenz  erhoben  con!»ruent  Eins  ist,  sohei«Btsle,  wie 
bekannt  ist,  eine  primitive  Wurzel  der  Congruens;  dahingegen 
können  alle  Zahlen,  die  «u  Exponenten,  welche  Ideiner  wie  p — 1 
nnd  ingleich  Theiler  von  1  sind,  gehören,  aecandftre  War- 
aeln  genannt  werden,  ae  das«,  wenn  g  eine  solche  Wnraei  ist; 
welche  zmn  Exponenten  q  gehUrt,  immer  erst  ^sl,  modp 
wird,  worin  q  ein  Theiler  v«hi  p  — 1  sein  mnss.  Ferner  ist  «He 
Avaahl  dieser  primitiven  oder  secundfiren  Wnrseln  immer  gleich 
der  Anzahl  der  an  p— 1  oder  q  relativ  prlmen  Zahlen,  kleiner 
wie  p— 1  oder  9,  oder,  um  es  kurz  zu  bezeichnen,  gleich  SF{p — 1) 
oder  5^9.  Diese  Anzahl  S^(p—\)  bestimmt  sich  daraus,  dass, 
sobald  p  — Issif.^^.ey....  ist,  immer  die  Relation 

S«»(p- l)=Äa-* .  (« - 1) . Äi»-* . (6 - 1)  ,«y-t . . . 

^stattfindet.  Will  man  also  die  quadratischen  Reste  von  p  ans 

jener  Tafel  bestimmen,  so  werden  diejenigen  Wmehi,  welehe 

p  I 

SU  dem  Exponenten  — ^  geboren^  Hp  sein,  da  für  diese  imiaet 
die  Bedingung     ~  1 ,  raod  p  erfüllt  ist. 

.   Wenn  eine  Primzahl  ist ,  so  erhält  man  sämratlicbe  Bp, 

aasgenommen  die  Eins,  während  die  äbrigen  Zahlen  ans  der 
Reihe  1,  2,  3....p<— 1  Np  sind,  so  dass  man  die  qoadiatiseiMtt 
Reste  und  Nichtreste  sogleich  aus  der  Tafel  entoehmen  kann, 
wie  tttr  die  Modall  5,  7,  11,  23,  47,  50,  83. 
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Iftt  liiiigegeii  eine  jsQfiamiiieiigetelKte  Zilll,  8o  erbSit 

Hian  nicht  unmittelbar  sämmtliche  durch  die  Zahlen,  welche 
ma  gehSren;  •«  können  jedoch  nur  diejenigen  Wurzeln 

noch  bin/.ukommeu,  welche  zu  solchen  £xpoQenteo,  die  Theiler 
▼an  ^-B—  sind»  geboren.   Wenn  «ffsl»  nodp»  d.  b«  wenn  a  m 


q  gebSrt  nnd  die  Bedingung       ^I,  modp  zu  erfoDen  ist,  so 


Man 


muss»  weoo  ^  ^  ^  >  y,  ****  Vielfache«  von  q  sein. 

kann  debet  die  Wnraebi,  welcbe  so  Exponenten  ab  TbeUem*von 

 I 

2    gehören »  wieder  aus  der  Tafel  eotiiehmeu.    Uierdurcb  er- 

w  —  1 

b£lt  man  s^ninitfiche  Up,  dereu  Anzahl  betrS|;t,   aua  der 

Zeblenreibe  1,  '2.  'i,.,,p—l,  aus  der  Tafel.  Die  übrigen  Zah- 
len nee  dieser  Reibe  sind  dann  'üp.  Wenn  z.  B.  |»=29  ist  und 

C^  =  14.  so  ergiebt  die  Tafel  fOr  a"=l,  mod  29  die  Zahlen 

4^61. 6. 9. 13.22.  Ausserdem  kommen  noch  als  quadratische  Reste 
von  29  die  Zahlen  hinzu,  welche  zu  den  Exponenten  2  und  7 
gebSren,  d.  b.  bezfiglicb  1 ;  38;  7. la 20. 29.24 26,  sodass  im  Ganzen 

R.  29  sind:  1.4.5*6.7.9.13.16.20.22.23.24.25.28, 

und 

N.  29  :   2. 3. 8. 10. 11 . 12. 14. 15. 17. 18. 19. 21 . 20. 27. 
Sewohl  Ar  qaadratiscbe  Reste  als  Niebtreste  Ist  die  Anzahl  14. 

Dass  man  auf  diese  Weise  sämmtliche  quadratische  Reste  ^nd 
riichtreste  Ton  p  erhalten  rouss,  ergiebt  sich  aus  dem  schon  an- 
geiSbrten  Satze,  dass  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  zu  einem  Ex- 
ponenten q  gehören,  immer  S^q  beträgt.  Wenn  man  aber  als 
Hidiatieche  Reste  immer  die  Zahlen  erblUt,  welche  a«  einem. 

Theiler  von  ^  ^   >  ^  ""^  ^~~2~  ^'^^hst  mitgerechnet,  gehören,  so 

gUt  für  diese  die  Relation,  dass  die  Summe  der  Anzahl  derjeni- 
gen Zahlen,  n^elche  zn  den  Tbeileru  einer  Zahl,  incl.  Eins  und 
der  SSabl  selbst,  relative  Primzahlen  und  kleiner  als  diese  s'^d, 

immer  gleich  der  Zahl  i«it.  Wenn  aUo  die  Theiler  von  ^  ^'"^ 
1»  <i,  <«.  ... 

17' 
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Zugleich  ist  2~  ^'^  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz  =  1> 
rood  p  t  kleiner  als  p. 

Es  folgen  hierbei  oocli  die  qoadratieeben  Reste  und  Nicht* 
reste  der  Prlnmlileii  von  3  bis  101 : 

mod3.  R.  l.    mod  5.  R.  1.4.    mod  7.  H.  1.2.4. 

N.SL  N«2.a  M.  3.5.6.  ^ 

mod  11.^.1.^4.5.  9.  modl3.R.1.3.4.0.iai2. 

*    N. 2.6.7.8.10.  '     N. 2.5.6.7.  8.11. 

mod  17.  H  l.  2. 4.  J:^.  9.111;). 16.     mod  19.  H.  1. 4.5.  ö.  7.  9.11.16.17. 
N.a5.6. 7. 10. 11. 12. 14.  N.  2.3.8.  la  12. 13. 14. 15.  IS, 

mod  23.  R.  1.2.  3.  4.  6.  8.  9.12.13.16.18. 

N.  5. 7. 10. 1 1. 14. 15. 17. 19. 10. 2 1 . 22. 

mod  29.  R.  1.4.5.  6.  7.  9.13.16.20.22.23.24.25.28. 
N.  2.3.8.ia  11.12: 14.16.17.  la  19. 21. 26.27. 

mod  31.  K.  1.2.  4.  5.  7.  8.  9.10.14,16  18.19.20.25.  28. 
N.  3.6. 11. 12. 13. 15. 17. 21. 22. 23. 24. 26. 27. 29. 3a 

mod  37.  R.  1.3.4.7.  9.10.11.12.16.21.25.26.27.28.30.33.34.36. 
N.  2. 5. 6. 8.  la.  14. 15. 17. 18. 19. 20. 22. 23. 24.  -29. 31 . 32. 35. 

mod  41.  R.  1.2.4.  5.  &  9.iai6.I&20.2].23.25.31.32.33.a6.37.39.40. 
N.3. 6. 7.11. 12. 13.14.15. 17. 19.22.24.26.27.28.29.30.34.35.38. 

mod  43.  R.  1. 4.6. 9. 10. 11. 13. 14. 15. 16. 17. 21. 23.24. 25. 

31.36.36.38.40.41. 
N.2.3.6.7.  ai2.l&19.20.22.26.27.2a29.30. 

32.33.34.o7.aO.42. 

mod47.R.i:  2.  a  4.  6.  7.  a  9. 12. 14. 16. 17.1a 21. 24. 25. 27. 2a  92. 

34.36.37.42. 

N.  5.  lü.  1 1.  la.  1 5. 1 9. 20. 22. 23. 20. 29.  :30. 31. 33. 3ö.  38. 39. 40. 41. 

43.4445.46. 

modSa  R.1.4.a7.  9. la  11. la  15.  la  17. 24. 25. 2a 29. 36. 37. 3a 40. 48. 

43.44.46.47.49.52. 
N.  2. 3. 5.  ai2. 14. 18. 19. 20. 2 1 . 22. 23. 26. 27. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 

39.41.45.4a5a51. 
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noaö9.iLl.a4.  6.  7.  9. 1&1&  Id.  17. 19. Sa 81. 22.25.2^27. 28.29.35. 

36. 41.45. 46. 4a  49. 61.53. 67. 
^.2.6^6.  IftlLia  14.18.23.24.30. 31.32. 3a34.37.3a39.4a4l 

43.44.47.50.52.54.55.56.58. 

r 

»od  6L  R.  l.a4. 6.  9. 12.  la  14 16. 16. 19.20. 22.26.27. 34.36.39.41.42. 

46. 46. 47. 48. 49. 62. 66. 67. 68. 60. 

iN.  2.  Ü.  7.8. 10. 11. 17.  Ib.  21.23. 24. 20. 28. 29. 30.31.32.33.  ^.  37. 

38. 40. 43. 44 5a  5 1 . 53. 54. 55. 59. 

mod  07.  R.L4a9. 10. 1416.  iai7.19.21.22. 23.24. 26.26.29.3a36.36. 

37. 3U.  4Ü.  47. 49. 64  55. 50. 59.  Oü.  02. 

64.65. 

N.2.a6.7.  ail.12.iaia2a27.28.30.31.32.3438.41.42.4a 

44.46.4a4a6a6L62.6a67.6a6l. 
6a66. 

■iod7i.R.i.  2.  a  4  a  a  8.  a1a12.15.1a1a19.2a242a27.2a 

30.32.3a37.3a4a4a  46.4a4a6a 

64.67.68.60.64. 

N.  7. 1 1.  la.  U.  17. 21.22.23. 20. 28. 31. 33.  ;;4. 35. 39. 4  J .  42. 44. 40. 

47. 51. 52. 53. 55.6a  59.61.02.63.65. 
6a67.6a  69.70. 

m<Ml73.  R.I.2.  3.  4.  6.  8.  9.12.10.18.19.23.24.25.27.32.35.36.37. 

38  41 . 40. 48.49. 5a  54. 55. 57. 61.64. 
65.67.69.70.71.72. 

N.a7. 10. 11.  lau.  la  17.2a  2].22.2a2a29.3a3i.3a34aa 

40. 4143. 44. 46.47.61.5a  6a6a6a 

59.60.6^63.66.08. 

iiMd 79. 141.14  a  aaiail.iaiaiaiasa2i.2i2a2a2a3i.3i 

36. 38. 4a  42.44. 45. 46. 49. 50.51.52. 
55.62.64.65.67.72.73.76. 
N.aa7.l2.1415.17.24 27.28.29.30.33.34. 35.37.39  41  43.47. 

4a6a546a67.6a6a6a6i.  oaea 

6a69.7a  71.7479.77.7a 

nod  8a  R.i.a47.  aiaii.iiiai7.2i.2a2a2a27.2a29.aaa43a 

aa37.3a4a41.44.4a4a6i.6a6i. 

6a6466.6a69.7a7a77,7a8L 
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N.i8.«.0.8. 13. 14. 15. 18.  l».'iD<38. 34. 32.34.15.39.43.43^46. 

46. 47. 60.62. 63. 64. 56. 56. 67. 68. 60. 
'  6d.66.67.7l.7».7a 74.76.79.80.82. 

mod  89.  R.  1.2.4.  5.  8.  9.10.11.16.17.18.20.21.22.25.32.34.36.39. 

40.43.44.45. 47.40.  Sa  68.66.tf7.64. 
67. 68. 69. 71. 73. 73. 78. 79.8a  81. 84. 

86. 87.88. 

N. 3. 6. 7. 12. 13. 14. 16. 19. 23. 24 . 26. 27. 28.  29.     31 . 33.  ;3.5. 37. 

38. 4U43.46. 48. 51. 52. 54. 56. 58. 59. 
60. 61.63.63.66.66.70.74.75.76.77. 
82.83.86. 

iiiod97.IC1.3.  3.  4.  6.  8.  9.11.12.16.18.22.24.  25.27.31.32.33.35. 

36.43.44.47.48.49.50.63.64.61.63. 
64. 66. 66. 70. 73. 73. 76. 79. 81. 86. 86. 

88.89.91.93.94.95. 96. 
N.6.7.10L  13.14. 15.17. 19.20. 21. 23. 26. 28. 29. 30. 34. 37. 38. 39. 

40.  41 . 42. 45. 46. 51 .  r>2  55.  56.  57.  58. 
59.60.63. 67. 68.69. 71. 74.76. 77. 78. 
80.82.83.84.87.90.92. 

iuoaiOl.ai.4.5.0.  9.13.14.16.17  1  )  20  21. 22.23.24.25.30.31.33. 

36. 37. 43. 45. 47. 49. 52. 54. 56.58. 64. 
66.68. 70. 71. 76. 77. 78. 79. 80.81. 83. 
84.86.87. 88. 92. 96. 96. 97. 100. 
N. 2.3. 7. 8. 10. 1 1. 12. 15. 18. 26. 27. 28. 29. 32. 34. 35.  .38. 39. 4a 

41. 42. 44. 46.  48. 50. 51. 53.  55. 57.  59. 
60. 61. 62. 63. 66. 67. 69. 73. 73. 74. 75. 
83. 86. 89. 90. 91. 93.iM.  98. 99. 


II.  Reste  der  Potensen. 

0*19  Reste  der  Potenzen  nacli  einer  Primzahl  als  iVlodulas 
bieten,  wie  überhaupt  die  Congraenzen ,  interessante  Beztebungen 
dar,  von  denen  im  Folgenden  mehrere  aufgestelll  und  nechge* 
«vieeen  werden  sollen. 

Man  bilde  die  siiccessivei»  Potenzen  einer  Zahl  x;  dieselbe 
lässt  sieh  kleiner  iAs  der  Modulus  p  annehmen,  da  immer,  so 
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bftld  eine  Zahl  h  nm  x  grösser  als  irgend  ein  Viplfaclies  von  p 
ist,  der  Hest  einer  beiieliigen  Potenz  von  deren  £zpoDeDt  eine 
der  Zableo  I,  2,  3,...;»  — 1  ist,  so  das« 

mkih  auf  den  Rest  der  Potenz  x',  mod  p  redacirt.  Wenn  daber 
m  ekle  solche  Zabl  iat«  welche  so  don  fizpontiiteD  q,  der  als* 
dann  ein  Theiler  von  /i— 1  sein  muas»  geli5rt,  oder  aucb  elM 
primitive  Woraei  der  Gofigroenz  ist,  d.  b.  znin  ExpooenteD  1 
wäbai  sobirt,  eo  «ind  die  Reste  der  iKableo 

^0         nfl         n>S  m8 

aSmintJicb  Terscbleden,  iiod  zwar  bUdeo  dieaelbeo  eine  Periode« 
welche  sich  entweder  Im  ersten  Fall  von  ab  oder  Im  xwelten 
Fall  Too  ab  wiederholt.  Diese  Reste  der  Poterixen  einer 
Zahl  nach  dem  Blodulns  p  lassen  sich  auf  ▼erachiedeoe  Welse 
bereebnev.  Wendet  man  das  Verfahren»  welches  sich  In  der  vn* 
beetimmten  Analytik  von  Scheffler  $.  142.  angegeben  findet, 
aoj  so  sacht  man  sich  die  Reste  der  Vielfachen  von  Xt  hc, 
är«***(p'^l)^»  mod/» 9  und  ordnet  dieselben  so,  dass  der  Fac- 
tor von  w  gleich  dem  Reste  aus  der  vorbeigehenden  Congrnens 
Ist,  bis  sieb  suletzt  eine  der  Gongrnenzen  wiederholt»  Snbstituirt 
matt  Ittr  die  Faetoren  des  4;  aus  der  vorhergehenden  Congruens 
den  Werth,  welcher  diesem  Factor  eongment  Ist,  so  wird  man 
nach  einander  die  Potenzen  von  x  mit  ihren  Resten  erhalten» 
Einfacher  roOcbte  aber  noch  das  folgende  Verfahren  sein.  Wenn 
irgend  eine  Potenz  von  x  bedeutet  mit  einem  Exponenten  n 
kleiner  als  fft  eod  ee  ist 

a:"  =  r«,  modp, 

so  folgt  durch  MoUiplication  mit  Wi 

«•+i=raj?,  mod  |#. 

Tm^e  haon  gr58ser  oder  kleiner  als  p,  aber  da  p  eine  Primsabi 
Ist,  nie  gleich  p  werden.  In  dem  Falle  r«»>p  wird  man 
f)iaP5r»fi,  mod  p  haben,  also  auch 

in  dem  Falle  tmSB^p  Ist  r«a?  unmittelbar  der  Rest  der  Potenz 
Die  Regel  Ist  also  diese:  Um  die  Reste  der  Potenzen 
einer  Zahl  x  nach  dem  Modulos  p  m  erhalten,  mnltiplicire  man 
die  vorhergehende  Congnienz  mit  der  Zahl  seibat,  und  bestimme, 
«Mtt  dae  zweite  GHed  grOMer  als  p  let,  den  Rast  deseelbeii 
nach  PI  S.B.: 
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Buttel:  (ie^  die  Heute  der  i'QUuieu  der  latUen, 


luod  13, 

53=5.12=8,  modlOi« 

9«=5.85],modl3. 

1d  diesem  Fall  gehört  5  zum  Exponenten  4;  es  werden  al($o  di» 
Rette  der  Potenzen  von  5  von  der  vierten  Potenz  ab  wiederkeh- 
fen.  Bekannt  ist  auch  die  Eigenschaft  der  Periode  dieser  Reste, 
dass,  >venn  man  dieselben  addirt,  sobald  man  den  Rest  der 
Oten  Potenz  der  Zahl  mit  hinzuniromt»  die  Summe  dieser  Re«te 
innerhalb  der  Periode  immer  durch  p  ohne  Reet  theilbar  ist. 

Ausserdem  bieten  die  Reste  der  Zahlen  von  1  bis  1» 
welche  zu  gleich  hohen  Potenzen  erhoben  werden,  folgende  Be« 
Ziehungen  dar.  Wenn  man  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahlen 
I,  2,  3....p — ]  bis  zur  {p — ])sten  Potenz  hildet,  so  lassen  sich 
dieselben  in  der  Weise  anordnen,  dass  man  die  Reste  der  gleich 
hohen  Potenzen  neben  einander  schreibt;  dann  erhält  man  so* 
wohl  in  vertikaler,  aU  in  horizontaler  Richtung  immer  p— l  Zah- 
len, wie  dies  aus  dem  folgeiiiien  Beispiele  hervorgeht,  in  wel- 
cheoi  7  der  Modulus  ist. 
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Würz.  112  3  4  5  6  Es  sind  hierin  nnr  die  Reste 

angegeben,  indem  dieWurzeln 
der  Congruenzcn  aus  der  er- 
sten Horizontalreihe  zu  ent- 
nehmen sind  und  die  Expo- 
nenten die  erste  Vertikalrethe 
bilden. 

Um  zu  der  Eigenthümlichkeit  der  angegebenen  Reihe  von  Resten 
zu  gelangen,  ist  zu  unterscheiden,  ob  dieWurzeln  einen  geraden 
oder  ungeraden  Exponenten  haben. 

1.  Wenn  der  Exponent  gerade  tot.  Da  die  Ansaht  der  Zah- 
len I9  2,  3*...p--I  wegen  der  ungeraden  Prlmsablp  immer  eine 
gerade  int,  so  lassen  sich  dieselben  in  swei  Klassen  bringen;  die 

erste  enthalt  die  Zahien  1«  2,  3.... — 2~ »       aweite  die  Zaiilen 

^-j— j      2    ••••P — Wenn  a  irgend  eine  Zahl  aus  der  ersten 

Klasse  ist,  so  findet  sieh  in  der  awelten  eine  Zahl  weklM 
von  der  Mitte  eben  so  weit  nach  rechte  entfernt  ist,  wie  c  naeh 
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links.    Die  Potenz  a'^*  irurd  irgwid  eiaeo  li«6t  r  nacb  p  laaaeo* 
ao  daas  o^sr«  mod  p,  ' 

Da  aber  Xp-o)5-a«  mod /I»  also  (p-4i)*»=(-a)*«=  +  a*» 
iaty«  ta  folgt: 

(p — o)*"=r,  mod  />, 

d.  Ii.  je  swei  Zablea  aaa  der  Reihe        S«...!»— 1,  tfelche 
Ten  der  Slitte  gleichwelt  eatfenii  ateben,  laaaeo  an  geiadeo  Po*  , 
leaaea  erbobea  itatner  gleiche  Reete. 

Es  vrrnl«  II  (iaher  die  Keste  dieser  £feraden  Potenzen  von  der 
Mitte  ab  in  umgekehrter  Ordnunc^  wiederholen  oder  sie  Ue* 
gen  aof  beiden  6eiteo  der  Mitte  syinmetriscb.  'i  i  - 

%  Weaa  der  Exponent  ungerade  iat.  Wenn  a^H^sr,  aiod|^ 
ao  Iat: 

(|>-a)*»+is(-.o;«»Hs— l.a«"+i,niod|>,         "  * 
alao  / 
(p— a)«H-i s^n^ip-ti),  mod p, 

d.  h.  je  zwei  Zahlen  aus  der  IJeilie  1 ,  2,  3..../>  —  1,  welche 
von  der  Mitte  gleichv^eit  eiitfcriit  stcfien,  lassen  zu  ungeraden 
Pütenzen  erhoben  zwei  Reste,  deren  äuuime  immer  gleich  dem 
Modulus  p  ist. 

Beide  Reaoltate  kwaen  eich  aneh  mittelst  dea  binomiaehen 
Lebraataea  leicht  ableiten«  Die  Somne  der  Zahlen»  welche  Ten 
der  Mitte  gleichwelt  entfernt  atehen»  betrSgt  immer  p,  nSmIich 
a-|-(p — a)=p.  Wenn  man  (p— a)**  entwickelt,  ao  Iat  die  An« 
aabi  der  Glieder  dea  Biaoma  Sn-f  1«  i^  <Im  letzte  Glied 
positiv.  Da  in  allen  flbrigeo  Gliedern  der  Factor  p  erscheint»  ao 
folgt  unmittelbar  (p'-a)^sa^,  mod p»  d.h.  o*"  nnd  (p — a)** 
huaen  gleiche  Reate.  Erhebt  man  p^a  aar  (2fi+I)sten  Poteoa 
nnd  entwid^elt  dieses  Binom»  so  Ist»  de  dio  Ansahl  de?  Glieder 
2r-|-2,  also  9Bn49  ist,  das  letzte  Glied  o^-l^^  n^atlv»  und  dm 
die  übrigen  Glieder  den  Factor  p  enthalten,  so  folgt: 

(p  — o)*»+*s  - a*»+»,  med p. 

Wenn  daher  o*^^=r,  motlp,  so  ist 

^a^s^T,  3(p— r|)»medp, 

alao 

(p -o)*»+*  =  (p— ri),  roodp. 
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^      BmiiMh  VeHr  äi$  JiiUe  äer  FmH%€H  der  Zaä^m, 

Kljcnso  int  die  Suiuia»  iler  uiigüradeu  Poteu2eo  zweier  solcher 
Zahlen  u  und  p  —  a  immer  gleich  einer  Zahl,  ivekhe  durch  |i 
theilbar  ist,  oder 

P 

,  Iii  der  folgenden  Tafel  der  Rmte  der  Potencen  sind  aor  die 
RMte  MltMt  angegeben,  irSbrend  die  Eiponenten  aoa  der  ernten 
VertllKalreibe.  die  Baals  aber  ane  der  ernten  Hoffsontabeiba  la 
nebmen  lat  Aocb  atnd  die  Reate  der  Potensea  ven  Eiaa  wegge- 
laaae«»  daber  aie  bei  der  Vergleichang  ala  erate  VertikaMba  OMb 
dar  Reibe  der  Bzpoaeaten  in  Gedaatoi  binaaaaffigen  abid* 
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AomedcoBg.  Die  Berecbnung  der  Beste  der  Poiensen  «iiler 
Zahl  aaf  die  oben  angegebene  Weise  Ifisst  sieb  dadurch  erleich* 
tarn»  dass  man»  wenn  q  eine  gerade  Zahl  oder  die  Wurzel  einö 

pruniüve  iets  dieHeste  nur  bis  suder  Petens  ^  oder  durch 

Mnllipiication  bestimmt  Von  da  ab  ist  es  nur  nStbig. '  an«  q^n 
Torhergebenden  Resten  die  Erg8nsungen  «im  Mod^  p  der 'Reibe" 
naeh  als  Reste  so  nehmen»  da»  sobald  erst  o?»  =  1  oder  bezüg- 
lidl  t^mX^wAp  isl»  unmef  di»  €ong>— sfcn' ntstftoden i» 

1  oder      s 1 » -mod  p.  '  •  :    ahwv  '.u 
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354       Butte it  ikäer  äie  Hesit  äer  hUetmn  der  ZuMen^ 


Sei  also 

4;^1»  mod|>,  so  folgt  hieraus  r4=(|>— r^), 

«•=fil»  

•   •  *• 

^ä^— isp— 1.  «ts— 1.— i.s+r. 

AebnlM  Ist  dM  AMeittrng  der  Reste  flir  die  Petoasen  Ten 
X  bis  n  der  Poteis  p->l«  wenn  s  eine  priniftve  Worael  ist 
Wenn  9  nBgetmde  ist»  ab  miiieeii  die  Reale  bie  «t  beredmel 

werden»  da  ia  diesem  FaUe  iceme  Peteni  1  ezistiit»  bi 

welcher  tler  Exponent  ^  eine  ganxe  Zahl  ist.    Eine  solche  Be- 

reebaaag  Iuidii  hingegen  nie  bei  den  primitiven  Wnneln  statt- 
finden» da  die  Sit  diesen  gehörigen  Exponenten  immer  gerade  sind. 
Man  siebt  biema»  dass  bei  der  Anferttgang^  der  Xaldi  -der  Reste 
hScbolena  der  vierte  Tbeil  durch  Multiplicatien  an  berechnen  Is^ 
wibread  die  übrigen  Reste  tbeila  in  ongekehrter  Reibenfolge 
wiederkehren»  tbeila  die  Ergftnsnngen  zum  Mod.|»  bilden»  wie  ee 
Im  Vorbergebcnden  niher  angegeben  ist 

UL  Tbeilbarkeit  der  Zahlen. 

Da  dieUnteianebnng  Ober  die  Tbeilbarkeit  der  Zahlen  In  Felge 
der  Eigentbamllebkelt  des  dekadiaehen  Systeme  mit  den  Po* 
tenzen  der  Zahl  10  und  deren  Resten  nach  einer  Zahl  als  Modn« 
lus  zusammenhangt,  SO  liegt  es  nahe»  die  Frage»  ob  eine  gege- 
bene Zahl  durch  eine  andeie  theilbar  ist  oder  nteht»  dnrcb  die 
Congruenzeo  su  beantwerten»  wie  ea  ha  tfolgendeii  fOishehea 
soll.  Vorausgesetzt  werden  nnr  die  ersten  Begriffe  der  Congraena 
und  die  höchst  einfachen  Beziehungen  swlscbea  den'  Potenzen 
einer  Zahl  und  ihren  Resten  nach  einem  gegebenen  Mednl 

Be  Ntoit  äkh  liffead  eine  Zahl  allgemm  durch  ii«^t  ;..uifi^ 
heaeichnen»  in  welcher  On,  a»^!....  die  Ziffern  bedeuten,  deren 
Indkeea  mit  den  Exponenten  der  Potenien  der  Zahl  10  fibereia* 
ataaen.  Ea  lat  daher: 
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ButM:  ifeäer  m  Ht9tt  (kr  Foimnem  der  JMInt.  M 

Da  aber,  wenn  ro,Ti,i*2 —  bezüglich   die  Reste  der  Potenzen 
•  10",  10^,  10'^....  uarh  (letn  Modulus  p  sind,  wo  p  irgend  eine  bo* 
liebige  Zalii  äeiii  aoll,  die  CoDgruenzeii  st&ttünden; 

«B.  10"  s  onfii,  moAp, 


«i.  10*  =  a,r4, 
•o  folgt  9  dttM,  wen» 

ist,  auch  die  Zahl  a„a„^i — »0=0,  mod/i  «ein  raiiss,  d.  b« 
diceelbe  Ut  durcb  p  ohae  R««t  tbeilbar. 

Es  wird  also  ein«  beReWge  ZabI  dareh  siae  ander«  obaa  Rest  ' 
iMIbar  sein,  sobald  dio  Sataino  der  Producte  der  eioaelaen 
Zifem  in  die  Reste  der  Potensen  der  ZaU  10,  auf  welebe  sieh 
jene  liesleben,  durch  disse  ZabI  ohne  Rest  tbeilbar  Ist. 

Wendet  man  dies  >  erfahren  auf  die  einzelnen  Zahlen  an»  so 
gelangt  man  zu  folgenden  Hesultaten: 

1.  Biodlliaa  3.  Es  bt  die  Zahl  oba»-!...,  e^o^^O,  inod2» 
flobaid  0o^^»>»od2  Ist  oder  sobald  eo  eine  gerade  Zahl  ist 
Demi  nan  hat,  da  nnr  lO^sl,  modS,  und  alle  fibrigen  Potensen 
congmenl  0  «ind : 

irii.10"50,niod2, 

a,-i.lOi»^isO, 


also 

o..  10»  +  om^i .  10"-^  «i .  10*  -I-  Ho  =    o«-i ....  aiO^SOo,  Hiod  2. 

3«  Modnli  3,  9  nnd  6.  Da  10^—1,  inod3  ist,  «e  niad  ee 
aneh  alle  folgenden  Potenten  von  10,  so  dase  man  erbilt: 

nn.lO"  =  a„,  mod^f 
On-t'  10"-'  =  an-i, 

*  A  .  «  ■          •  • 

0^  so^;   
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folgUch  ;  * 

Wenn  dafjer  «„  4- a«_i -f  —  -f^j  -f- ^o^^«  mod  3  ist,  d.  h.  wenn 
die  Suinnie  der  einzelnen  Ziffern  durch  3  tbeilbar  Ut»  «o  maM 
es  auch  die  Zahl  selbst  seio. 

Da  9  sich  so  den  PotensiH  von  10  eban  so  verliilt  wie  3» 

indem  auch  nach  dem  Modulns  9  nar  der  Rest  1  vorlconimt,  so 
folgt  unmittelbar  die  bekannte  Rfigel  för  die  Zahlen,  welche  durch 
9  tbeilbar  sind. 

Wenn  man  die  durch  6  theiibsren  Zahlen  «ntenrndity  so  er- 
giebt  sich,  dass,  da  die  Potenien  von  10»  ansgenonmeo  10^, 
sSmmtlich  den  Rest  4  lassen: 


0^.10^540,, 

also 

Ist  Häher  die  rechte  Seite  coiigruent  0,  so  ist  die  gegebene  Zahl 
dur(  h('i  thellbar.  Wenn  aber  4 (o„-|-an-i +....+ aa+«i)+«o'^-^^'  '"^'^  ^ 
sein  HiM ,  so  ist  die»  nur  mvgiicb«  wenn  Oq  eine  gerade  2iahl» 
etwa  2(1^  ist.  Dann  ist 

Hieraus  ergicbt  sich  eine  Regel  für  die  Theilbarkeit  einer 
Zahl  durch  6:  Man  wird  die  gewöhnliche  Hegel  erhalten,  wena 
man  berOcksichtigt,  dass*  sobald  awel  Zahlen  m  und  n  relativ 
prim  sind  und 

(f^6,  modm;  a=6,  mod  n,  auch  a= 6,  mod  »t»i 

aein  nwsa.  Wenn  daher 

■  -,«••• 

OBOfi-i*.>*0|iao=0,  mod 2, 
aiiiiii-i,...a|«^sO«  mod  3; 

ao  folgt: 

an  Ofi^i . . . .  o^Oq  ^  Oj  mod  6 
oder  die  bekaaate  Regel. 
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Bmiiti:  L'eUr  4iie  Jt€Ue  der  r4^M%m  4ir  7^tn.  ^ 

3.  Mo  flu  II  4»  9«  16»  32....  In  Besqg  aiif-^f|.  Potenzen  von 
2  aU  Moduli  findet  man»  dass  für  2*,  2^,  2^....  bezfiglich  die 

Potensen  10*,  10*,  10*  erat  c6ngr6eot  K«U  werden.  Allgemein 

mwß  eelpi 

10"  sO,  mod^o» 


denn  ea  Ut 


10«      /10\"  «4. 


paliingfegep  iat. 


~2^"   2  ' 


aleo  nie  gleieb  dner  ganzen  Zahl.  Alle  Petenien  Ton  10»  deren 
Eiponent  grfisaec  nie  der  den  Modnioe  iet,  werden  ebenfalle  een- 
graent  Nofl. 

Wenn  daher  die  Zahl  a«att-i  ....  <i|Cr|>sO,  modt^'^  nein  soll, 
worin  m<n,  so  niuss  man,  sobald  die  gegebene  Zahl  im  Allge- 
meinen auf  ihre  Theilbarkeit  durch  2*"  geprOll  werden  aolf,  bla 
zu  der  Poteiis:  10"  gehen  und  die  Reate  deraelben  nach  dem 
med  2"*  nnterancben. 

Die  ersten  niedrigeren  Potenzen  geben  einfache  Resultate.  Da 

10^=1,  mo^,    10»sS»    10*  =  0; 

eo  folgt: 

Osiiifi . . . .    ao  =  2a|  -f  <io=0'  ^* 

Alee  iet  eine  Zahl  iloreb  4  Aeilbnr»  eebeld  die- Summe  atie'der 
doppelten  veiletiten  Zlfer  und  der  letslen  Zlier  dereh  4  tbeNfcnr  Iat 

Da 

I0ö=l,raod8,   10»=2,   10^ee2«,  lÜ^—O; 

so  folgt  '  ' 

Ono«.! ....  a^üQ  =  2^. flu    2a|  f  Oq  ^  0,  mod  8. 

Alee  Ist  eine  Zahl  dercb  8  tbeilbar,  sobald  die  Summe  der  drei 
leisten  Ziffern,  wdlrbe  besflgtieb  mit  den  Petenten  %\  2*  mal- 
tiplicirt  sind.  dQi:eb  8  Ifcetlbar  ist.  Gebt  maa  weiter«  so  tritt  bei 
dem  mod  16  fiSr  2a|  der  Itest  lOo^  /in  die  Steile,  während  die  an- 
deren Potensen  von  2  bleiben«  Man  wird  die  Theilbarkeit  einer 
Zahl  .durch  M,  83,  04  dherhaupt  ans  den  folgenden  Soheeia 
erkennen: 

TUeil  XXVI.  18 
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IM      B^tM:  0i§ir  d§§  Hii»  Oer  Mmteii  ier 

«Uli^i ....     a^miH^'t'Vai  +  lOai+aomOp  oMdM, 
flbOn-ji ....  «Ii  4  JOoi      »B^»  ^ 

Man  «iiebt  hicraas,  dass  sich  die  Regel  der  Tbeilbarkeit  eioer 
Zahl  durch  64  aof  diesem  Wege  complicirter  gestattet.  Leicbter 
lassen  sich  die  aoost  fibliciieii  fUgelA  in  diesem  Falle  amrendeiL 

4.  i\lr)()iin  5  und  10.  Da  «nlle  I^•t^Ilzpn  von  10,  anwe- 
nommen  10^,  congruent  0,  soH-ohl  nach  dem  mod5,  als  auch  nach 
dem  modlO  sind»  so  koiümt  es  ävf  die  Bescbaienbeit  der  Zif- 
fer «0  an»  indem 

«««H^     «I  Oo  »  ^  Sc  0»  mod5^  10 

sein  soll    Diese  Ziffer  ist  nur  in  zwei  Psllen  dnrcli  S 
bar,  sobald  sie  nfimlich  0  oder  5  int.    Ebenso  kann  00  nur  CM' 
gment  0  nach  dem  mod  10  sein  ^  wenn  sie  seilist  0  ist. 

&  Modnlus      Da  die  Reste  der  I^otenseo  ym  10  udi 

dem  mod  7: 

101^3» 
10>=2» 

10*=4=-3, 
10»=55--2» 

Sil.  versrhiedea  sisd»  so  lassen  sich  die  Regelo  £ür  die  Theilbir- 

Mt  idescb  7  am  sweekmftesigsten  (ät  die  veiseiiiBdeoeo  mtki- 

7 

ziffrigeo  Zahlen  aulstellen,  nrobei  die  Keste  grösser  aU  |  darcb 
die  kleinsten  Reste,  negativ  genemmeD»  anagedTflekt  sind. 

....  iio«  ~  Sa  4  2«! -t*^  4- «VoSO» 

Ito  »ieh  M*Bt1»med7  dieselben  Reste  wiederkeires»  de  Mwt 
sieh  das  Gesets  leicht  fortbilden. 
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Buttel:  Ceber  die  Reste  der  Potenzen  der  Zahien,  f3Ö 

0.  Modulns  ll.  HterfÖf  ergiebt  sldi  die  R«g«4  Hehr  leicht, 
raa  nafl  die  kleinsten  oegatiren  Reste  mit  in  Recboung  zieht  Vth 


VI 


Inte 


10>=-1, 

Mb-i«««i^s(-l)"««-|-(— i)^~^«s--i+— «t+«oSO,  niod  11. 

i)ie  Zeichen  ereehen  sich  je  nach  der  Beschaffenbtit  des  u,  so 
»k  die  hekanote  Regel  itmnittelbar  bienMis  lelgt  •  •  > 

7  Modolus  l7.  Da  lU  eine  primitive  Wurzel  von  17  i<»t 
pnd  die  einzelneo  Reste  kein  rcL^el niassices  J>ilflungsgesetz  l>t  fo(- 
geo,  60  ivird  die  Prüfuns^,  oh  eine  Zahl  durtli  17  theilbur  wU 
liebt  kfirier  als  die  Division  selbst  sein.   Die  Reste  sind:    ^  . 

fap.  1,  2,   3,  4,  5,  r>,   7,  8,  9.10,11,12,13,14,13,16. 

10,  15.  14»  4.  6»  9>  5,  16,  7»  2,  3,  1%  U,  8, 13,  L 

-7,-2,-3,+4,+6,«^,+ö,-l,+7,+2.+3,-4,-«,+8,-5,+l.  - 

Mmml  man  negative  Reste  mit  hinzu,  so  bat  man  folgendes 
iydMnai  i 

ö|öo  =  —  7^1  f  «o^ö,  mod  17, 

%ti«l»  Ä—  (^«e + ^«l) + «sbO. 

0}....(fo=  —  (3<i,  +  2fl2  +     )  +  «0=0» 
4(|.M.i^e  -  (ßii»  -1-  20»  +  7at)  +  4a4  -f  «9  ^0, 

«i....Oo^  —  (3"»  +      +  7#ii)  +  605  +  4<i4  Hh  «0 =0» 
^.^ui^s—  (Sflt  +  3ag  +  2«^  +  7at)  :f  ö«»  +  4<i4i  +  «o=0, 

&  Uoilafus  19.  Die  Racto  der  Potenae«  siad  folgeade; 
ll^  I,    %     %    4,   S.    «.    7.    9,    9^  11,  19, 

Hi;    K.    1%        %  U.  15.  17.  IS,     V.  H  7. 

+10,  +5,  +12,  +6,  +3,  -8,  -4,  -2,  -I,  -10,  -41,  — M. 

a  k 

Exp.   13,  14,  U,  16,  17,  1& 
13,   1^    8,    4.     9,  1. 


R^ts 

-3,  +8,  +4,  +2,  4-1. 


üigiiized  by  Google 


Nimml  mo  die  Rente  aus  der  sweiten  Reibe,  «o  gelten  ffir  die 
venebiedeMD  meh^ifeiten  ^Abitii  i»  Mebeadl«  folfendM  BegM«: 

ajao=10fli +Oy  =  0,  mod  19, 

«802(1,00  =  120,  -f  5o«  f  10O|  f  OqSO» 

a«  8.  f. 

Je  weiter  wmm  in  den  2eblen  ferteoliraitel,  4Mte  SManiiMii- 
geeetster  werden  die  Kennzelehen  der  TMOMitoK.  Betimeirtal 

man  aber  die  im  Vorhergehenden  aafgestellte  Tafel  der  Reste  der 
Potenzen  der  Zahlen  fiir  den  med  19  nSher,  so  findet  sich  ein 
solcher  Zusammenhang  z\Tischen  den  Resteq  dqr  Potenzen  tob 
10  und  denen  von  2,  dass  die  Reste  der  eraleren  eine  Reibe  bil- 
den ,  welche  die  Reste  der  Potenzen  von  2  In  omgekehrter  Reihen- 
folge enthalten.  .Diese  £igeiitbllmKebkeit  gilt  aber  nicht  allein 
von  den  beiden  Zahlen  2  und  10,  sondern  es  lassen  sfimmtlicbe 
Zahlen  1,  2,  3....p->l,  sobald  der  Modulus  p  eine  Primzahl  ist, 
sich  80  mit  einander  verbisden,  dass  deren  Reste  der  Potenzen 
die  eben  speciell  für  2  und  10  angegebene  Eigenschaft  besitzea. 
Da  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  sich  aus  dem  Bisherigen  heur- 
theilen  lässt,  so  bedarf  es  einer  weiteren  Entwitkelung  Rir  be- 
stimmte Primzahlen  nicht  mehr,  und  ich  komme  daher  noch  ein- 
mal auf  die  Reste  der  Potenzen  zurück,  indem  ich  sie  jetzt  von 
dem  hier  schon  angedeuteten  Gesichtspunkte  aus  betrachte. 

IV.  Weitere  BetraebtQeg  der  Reste  der  Potenzen, 

Nebmeo  wir  zur  Erlelcbteroog  die  Reste  der  Potenzen  nscb 
dem  mod  19,  so  findet  sieb  bei  der  Betrscbtung  der  nteni'Poten- 
^  sen  d^  Zftblen  9,  3,  4....  17,  dass- die  Rtfste  derselben  auf  Ae* 
jenigen  Zablen  binweiseo,  welebe  ebenfalls  se  den  Potenzen'  tob 
1  Ins  17  erhoben  solebe  Reste  geben,  deren  Reibe  die  nmge* 
fcebrtei^er.  Reibe  der  ersteren  Reste  Ist  Se  Ist  ^'''slO,  mod  19» 
end  die  Potenxen  von  10  geben  dieselben  Reste»  welche  die  Po- 
tenzen''bis  2>  lasseil.  Ebenso  ist  3^  =  13  und  e»  folgen  fttr 
W  bis  Ja^r  die  Reste  der  Potenzen,  3>'  bis  d>.  Stellep«  wir  diese 
Zahlen  für  den  med  19  zusammen,  so,  sind  es  die  folgenden? 

2—10,  3-13,  4-5,  6—16,  7-11.  8—12,  9-17,  14-15. 

Die  Multiplication  je  zweier  solcher  rerbundcoen  Zahlen  er- 
giebt  die  Zahlen: 
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Buttel:   Veöer  die  Ueale  der  PaUH^en  der  Za/Uen,  ^1 

ao,  77»      «6,     163,  m 

Ader 

1.19  +  1,  2.1Ü  +  1,  4.19il,  5.19  +  1,  Ö.19f  1,  11.19  +  1, 

d.  b.  da«  Prodiirt  beider  hat  Immer  die  Form  19m +1.  Uierdarch 
ist  man  im  Stande,  die  Relation  swUchen  je  zwei  verbaDdeoen 
Labien  allgemein  nacbzuweUen.  Es  sei  p  irgend  eine  nngerade 
Primzabl  und  a  und  6  zwei  Zahlen  kleiner  ale  p  von  der  Beeebef« 
iMiMt»  dnee  Ihr  Prcdnct  die  Ferm  mp  4*  1  ^^X,  so  iet  hnmer:  - 

0*^=6^""*"',  mod//. 

Hierin  bedeutet  r  eine  Zahl  ebenfalle  kleiner  eis  p*  Difrcb  Mol* 
tiplieetlon  dieser  Congruens  mit  6^  folgt: 

{ßby=  i  y  modp. 

Setst  man  f&r  a6  den  Werth  mp  + 1 ,  so  hat  man :  . 

(mp +-l/sl,  modp, 

uuU  durch  die  Eutwickelung  des  Binoms: 

■ 

»rpT  ^  n  m'-*       -i- . .  • .  -f  ri  mp  -f  1  s  1 ,  mod  p 

ed«r 

Dieser  Cengmens  wird,  da  in  Jedem  Gliede  wenigstens  p  vor- 
kommt. Gentige  geleistet;  und  da  dieselbe  eine  nothwendlge  Felge 
aus  der  obigen  a''^6F-~^-^  modp  ist,  so  mnss  diese  letaiere 
unter  der  Voraussetzung,  dass  a6=tiip  +  l,  stattlinden.  Da  man 
fOr  r  die  Zahlen  0,  1,  2,....p— 1  einsetaen  darf»  so  erliftit  man 
darnach: 

'  a^=6i>-^y  modp» 

....     aP-^  =  6«. 

d.  h.  die  Bestätigung  der  angegebenen  Eigenthümlichkeit  der 
Reste.  Nennf»n  "ir  zwei  solche  Zahlen  a  und  6  verbundene 
Zahlen,  so  haben  die^«elben,  wenn  man  die  Congruenz  {aby~\,  iiiod/? 
benutzt,  auch  noch  die  Eigenthünilic  likeif ,  da«s,  n-eriri  raan  das 
Product  derselben  zu  irgend  c'mcr  Potenz  erhebt»  diese  Immoi 
congmeat  1  ist  oder  die  Form  np  +  i  haben  muss. 
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9miU$:  mit  0$  Bmit  4$r  f^iemun  der  ZMmL 

Stellt  man  die  verbundenen  Zahlen  fdr  verscbiedeno  MoM 

nach  der  obigen  Tafel  zut^amnien,  ho  ergieht  sich: 


mod5:  2*^3 

rnodT:  3-*4 

modll:  2—6 

nodl3: 

3-5 

3—4 

i-  9 

i 

t 

5-9 

^F 

4-10 

7—8 

5-8 

6-11 

luiffii  »-i  i  V 

iQod  19:  9^10 

■■00  99S  4***as 

O'" '  iv 

t»—  o 

3-10 

A  LI 

o  —  / 

ß  — Iß 

0— J4 

7—11 

A  IQ 

11  \A 

0—17 

11  Ol 

J  I  — £1 

VW  SV 

13-17 

IS— 20 
Elf"— 

14-47 

17— ly 

16-'iO 

18-21 

19-S6 

23-24 

modSl:  2- 

•16 

Jl-17 

11—27 

12-13 

-  8 

14-20 

^     * —  -O 

13— W 

6- 

-25 

16 -29 

IS       1  ff 

0 — 15 

1/  — Z4 

e-M 

ld-19 

6-31 

16-45 

7- 

-  9 

22-24 

7-16 

21-39 

10- 

-28 

23-27 

8— J4 

22-32 

9-33 

23-29 

10-26 

Die  verbundenen  Zftbleu  iinifaf«sen  för  den  mod|i  die  sanunt* 
liehen  Zahlen  2,  3,  4,  2.    Dahingegen  kSnnen  die  Zah- 

len 1  nnd  p-— I  leolirte  genannt  werden»  du  sie  vreder  beide 
SMManiii  verbundene  eiiid,  oock  auch  mit  einer  der 
2»  3..«.p^2  verbanden  ToilumiBien.  lo  Bezug  aef  1  iet  ea 
Weitere«  elnleveltteiid;  dber  aveli  p  —  1  kann  mit  keiner  aadW 
Zahl  verbunden  vorkommen.    Da  nämlich  dle<»e  Zahlen  die  F«"» 

A  haben,  worin  k  die  Wertbe  2«  3....p— 2  anoebmeo  lEi"*^ 
•o  miUate  nacb  dem  Obigen 
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uod  {p  —  ^)(p  —  1)  von  der  Form  mp\\  sein;  es  hat  aber  ditt 
Form  (j9 — worin  k  nie  deo  Werth  1  erhalten  kann. 

IndeMCD  laMeii  sieb  1  und  p^l  insofern  daca  rechnen,  das« 
«te  nit  «Ich  oelb«t  mnlliplieirt  eongnpont  1  werdon  oder  dieForm 

(p-^I)s — liinodp» 

alao 

(p—        + 1 ,  mod p. 

HtaigigM  iel  kein«  der  ZaUea  2,  3..,.p**3  eine  leeürte»  dewi 
ee  lat  > 

(p-it)«=s(p-2^)p+Aa*,  laodp. 
Da  aber  A  nie  1  aein  kann,  ao  hat  anck  (p — ü)*  nie  die  Form 

Unmittelbar  leuchtet  auch  ein,  dass  zwei  verbundene  Zahlen 
immer  zn  denselben  Exponenten  gehSren  müesen ,  da  im  entgegen» 
gesetzten  Falle  nie  dieselben  Reste  in  umgekehrter  Reihenfolge 
wiedericebren  kuonten ;  ferner  dass»  wenn  zu  einem  l.xponenten 
nur  zwei  secundäre  Wurzein  geboren,  dieselben  immer  verbun- 
dene Zahlen  sein  mflssen.  —  Es  findet  eine  andere  Eigenschaft 
speciell  in  Bezui:,'  auf  die  Zahl  10  statt,  wenn  die  Primzahl  von 
der  Fnrni  10» — 1  ist,  wodurch  ich  zuuach&t  auf  die  eben  ent- 
wickelten Gesetze  aufmerksam  gemacht  wurde.  Wenn  ;^  die  Form 
lOn  — 1  hat,  wie  die  Zahlen  19,  2<J,  59....,  so  bat  die  mit  10 
▼erbnndene  Zahl  den  Werth  n  selbst. 

aain  aoll  uid  6=5l0^  ao  lat 

10«  =:  T«;>  + 1  =  m  (lün  - 1) -I- 1. 

Da  die  ietite  ZÜer  In  der  Zahl  (]Obi<--l)  9  iei»  eo  kaoM  dioiM 
Glekbung  nur  genügt  werden,  wenn  m  den  Werth  1*  II,  21  «t.a* f. 
bat.  Von  dienen  )at  Jedocb  nar  inssl  brauchbar»  da  die  ilbifgeii 
für  ä  aolehe  Werthe  geben,  welche  grSaaer  wie  p  ahid;  dieae 
•iad  aber  bd  allen  dieaen  Unterancbungen  ausgeaebloaaen-  Dana 
bat  man  nnmittelbar  asn,  und  ea  findet  nach  der  obigen  Be* 
letchoang  die  Relation  atatt,  da  esn  und  6  s  10: 

nr  s  lOp-^-r,  med  (10»  - 1) 

oder 

(10»)' s  10p-*s1,  mod  (10»- J)» 
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9Ht       liuliel:   Veäer  die  Heute  der  tolemeH  der  lahien. 


I 


d.  b.  jp  =      wie  es  der  Fall  Ist»  da  man  durch  Divisio« 

die  bekannte  endliche  R^ibe  erhält. 

■ 

Bisher  galt  die  Beachrfinlconf^,  daaa  der  modp  eine  Primiilil 
bedeute;  lässt  man  diese  Bedingung  faflen,  so  gilt  auch  daaa 

noch  di^^  an'^ejiebene  Relation;  allein  man  darf  wie  bei  ahnlicbw 
Sätzen  in  der  Zahientheorie,\  sobald  der  IVIoduIiKs  keilte  Primzahl 
Ist,  nur  diejpniiref)  Zahlen  nehmen»  welche  relative  Primzahleu 
zu  dem  Modulus  sind. 

Wenn  r  irgend  eine  susammengesetzte  Zahl  bedeutat  aod  9 
die  Anzahl  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen»  also  p  =  i$^r,  btt 
man  nach  dem  TeraUgemeinerte»  F  er  mal' sehen  Lebr^^aUe  di0 
Beziehung: 

ofSl»  modr,  wenn  a^r. 

Wenn  aber  a  mn^  6  wiederum  zwei  solche  Zahlen  siad^  dem 

Produet  von  der  Formnir-f  I  ist,  und  welche  beide  relatlft  Mu 

zahlen  zu  r  sind,  so  niuss  die  Relation  stattündeu: 

» 

o^^i^»  modr». 

Hieraus  folgt: 

(a6/  =  6esl,  modr/ 

und  da  a6sssmr-f  1: 

(inr -f  ])*  s  1 ,  modr. 

Die  Entvvicketung  ersieht  %vie  froher  die  Richtigkeit  der  Coo- 
giuenz.  Also  werden  die  Reste  der  i^otenzen  der  einen  verbun- 
denen Zahl  die  umgekehrte  Reihe  der  Rsste  der  Poteosep.  <ler 
andern  ergeben.  In  diesem  Falle  kommt  es  aber  aach  vor*  «Ii» 
nicht  allein  die  Zahlen  1  und  r— 1,  wie  Mher  1  p-li 
sieb  selbst  mnitiplicirt  die  Form  mr «fl  haben«  sondern  es  W«« 
sieb  mehrere  aus  der  Reihe  der  zu  r  relativ  primen  Zahlen»  «!• 
man  aus  den  folgenden  Bei«(pielen  ersehen  kann : 

nod9:  2-5  und  1-1        niod  19:  2—  8  und   4—  4;  i 

4-  7        8-8  7-13  J1-J1;U-W 

med  16:  3-11  nnd  7-7;   I-  1     rood26:  3—19  und  I-  I 

5—  13        9-1',  15-15  •  5-17  13-tt 

;{5  15—15 
11-23  27-27 

Oh  die  Zahlen ,  deren  Ke»te  iler  Potenzen  nur  einmal  ^^^* 
kommen,  sich  von  den  eigentlichen  verbandenen  ZaUeo  uatt^- 
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•dioo  ehia  iraitmAiiadektiang,  al«iehbeabMelitigteyerlialtoii  haben. 

Es  lä^st  2^ich  nach  dem  Bisherii^en  folgendes  Resultat  auf* 
stellen  ;  Wenn  der  Moduiusp  eine  Primzahl  ist,  s»  sind  alle  Zahlen 
von  2  h\a  p — 2  verbundene  Zahlen  und  nur  1  und  p — ]  iKolirtc  Zahlen. 

Weon  der  Modaloa  r  eine  zusaromeiig^esetzte  Zahl  ist,  so 
können  ausser  1  und  r — 1  unter  den  za  r  relativ  primeD  Zab- 
leo»  kleiner  als  r»  noch  andere  isolirte  Zahlen  vorkommen. 

Da  ich  es  niebt  streng  nachweisen  kann^  dass  sie  sieb  immer 
linden  müssen«  'darf  leb  den  Sats  nur  so  aussprechen  und  be-. 
halte  mir  eine  weitere  Untersuchune^  vor. 

Schliesslich  miichte  ich  noch  aul  diojenifjen  iiiehrziflrigeu  Zab> 
len  aiifinerksani  machen,  deren  Ziffern  simnimtru-h  einander  gleich 
sind.  Dieselben  werden  durch  gewisse  l^rinizahlen  theilbar  sein 
rofitisen,  wie  z.  B.  alle  zweiziffrigen  Zahlen  mit  gleichen  Ziffern 
durch  11,  alle  dreiaiffrigen  durch  37  u.s.  f. 

Es  lassen  eich  diese  Zahlen  leiebt  bestimmen«  da  sie  mit  den 
etenndiren  und  primiren  Wuraeln  der  Congmenaeo  In  Zusammen- 
bang  aleben.  l«t  irgend  eine  Zahl,  aiiaH-.i«...ao«  gegeben«  se 
irird  diese  durch  eine  Primzahl  p  theilba^  sein  milsseik^  wenn  ' 

fl(lO«  +  10«-»  +  . .. .  +  10»  +  1)  =  0,  modp 

ist.  Man  hat  aber  nur  nötbig«  aue  der  Tafel  der  Wurzel  der  Con- 
gmenzen  diejenigen  Exponenten  zu  suchen,  au  denen  10  für  die 
verschiedenen  Modul! '  gehCrt,  um  zu  wissen,  wie  viel  gleiche 
Ziffern  da  sein  müssen,  damit  die  durch  aie  dargestellte  2aU 
dnrcb  p  theilbar  ist.  Es  folgt  olme  Weiteres,  dass  dann  auch 
diejenigen  Zahlen  mit  gleichen  Ziffern,  deren  Anicahl  ein  Viel- 
faches des  au  M)  gehörigen  Expoi^nten  istt.dan^h.-den  Modulosi» 
tbeiUiar  sein  müssen.  Darnach 

gehört  lOzudeni  Expon.2,mod  11  <  gehört  lOzu  dem  Expon.58,mod59 

60,^d61 
3J,  na  od  67 
35,*mod71 
M  8^11)  od  73 
„  13,mod79 
„  41,  inod83 
„  44,mod89 
„  ^»6,niod97 
„  4yroodl01 
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zwe'iziffrige  Zahlen  durch  |1, 
drebiffrige  ^  „  37, 
vieniffrige  ,»  „  IUI, 
Ainfsiffrige  ff  41, 

13. 

u.  m,  f. 

tbeilbar  «ein  nifiMeo. 


Ueber  die  Aii%abey  einen  Kreis  zu  beschreiben,  wel- 
cher drei  gegebene  Krrise  berührt 

Herrn  Ftrdintkt^A  Ker»» 

Zweite  Abthellang*). 

31. 

Ist  a  (Fig.  1.)  der  äussere  und  i  der  innere  Aehnlichkeits- 
punkt  zn  eier  Kreise  9)i  und  31  und  bezeichnen  dl' ,  91  die 
Durcb^chnittspunkte  der  Centrale  mit  der  Peripherie  des 

Kreises  9)?,  ebenso  iV,  iV'  die  Durchschnitt^^punkte  der  Centrale 
mit  der  des  Kreises  M\  so  werden,  wenn  der  Punkt  iV  in  Bezug 
aaf  den  Kreis  SR  seine  Lage  beibehält«  der  Ualbmesser  Ailf  den 


ForUee«iing  von  ThI.  XXIV.  Hft.  2.  S.  211->228.  Alle  «a  dieter 
twetten  Abtheilang*  j^ehdrendeo  FignrenCafeln  «ind  mit  ,,Iiorc**  tiezeich- 
net und  die  Figaren  Mif  deecelben  ohas  Uaterbrecbaog  voa  Fig.  1.  bi« 
Fig.  S3.  gesäblt. 
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kreise  M  aber  sich  vergrOssert,  sich  auch  der  äussere  und  in« 
r.ere  AebnKcbkeit^punkt  a  und  i  der  Peripherie  de»  Kreisen  3}?, 
Blmlicfa  den  Puokten  ^'  und  uäbern  und  mit  diesen  Punkten 
iiMBeB(alleD,  sobald  der  Hallimesser  iVilf  unendlich  gross  an- 
IMMMUieo  wird,  nämlich  die  Peripherie  de«  kreiees  M  lo  die 
TMgnrfe  jr  JP  des  Punkt«  N  fibeigebt 

i>aber  kaun  man  sageo: 

Ffir  ebeo  Kreis  Wt  iiod  elee  geiade  Liole  M'M^  eted  der 
imerf  und  Innere  Aebnlicfakeiteponkt  die  beifi||llchen  Durch- 

scknitUpunkte  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Gerade  geföilteo  Senkrechten  mit  der  Peripherie  des  Kreises. 


8.  32.  ' 

VerUeioer^  jicb  »her  der  BnIhmeMier  6m  KreiaMfB  (Eig.h) 
W  mgeindertem  Unlbmeeeer  des  Kreiies  M,  ao  riklM  eieh 
dir  ioisere  und  innere  Aehnlichkeltepnnkl  a  und  i  dem  Bfil- 

telpuokte  des  Kreisen  ^  näher  und  fallen  mit  demselben  zusam- 
'^eu,  boUald  der  Halbmesser  anendlich  klein  wird,  der  KreU  SR  ^ 
iiio  ia  einen  Punki  übergeht^ 

Daher  kann  man  sagen: 

Für  einen  Punkt  SR  und  einen  Kreis  M  ist  eraterer  seibsl 
ianertr  und  innerer  Aebniichkeitspunkt 

I 

Diese  Eii^enschaft  des  Punktes  ^  ändert  «»ich  nlehtt  wenn 
^ich  nunmehr  der  Halbmesser  des  (Preises  M  vergrussert  Wird 
<^^lbe  unendlich  gross  gedacht,  so  kann  man  sagen; 

Fir  ekieii  Punkt  M  und  ebie  gende  Linie  JT     ist  ersteiisr 
«dbt  iasaerer  und  inneisr  Aehnlichkeitspunkt« 

}.  34. 

Sind  91  und  M  (Fig.  iL)  zwei  aus  einander  liegende  Kreist 
HB  gleichen  Bntbmessemt  so  OUlt  der  inssere  Aeknlichkeilspuakt 
•  beiderseits  unendlich  weit  weg  und  der  Innere  Aehnlichfcelts* 
fnkt  i  Ist  der  Hslbirungspunkt  der  Centrale  WIM. 

Behalten  nun  die  Uurchschnittspunkte  dl  und  N  der  Kreise 
^it  der  Centrale  ihre  Lage  bei  gietcbmässiger  VergrOsserung  der 
^baeiaar,  so  ändert  sich  die  Lsg«  Ihrer  Abhaüchkeitspuakis 
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Hiebt  t»fid«-«ie' wird  dieselbe  Weibeit,  weno  stich  '^le-  HhübnMiM0f  * 

unendlich  gross  werden,  d.  h.  wenn  sie  mit  ihren  bezüglichen 
Tangenten  in      und  N  zusammeutaileu* 

Daher  kann  man  sagen: 

Für  zwei  Parallelen  m  W  und  M' M"  TälU  der  äussere  Aehn- 
licbkeitspunkt  io  senkrechter  Richtung  auf  sie  beiderseits  unend- 
lich weit  weg  und  der  iunere  AebDlIchkeitspaDkt  let  der  Halbi- 
nrngapuakt-  ihter  fintferiMnig. 

WerfJe?)  die  Halbniessor  der  Kreise  a)i  und  M  (Fis?.  2.) 
gleichmässig  kleiner,  so  ändert  sich  die  Lage  ihrer  Aehniicb- 
keitspunkte  nicht  und  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wann  die  Halb- 
mißMer.  üneii^iob  klehi  werden,  d*h.  wenn  tlle  Kreiee  in  Funkte 
flbergeheo*  > 

Daher  kann  inan  sagen: 

Fjlr  Bwei  Punkte  filllt  der  Sueaere  Aebnlibbkellvpiiekt  beider- 
seits itnendllch  weit  weg  und  der  iniiere  AehniichkeitspaBkt  Ist 

der  Ualliiruugäpuükt  ihrer  Entfernung. 

Schneiden  aicb  swei  Kreise  DI  and  M  ven  gleichen  Halb* 
messem  (Fig.  3.) ,  so  füllt  der  Uneeere  Aehnlichkeitepnnkt  a 
in  der  Ricbtung  ihrer  Centrale  SStM  beiderseits  unendlich  weit 

weg  und  der  innere  Aehnlicbkeitspunkt  t  ist  der  Halbiruogspnnkt 
der  Centrale  ^M. 

BebSit  nun  der  Durchschnittspunkt  N  beider  Kreise  seine 
iAg^f  veigrOssern  eich  aber  die  Halbmeeeer  JVm  nnd  NU  der- 
selben gleichmfiseig,  ee  wird  der  Innere  A^nlfohkellipttnkt  swar 
Immer  der  Halbiningspnnkt  der  Centrale  bleiben,  sich  aber  Ton 
dem  Durchschnittspunkt  N  entfernen,  und  er  wird  unendlich  weit 
vvc\j»fallcn,  wenn  die  Haihmessei'  beider  Kreise  unciviilith  gross 
werden ,  nämlich  mit  ihren  bezüglichen  Tan{;enten ,  9)2'9S^  und 
id'M'*9  in  N  «usamnenfallen«  Daher  kann  man  sagen:  ' 

Für  zwei  gerade  Linien»  wekhe  sieb  schneiden,  fallen  iiia- 
■eter  und  Innerer  Aebnllchfceltspnnbt  unendlich  weit  weg,  nod 
swar  io  Richtungen ,  welche  senkrecht  auf  einander  stehen  und 

mit  den  Ualbininf^sUateu  der  von  den  gegebenen  Linien j  ^'iK 
oujd  M'M"  f  gebildeten  Winkeki  znsanunenfiallen. 
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üi»  Berrae^Nit«  der  beiden  KrdM  IKiiitvd  welche  in  $.36. 
in  Bc«iK«iif  den,  vom flen.li0Nkii,Lmieli  geMlM«n  Wi^iImI  M'Nm 
angestellt  wurde,  hfttte  auch  in  Betof(  auf  seinen  Nebenwinkel 
flfiVJf'  stattfinden  Icunnen»  und  sie  wOride  gans  so  demselben  Re- 
nütot  geffibrt  haben.  Für  swei  gerade  «ich  schneidende  Linien 
•ind  daher  die  losseren  Aebniichkeltspnnkte  noch  die  innsrsn 
und  die  Inneren  anch  die  Äusseren. 

5.  38. 

Ans  dem  aufgcsteltten  Begriffe  des  änsseren  Aebnitchkeits* 
kr^ses  ({.  18.  1))  gebt  hervor,  dai«s  sein  Halbmesser  nicht  Meiner 
Ist  wie  tßi  nnd  nicht  grusser  wie  e7>  dasrs  also  seine  Peripherie 
eine  Lage  hat,  ,dte  den  Beriibrnng9pvok|;-X^j^n-  nnd  den  ilerfifa- 
nmgspankt  T  ansscbliesst« 

$.  39. 

Geht,  nach  §.31.  (Fig.  I.),  der  Kreis  M  in  eine  gerade 
Linie,  nämlich  in  seine  Tangente  in  iV  über»  so  fallen  der  Sus* 
aere  Aebnlichiceitspunkt  a  und  der  Berührungspunkt  %  der  Tntt 
gente  nach  und  n%  und  e^'  (Taf.  tV.  Fig.  2.  in  Tbl.  XXIV.) 
werden  anendtich  klein:  rht;egen  fallt  der  Berfibrungspunkt  T  nn* 
endlich  weit  weg  nnd  aT  läuft  mit  M'M"  parallel.  Es  bandelt 
sich  also  darum,  zwischen  oX=sO  und  a7*=o&  die  mittlere  Ati* 
portionale  su  su<iben. 

Nach  §.  1,  \»i  für  jede  Lage  einer  Sussereu  AebnlichkeiU- 
linie  o^B  i         ,  . 

aiee  in  vorliegenden  FaDe;   •  • 

tt8.aB:=s0.ao. .  (Fig.4.) 

d.  h.  es  ist  im  vorKegendeA  -Pille  die  mittlere  P^eperHende  mw<schen 
0  und  OD  gleich  der  mittleren  Proportionale  swiscben  aB  und  aSB. 
Zu  einem  Kreise  und  einer  geraden  Linie  WW  findet  man 
daher  den  Halbmesser  des  zugehörigen  lusseren  Aebfichkeitskrei- 
ses,  wenn  man  von  dem  Süsseren:  AehDlicbkeitsponkt  a  nach 
irgend  einem  Punkte  B  der  gegebenen  Linie  eine  Gerade  aB 
zieht  und  zu  dieser  und  der  von  ihr  abgeschnittenen  Sehne  41IB 
die  mittlere  Proportionale  aV  bestimnit  -  > 
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970    Kert:  Oeher  die  Atif^abe,  timen  Mtik  «v  ^tHkrHhen, 

Dft  nan  ntr  B«etiaiiiiiiDg  dei  ioMmvn  AtthnKelikeitopattklM 
bereite  dvrcli  dM  Mittelpiinkt  .d«i  KreÜMW  auf  «Ife  Gmde  elM 
Seokreehte  gsfUlt  bat,  ao  badieat  ona  aieb  «weckiaMaaig  dieaar 
aar  Baatimaittiig  daa  Halbmeaaaifl  daa  taaaMB  AaMIcbkaMrai- 
ate»  iadam  nan  aa  uN  «ad  «I  die  mittlere  Plroportienale  aaebt 

Geht,  nach  {.  31.  Fig.  1.,  der  Kreis  M  in  eine  gerade  Linie, 
Dimlicb  in  seine  Tangente  in  N  Ober,  so  fallen  der  innere 
Aehiitichkeit8puhkt  t  und  der  Berührungspunkt  ®  der  Tangente 
nach  0i  und  i®  und  ß8  (Taf.  IV.  Fig.  3.  in  ThI.  XXIV.)  werden  un- 
eodlkb  klein;  dagegen  fallt  der  Berührungspunkt  C  unendlich  weit 
trag  und  iG  läuft  mit  M' M"  parallel.  Es  handelt  sich  alao  daniai^ 
aiviacbaa  iU^Ql  and  ifiltsoD  diaialttlereProportioBaleaii  aucbaa. 

Nach     3.  ist  (ur  jede  Lage  einer  inuereo  Aeholichkeiislinie 

alao  Id  vorliegendem  Calle: 

•SB'.ti^'trO.oo»  (Fig. 6.) 

d.  h.  es  ist  die  mittlere  Proportionale  tvriaebea  0  and  oo  gletcb 
der  mittleren  Proportionale  zwischen  tl8'  nnd  iB*, 

Zu  einem  Kreise  ^  und  einer  geraden  Linie  M' M"  fiudet  man 
daber  den  Halbmesser  des  zugehörigen  Inneren  Aebnlicbkeita- 
kreises,  wenn  man  durch  den  inneren  Aehnlicbkeitspunkt  i  irgend 
eine  Gerade  SB' i?'  legt,  welche  den  Kreis  in  und  die  gegebene 
Linie  in  ^  schneidet,  und  zu  dieser  Oeraden  iB'JS'  und  der  von 
ihrabgaacboitteoeo  Sebne  tSB'  die  mittlere  Proportionale  Cd'  beatlmmt. 

Da  maa  xor  Bcatimmang  dea  inneren  Aebnllebfceltepnaktea 
bereite  darcb  den  Mitteipnakt  dea  Kralaea  aaf  die  fe|$ebarie  43^ 
rede  eine  Seakrecbte  gefüllt  bat»  ao  bedient  awn  aieb  afreckmia-' 
aig  dieaer  rar  Beatiamkung  dea  ttalbmeaaera  dea  ianeren  Aelmlieh-> 
beitahrateaa,  buiem  man  aa^iaad  iN diMllliara«Npa«^l*Mh|» 


Aas  dem  Schiusssatze  der  39.  und  -U).  folgt,  da»»  für  einen 
p^rpebfwrn  Kreis  und  eine  gegebene  (»erade  der  Haibmesüer  den 
öu«i.sere{)  Aohnlichkeit«kreise$  wnd  der  Halbmessür  des  inneren 
sich  zugleich  ergeben.   Sie  bilden  mit  dem  Uiircbmeseer  dea  ge- 


Digitized  by  Google 


■ 


K«lM»D6«  Kr«iMi  tttti  mlifWiDkells«»  Dntteek»  feit  w^tehem  itrtit» 
rar  die  eine  Oitbetet  der  Halbmeseer  deit  iAneiea  Aehelicbikillii» 
kieieee  die  eiidmjCellietii  oid  der  fliliNMeeer  de^ineeereaiAefcn- 
Mblteiliiffeieee  die  HypoteiMee  i«t 

§.  42. 

Verkleinert  sich ,  wie  ||i  §.  32. ,  der  Halbmesser  des  Kreises 
W  bei  unfeSadertein  HalbBiesser  des  Kreisee  M,  so  rücken  nicht 
altein  Süsserer  und  innerer  Aefanlichkeitspunkt  mehr  nach  Wi,  son- 
dern auch  tlie  Punkte  33',  ©  und  X  (Taf.  IV.  Fig. 2.0.3.  in  ThI.  XXIV.) 
und  die  mittleren  Proportiunuieu  zwischen  aX  und  uT,  und  iG 
werdeo  kleiner. 

Sie  werden  aber  Null  werden,  wenn  der  iletbttiM«r  dM 
Kreises  SR  selbst  aneodlicb  klein  iHnL 

Debet-  kkim  mtn  ragen  s 

Für  einei»  gegebenen  Kreis  M  und  einen  Punlit  ist  letxte- 
rer  seibat  der  äussere  und  innere  Aebnlichkeitskreis. 

Diese  Eigenschaft  des  Paukte«  Wl  ändert  sich  nicht»  wenn 
•ieb  nnnmebr  der  Halbm^fser  des  Kreises  if  >ergrOeseit* 

Wird  deieelbe  «eeiidlleH  ffinm  f^edeehtv  eti  Imhi  wmm  eegettt 

Für  einen  Punkt  und  eine  gerade  Linie  ist  ersterer  selbst 
äneserer  und  innerer  Aebnlicbkeitskrele. 

■  • 

{.44 

Da  bei  zwei  Kreisen  von  gleichen  Halbmessern  (Fig.  6.) 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  in  der  Richtung  der  Centrale  un- 
endlich weit  wegfallt»  so  muaa  iiülhwendiuerweise  der  Halbmes- 
ser des  ztt  ihn6n  gehürigen  iuif<seren  Aeiiiiüchkeitskreises  unend> 
lieb  gross  sein  und  daher  der  äussere  Aehnllchkeltskreis  selbst 
in  eine  ff^rade,  auf  der  Centrale  senkrechte  Linie  Öbergehen, 
und  da  der  äussere  Aehnlichkeitskreis  (nach  §.  S8.)  immer  den 
einen  Berfibrungspunkt  ein-  und  den  andern  ausschliesst.  aufcb 
in  vorliegendem  Falle  nach  lieidon  Richtungen  der  Centrale  ein 
nasserer  Aehnlichkeitspunkt,  nenn  auch  in  unendlicher,  doch 
sbef  Immer  in  gleicher  Entfernung  von  den  be^fi^lrchen  Mittel- 
punkten tfnd  ßt  der  gegebenen  Kreise,  gedacht  worden  muss, 
no  muAfi  aucb  der  fiossem  Aebnlicbkeitslnreis  za  den  beiden  ge- 
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gfibeoe^k  Kr^wtn  eine  and  dksfIbe.LAge  babeo  «nd  man  kaan 

'P<llr-  twil  'Ktelae  toh 'nMchim  Haltaetaam  iat  der  loeeere 
Aeholichkeltiikreie  die  in  dem  BafMraii|[rapnnkt  der  Centrale  nnf 
dieeelbe  senkrecht  errichtete  gerade  Linie. 

...  '  \  I  • 

ßehniteii  die  Pnnkte  SR  und  iV  der  Kreise  9»  und  M 
(Fig.  0.)  ihre  La£»e,  werdt^n  aher  die  Halbmesser  S'^OT  und  NM 
gleich niägsig  grosser,  so  ändert  unh  hierdurch  die  Lage  des  Sas- 
seren  Aehnlichkeitskreises  (§.  44.)  nicht,  und  sre  wird  dieselbe 
bleiben,  wann  diese  Halbmesser  unendlich  gross  t^ erden,  also  die 
Kneise  m  uiid  M  in  ihre  Tangenten,  m'W  und  M'M"^  in  m  und 
N  ubergehen.    Daher  Icann  man  sagen: 

Iffir  VKei  Parallel -Linien  ist  der  Knssnre  Aehnlichkeitskreie 
selbst  eine,  in  gleicher  Entferniing  Ton  beiden  Parallelen  mit  dienen 
parallel'  laufende  |^rade  Linie»  ^  .  '  . 


$.  46. 

Werden  die  Halbmeeeer  der  Krelae  nnd  M  (Fig.  6.)  gleich* 
wlssig  klifiner,  »2  ändert  aicb  die  Lage  ihVea'  Insaereh  Aejm- 
lichkeitakreisipe  nicht ,  nnd  sie  wird  dieselbe  bleiben,  wifon  die 
Hnlbmeaeae  «nendiicb  Mein  werden,  d. Ii. «die  Kreise  imVonkte 

Übergeben. 

Daher  kann  man  sagen:  -   .  ^ 

Far  swei  Punkte  ist  der  inssere  Aehnllchkeitekreis  die  in  dem 
Halbimngspunkt  ihrer  Entfernung  anf  diese  senkrecht  errichtete 
gerade  Linie.  , 

}.  47. 

,  •  •  ,  •     ,     ;   .'I'   !  >». 

pa  1>ei  zwei  Kreisen  vea  gleichep  Halbfnesaern  jder  inn^e 
Aehnlicbkeitapunkt  t  der  Balbirongspunkt  der  Central^.  9)^ iV  ifit 
(Fig.  7.)y  se  ist  fier  Halbnesser  dra  ipiiei^n.  Aehnli<^eita|cneia«s 
gleich  der  am  dieeem  Punkte  an ,  eines  der  Krelsf»  gelegnen 
Tangent^.  •.  ,  , 

48,  . 

Behalten  die  Pnnkte  91  nod  N  d/^p:  Kreiae  fli  «und  Jf 
(Fig.  7.)  ihre  La^,  wecden  aber  die  Halbipienser  ffm  uüd  NHi 

glelcbmästtig  grö««er,  #o  .nrird.anfth  der  J^broee^eL  des  inneren 
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Aelinlichkeitfikreises  grosser,  und  derselbe  wird,  wenn  die  Halb- 
inesKcr  unendlich  gross  werden,  d.  h.  die  Kreise  23^  und  M  tu 
gerade  Linien  übergehen  und  mit  ihren  Taugeuten  in  ffl  und  N 
zusammeofallen,  seihst  unendlich  gross  werilen;  daher  kann  man 
sagen : 

F0r  zwei  parallel«  Linien  ftUt  der  innere  Aehnliclikeitalneie 
mendlicb  weit  weg* 

^  6.  49. 

Behalten  die  Punkte  91  nnd  2V  der  Kreiee  91  nnd  M 
(Fig,7.)'ibre  Lage,  werden  aber  die  Halbmesser  MI  nnd  NM 
glelcbmSssig  kleiner,  «o  wird  ancb  der  Halbmesser  des  inneren 
Aebnlicbkeitskrelses  kleiner. 

Werden  die  Halbmesser  der  heidtn  Kreise  unendlich  klein, 
d.  b.  gehen  die  Kreise  in  Punkto  (ibor,  so  wird  der  Halbmesser 
des  inneren  Aehnlichkeitskreiscs  gleich  der  Entfernung  des  inne- 
ren Aehnliclikoitspunktes  von  jedem  der  gegebenen  Punkte;  da- 
her kann  man  sagen: 

Fflr  swei  Punkte  gebt  der  innere  AebnDebfceitikrels  dnreh 
dlei^elben  und  sie  selbst  sind  Endpunkte  seines  Durchmessers. 

50. 

Ans  $.  44.  folgt,  dass  fSr  Kreise  ven  gleichen  Halbmessern, 
welche  sich  schneiden,  der  Süssere  Aebnliebkeltdirels  mit  der 
Rkbtnng  Ihrer  gemeinschaftlichen  Sehne  Busammenffllt 

Behält  daher  der  Scbnelduagspunkt  ZV  der  Kreise  SR  und  M 
(Fig.  3.)  seine  Lage»  vergrosseren  sich  aber  die  Halbmes- 
ser iVSR  und  NM  gleicbmässig»  so  erleidet  hierdurch  der  äussere 
Aehnüchlceitskreis  keine  Veränderung,  und  er  wird  noch  seine 
QDTerSnderte  Lage  behalten,  wenn  die  Tf.ilbmesRer  NWi  und  NM 
unendlich  gro$>s  werden,  die  Kreise  2}?  und  M  also  In  gerade 
Linien  übergehen  und  mit  ihren  bezüglichen  Tangenten  in  N  an> 
eammenfalleo ;  daher  kann  man  sagen: 

Für  swel  gerade  sieh  schneidende  Linien  WffWf  nnd  M'M"  ist 
der  Süssere  AebnMheltskr^s  die  Halblrangslinie  des  von  ihnen 
gebUdeten  Wbikels.* 

$.  51. 

Aus  den  {{.  37.  und  50.  folgt  noch,  dass  der  Süssere  Aehnlioh* 

TktU  XZTL  10 
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keitskrel«  zweier  «ich  echneidendeii  geriideii  Ltalen  eiMk  der  Imm» 
und  der  ianere  ench  der  äussere  ist,  und  daee  beide  AeMIchMl»* 
kreise  iii  dem  Schneid angsponkt  der  beiden  Gereden  wob  Mlbel 
ecbneiden  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 

9 

9«  63* 

Stellt  man  lihnlicbe  Betracbtan^  mit  der  Linie  gleieher  Pe- 
tenzen  zweier  Kreise  an.  Indem  man  die  Halbmesser  defMlbes 
bald  unendlich  gross,  bald  ttnendflcb  klein  weiden  liest,  se  er- 
giebt  sieb: 

1)  Für  einen  Kreis  und  eine  gerade  Linie  ist  letztere  selbst 
die  Linie  gleicher  Potenzen. 

^  Fflr  einen  Kreis  und  einen  Punkt  ist  die  Linie  gleicher 
Potenzen  die  auf  die  Centrale  gefiülte  Senkrechte,  welche 
durch  den  Halbirnngspnnkt  der  ?on  dem  Pankt  an  den 
Kreis  gelegten  Tangente  geht 

3)  Für  einen  Putikt  und  eine  Gerade  ist  letztere  »elbst  die 
Linie  gleicher  Potenzen. 

4)  FW  swel  parallele  gerade  Linien  ist  dfo  Idfile  gleieher 
Potensen  die,  in  gleicher  Entfemwig  Ton  beiden  Paral- 
lelen mit  diesen  parallellnurende  gerade  Linie.  Sie  flllt 
also  (nach  {.  45.)  mit  dem  äusseren  ÄebnllchkeitskrelM 
der  beiden  Parallelen  ausammea. 

5)  Für  zwei  Punkte  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  die  in 
dem  Halbirungspunkt  ihrer  Entfernung  auf  diese  errich* 
tete  Senkrechte.  Sie  fallt  also,  nach  $.  46.,  mit  dem  äus- 
seren Aehnlichfceitskreise  der  beiden  Punkte  aosammea. 

6)  Für  zwei  gerade  sich  schoeldende  Linien  ist  die  Linie 
gleicher  Potensen  die  Halbirungslinie  des  von  ihnen  ge- 
bildeten Winkels;  es  bestehen  zwei  Linien  gleicher  Po- 
tenzen, welche  sich  In  dem  Schneidungspunkt  der  gege« 
henen  Cleraden  rechtwinkelig  schneiden  und  (nach  §.  50.) 
mit  dem  Susseren  und  inneren  Aehnlichkeitskreise  der 
gegebenen  Geraden  zusammenfallen. 

Aehnlitrhe  Betrachtungen  mit  der  Linie  äquidiflerenter  Polen* 
sen  aagestettl  eigebea; 
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1)  Filr  eine  Gerade  und  einen  Krem  ofler  eine  t?crn(lc  und 
eioen  Punkt  fällt  die  Linie  äquidüfereoter  Potenzen  un- 
•odUch  weit  weg. 

%  Fflr  swal  Gerade»  ele  mOgen  eich  eclioeidea  oder  nicht, 
sowie  filr  iwei  Pttnltto,  Ollt  dieLioie  Sqoidilferenter  Po- 
tensen  mit  der  Linie  gleicher  Petenieo  jedeemal  saeaninieD. 

fi.  54. 

¥üi  die  Berfihmngspole  ist  folgender  Satz  von  Wichtigiceit : 

Jede  Aehnlichkeitsaxe  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  der 
mgeborigen  conjugirten  Berübrungskreise. 

Die  Wahrheit  deeeetben  erhellet  aue  den  {{.  13.  und  14. 

£.  55. 

NüDinehr  kSnneo  wir  zur  AoflOsoog  eSinmtlicher*  BerOhntDge- 
aafgahen  flbergehen  and  uns  fait  liel  Jeder  deraelben  Worte  he* 
dieoen ,  welche  Air  die  Aofgahen  hei  der  BerilhmDg  dreier  Krieae 
ia  den  {{.  19.,  SO.,  2S.  vad  26.  gebraucht  abid« 

§.  56. 

Aufgabe«  Ba  afaid  gegeben  awei  Kvelaa  II  and  Jf  and  eiae 

gerade  Linie  m'wf  (Fig.  8.) ;  man  aoll  einen  Kreis  beachiel-» 
ben ,  welcher  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  IterOhrt,  d.  h.  die 
gegebenen  drei  Stücke  aaeachlieaat 

AufloauBg.  Man  bestinune 

1)  die  ftassere  Aehnllchkeltsaze  oÄä,  Dia  üuaaerea  Aelm* 

fidikeitspunkt*  A  and  9  ei^^eben  sich  nach  $.81. 

5i)  Für  zwei  der  gefundenen  äusseren  AebnlichkeiUjHjnkte, 
etwa  für  o  und  91,  suche  man  (nach  §.25.2)  und  bezieh- 
ungsweise §.  39.)  die  Halbmesser  ad'  und  ^tt"  der  zti- 
geliörigen  Aebnlichkeitskreise  und  beschreibe  dieselben. 

^  'Selmiden  ale  akeh,  wie  in  Fig.  8,^  ao  ergiebt  aich 
die  Knaaera  Axe  O'O'  aUbald,  oad  man  anche  an 
einem  der  Schneidongapnnkte  und  einem  der  gege* 
henen  drei  Stücke,  etwa  dem  Kreiae  die  Linie  giei- 
eher  Petenaen,  welche  die  Suaaere  Aehnlichkeltsaxe  in 
dem,  an  dam  Kreiae  Wt  gehürlgea  Berlhnmgapnle  9^ 
acharidat.  Vea  diesem  BerOhmagapola  9  lüga  aua  an 
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den  gegebenen  Kreiü  Hte  Tangenten  und  ^^5^,  so 
vrhvM  man  di«  swei  conjogirteo  BerühruDgspankte  de« 

4)  Schoeiden  stell  aber  die  iasseren  AehttltcUeitekrelee 
flieht»  eo  ▼erfahre  meii  nach  §•  25. 3)  vnd  4). 

5)  Schliesslich  verfahre  man  ganz  wie  in  }.  25.  5)  und  6)  and 
fölie  zur  Bestimmung  der,  der  Linie  m'm"  angehti* 
rigen,  Berfihningspunkto  b'  und  6^  von  den  gefundenen 
Mittelpunkten  HI'  und  der  conjugirten  Kreise  auf  die 
Linie  m'm"  die  Senkrechten  JXi'b'  und  V(i%*,  weil  der  zu 
der  Linie  m'm"  gehörige  Mittelpunkt  unendlich  weit  ent- 
fernt liegt. 

{.  57. 

Da  nach  §.  !>4.  die  nuKserc  Aehnlichkeitsaxe  a%  (Fig.  8.) 
die  Linie  gle'u  hrr  Potenzen  der  Herülirungskreise  Bl'  und  21t*  ist, 
so  nmss  auch  dor  Diirch^chuUtspunkt  /?  flfr  KusKeren  Aehnlich- 
keitsaxe a%  mit  der  gegebenen  Linie  pi'm"  der  su  dieser  Linie 
gehurige  Beruhrungspoi  sein. 

4 

Verbindet  man  daher  p  mit  (oder  O«)  und  beadireibt  mit 
pO,  ai^  Halbmeaaer  ana  p  einen  Kreia,  ao  aehneidet  deraelbedi» 
gegebene  Linie  m'm*  in  den  Punirten  6'  und  6*,  in  welchen  nie 
Von  den  eonjugirten  Kreiaen  W  and  ]IP  iierilirt  wird. 

Hierdurch  eilialt  man  ein  Paar  conjui^irte  Berührungspunkte 
auf  kürzerem  WeEje  als  dem  in  ^.56.  unter  3)  angegebenen»  und 
wir  wollen  in  der  Folge  von  ihm  Gebrauch  machen. 

Die  Mittelpunkte  W  und  DP  der  conjugirten  Berührungskreiae 
oifebea  aieh  dann  als  Dnrebachnittspnnirte  der  in  den  Berflhnmga- 
punkten  b'  nsd  6*  errichteten  Senkrechten  nüt  der  tuaaereo  Aia 

{.  58. 

Aufgabe.  £a  aind  gegeben  awei  Kreiae  SR  und  jlTund  eine 
gerade  Linie  m'm*  (Fig.  9.);  man  aoll  einen  Kreia  beaehrei* 
ben,  der  die  awei  Kreiae  gleichartig  and  die  gegebene  Linie 
ungleieliartig  berührt»  d.  h.  der  die  gegebenen  Ki^ae  einaehllaaat 
und  die  gegebene  Gerade  anaaehlieaat. 

Aullüfi^uug.   Mau  bestimme: 

1)  die  der  gegebenen  Liaie  zugehörige  innere  AehnllelK 
keitaaxe  und  ea  geaOgt  die  Beatimmang  der  Inneren 
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AeMklMtspviikto  3  hinI  J,  wddbe  «Idi  tfich  {.  31. 

2)  Zu  denselben  suche  man,  nach  §.40.,  die  Halbmesser 
Jl^"  und  ^X)'"  der  zugebOrigeo  innereu  AehnlichkeiU- 
kreise  J  und  3,  bestimme 

3)  für  letztere  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen,  d.  i.  die 
innere  Axe  Q'Q"  und  beschreibe  aas  ihrem  Hauptpunicte 
Q  mit  Q]»''  (s=  Qiy^  den  Uwiptkreto  Q  der  inneceo  Az«. 

4)  An  diesen  Uauptkreis  Q  lege  mau  von  dem  Durchschnitts' 
pankt  p*  der  inneren  Aehnüchkeitsaxe  J3  mit  der  gege- 
benen Linie,  d.  i.  von  dem  Beruhrungspol  der  gegebenen 
Linie  ($.  57.) ,  eine  Tangente  und  beschreibe  mit  ihr  als 
Halbmesser  aus  p  als  Mittelpunkt  einen  Kreis ,  so  schnei- 
det derselbe  die  gegebene  Linie  in  den  beiden  Punkten 

und  b*,  welches  die  Berührungspunkte  für  zwei  Kreise 
sind,  die  beide  der  AulguUe  Genüge  leisten* 

5)  Die  Mittelpunkte  Bt*  and  derselben,  eewie  die  öbri- 
gen  Berfibningspunkte,  ergeben  eich  dann  gnoB  aof  be- 
reits eiOrterte  Weiee« 

i.  59. 

Wären  tw ei  Kreiee  9t  and  M  ond  eine  gerade  Linie  m'mf 
gegeben  nnd  die'  Aufgabe  geetellt:  einen  Kreb  an  beecbrciben, 
der  den  Kreis  ilf  nnd  die  gerade  Linie  m'm"  gleichartig  ond  den 
Kreis  9t  angleicbartig  eder  den  Kreis  91  nnd  die  gerade  Linie 
ni'Mi^  gleichartig  nnd  den  Kreis  M  ungleicliartig  berflhre;  so  bitte 
man  gans  In  derselben  Weise  wie  in  {.  6&  m  Terfabren«  nur  In 
•rsteren  Falle  die  au  dem  Kreise  9t  gehCrige  innere  Aebnlicb- 
fceitsaze  Ji  nnd  un  letzteren  die  an  den  Kreise  M  gehurige  In* 
nere  Aebniicbkdtsaxe  t3  au  bestinnen  etc. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Parallellinien  SK'SÄ"  und 
M' M"  und  ein  Kreis  m  (Fij^.  10.);  man  soll  einen  Kreis  beschrei- 
ben, der  die  gegebenen  Stücke  gleichartig  berührt,  d.h.  sie  sämrot- 
lieb  ausscbliesst 

AnflOsvng.  Man  besUnme 

1)   die  äussere  AehnÜchkeitsaxe  a%A.    Die  Richtung  des 
Aebniicbkeitspuuktes  a  ergiebt  sich  (nach  {.  34 )  durch 
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■die,  FOD  dem  Mittelpvnkt  m  des  gcgtbenen  Kreises  aur 
die  Parallelen  geßllte  Senkrechte,  ia  welcher  sieh  endi 
(nicb  {.  31.)  die  betdeo  anderen  Punkte  A  and  fft  eigelM. 
Be  genOgt  jedoch  die  Beellnminng  von  nur  swei  ftosse* 
ren  Aeltnlichkeitepunkten,  etwa  der  Pnnkte  a  and  9. 

2)  Zu  dptk^elben  bejttimme  maii  die  äusseren  Aehnlichkeits- 
kreise.  Ersterer  crgtcbt  sich  nach  den  §§.  45.  und  52.  4) 
als  Linie  a'a"  aUbald;  der  Halbmesser  W  des  leUte- 
ren  findet  sieb  nach  §,  39. 

Bei  vorliegender  Figor  ecbneiden  eich  beide  in  den  Punk- 
ten O,  nnd  0„  and  der  fiuesere  Aehnlicbkeitefcreiii  aV 
eracheint  sogleieh  ale  äoeeere  Axe  O'O'. 

4)  Der  Durchschnittspunkt  der  Susseren  Aehniichkeitsaxe 
o9l  mit  der  Linie  W^'*  bestimmt  den  ßeru'hrun^spol  $ 
für  diese  Jjinie.  (§.  57.)  Man  verbinde  denselben  mit 
einem  der  Schncidungspunkte  O,  (oder  0„)  und  beschreibe 
mit  ^QO,  als  Halbmesser  aus  ^  einen  Kreis»  welcher  die 
Gerade  SBl'Sl"  in  den  l^unkten  Sß'  und  9*  schneidet,  so 
sind  diese  zwei  conjugirte  Bcrühningspuakte  zweier 
Krebe,  weiche  beide  der  Aufgabe  genfigeo. 

5)  Die  von  den  Berfibrnngspunkten  Q'  nnd  9ß  auf  die  Axe 
O'O"  geföllten  Senkrechten  ergehen  ate  Dnrehschnitts- 

punkte  mit  derselbenT  die  Mittelpunkte  der  conjugirteo 
Kreise  XU'  und  2)1^;  u.  s.  w. 

}.  61, 

Aufgabe  Fs  sind  gegeben:  znei  Parallellinirn  ^VW  und 
M' M"  und  ein  Kreis  in  (Fig.  11.);  man  soll  einen  Kreiü  iieschrei- 
ben,  der  tlie  gegebenen  Geraden  gleichartig  und  Jen  Kreis  un- 
gleichartig berührt»  d.  h.  die  ersteren  ausacbliesst  und  den  letz- 
teren etnschiiesst 

Anflüennir.  Blan  beethnnie 

1)  die  ileni  gegebenen  Kreise  m  zugehürige  innere  Aehn- 
lichkritsrixo  r/3J.  Der  Punkt  a  findet  sieb  nach  34. 
und  diö  i^unkte  3  und  J  ita<  h  ^  '>!. 

2)  Zu  letzteren  suche  man,  nach  $.40.,  die  Halbmesser  J^" 
und  ^W"  der  zugehnrigen  inneren  Aehnlichkaitakreiee  J 
nnd  3«  hesehreibe  diene  Kreiee  nad  bestimme 

3)  deren  Linie  iquidifferenter  Poteosen »  d.  i.  die  Inneie  ^ze 
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VQf.  Ans  d»ni  Haoptpankte  Q  dmalbra  beaehrallM 
mn  d«!  Hauplkrol«  d«r  bnerM  Aze  mit  dein  HalbniM- 

4)  Der  Durchschnitt«punkt  fP'  der  inneren  Aehnfichkeitsaxe 
3/ mit  der  Linie  Wl'fSt*  ist  der  Berfihrungspol  ()ifser  Linie 
({•  58.  4))  ond  man  verfahre  nuimiehr  ^anz  auf  bereit« 
erörterte  Welse,  indem  man  von  dem  Berühriaiigspol  9U 
den  Uaa|itkrei«  eine  Tangente  legt»  o*  e.  w. 

{.  62. 

Em  tot  «igenMieklicli  Mfrallend»  daee  in  $.6L  (Fig.  II )  die 
looere  hxe  Q^Q^  mit  der  lu  den  gegebenen  Parallelen  und 
Jf  gebdrigen  fioseeren  Axe  O'O^,  §.  60.  (Fig.  10.)«  oder  mit 
dem  Someren  Aehnliehkeltskreiae  afuf  identisch  let.  ,  Der  CSmnd 
bierfiir  ist  folgender: 

In  {.  14.  bind  zur  Bestimmung  der  Linie  gleicher  Potenzen 
der  Kreise  p',  nur  zwei  Kreise,  nftmlich  die  inneren  Aehn- 

licbkeitskreise  J  und  3,  in  Betracht  gezogen  worden,  und  ea 
nnrde  nachgewiesen,  dass  die  Linie  gleicher  Potenzen  jener  drei 
Kreise  zugleicfa  die  Linie  äquidifferenter  Potenzen  dieser  zwei 
Kreise  sei.    Die  innere  Aebnlichkeit^axe  (7./3  aber,  wie  die 

äussere  Aehnlichkeifsaxe  n^A  durch  drei  Punkte  iiiarkirt,  und 
so  >>ie  man  zur  Bestimmung  der  äusseren  Axe  willkührlicfi  zwei 
von  den  drei  äusseren  Aehnlichkeit.<5kreiscn  wählen  kaiiii,  so  Icon- 
nen  auch  zur  Bestimmung  der  inneren  Axe  von  den  drei  Aeholicb- 
keitskreisen  a,  J  «nd  3  willkiihrlich  zwei  gewälilt  werden  [der 
Einfachheit  wegen  wurden  bisher  immer  die  inneren  Aehnlichkeits- 
kreise  J  und  3  und  aus  ihnen  di«-  innere  Axe  bestimmt];  denn  es 
|Ss8t  sich  nachweisen,  dass  die  Linie  äquidifferenter  Putenzen  der 
Kreise  J  und  3  zugteicb  eine  Linie  ist,  welche,  wenn  man  aus 
irgend  einem  ihrer  Punkte  eine  Taniimte  an  den  äusseren  Aehn- 
lichkeitskreis  a  !e^t  und  damit  aU  Halbmesser  einen  Kreis  be- 
schreibt, also  tlcn  äusseren  Aebniichkeitskreis  a  rechtwinkelig 
IS (h neidet,  durch  diesen  Kreils  ungleich  die  Peripherien  beider 
inneren  Aehnlicbkeitskreise  J  und  3  balbirt  werden. 

In  ▼erliegenden  Fall«  (Fig.  II.)  nnae  daher  auch  der  Inaeere 
Aebnilebkeitakrels  a'«*»  welcher  eine  gerade  Linie  let«  ven  dem 
Kreiae  snro  Halbnesaer  Qiy  welcher  die  Peripherien 

der  Kreise  J  nnd  3  balbirt,  rechtwinkelig  geschnitten  werden. 
Dies  geschieht  aber  nur,  wenn  Q' selbst  ein  Punkt  dieser  Gera- 
den a'a"  ist. 


MO    iTtff  b;  0rAir  dir«  Mi/^aH,  Harn  frHi  w  UmMH^w, 

{.  63. 

iJii  »lie  innere  Axe  (l  ig  ü  )  mit  dem  Uusseren  Aehn- 

lichkeitskrHse  n'a"  zusammennilU,  sich  daher  der  Hauptpunkt 
der  uiueren  Axe  alsbald  uis  Durchschoittspiuikt  des  ^susKcren 
Aehntichkeitskretses  n'a"  mit  der  inneren  AehD]i(  hkt  It^axe  aJ3 
ergiebt,  so  erleidet  hierdurch  die  in  §.  61.  gegebene  Aul  lüsung 
eine  Aljkiii ziiiig.  Et»  genügt  nämlich  nur  für  ei^en  iiirjeren  Aehn- 
lichkf'itsk Tois  der»   llalbnirsser  zu   bestimmen.     Üerseihe  ist 

dann  in  dem  inneren  AeliiilirhLeitspünkt  auf  die  innere  Aehn- 
lichkeitsaxe  senkreclit  zu  errichten  und  der  Endpintlit  0^*") 
desselben  mit  dem  I l;ui}tt|uitikte  Q  der  inneren  Axe  durch  eine 
Gerade  zu  \'erblnilcn.  Letztere  mi  dano  Avt  HnihmooBfir  des 
ÜMiptkreises  der  iDnerea  Axe. 

{.  64. 

PQr  die  gegebenen  StGcke  der  §§.  60.  und  61.  (Fig.  10.  u.  11.) 
fHUt  der  innere  AehoUcbkeitspunkt  i  der  beiden  Geraden  "Sft'^ 
nnd  M'M"  mit  den  Hauptpunkten  O  und  Q  der  Susseren  und 
Inneren  Axe  zusammen  (§.34.)  und  es  fallen  die  vier  Aehnlich- 
keitsaxen  a%Aj  aJ^,  %Ji,  A^i  in  eine  und  dieselbe  Richtung. 
Offenbar  sind  daher  die  Aufgaben  der  §§.  60.  und  ÜJ.  mit  der  Aui- 
gabe:  einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  drei  Kreise  berührt 
deren  Mittelpunkte  in  einer  geraden  Linie  liegen  ($.  19.  und  20.), 
Ton  dercieilieu  Gattung. 

Da  DUD  nach  {.  48.  der  innere  Aebnlicbkeitskreis  t  aoendlicb 
gross  ist,  so  fallen  auch  für  die  inneren  Aehnlichkeitsaxeo  %Si 
und  A^i  die  zugehörigen  inneren  Axen  unendlich  weit  weg  nnd 
mit  ihnen  xwei  Paar  conjugirte  Herdbmngskreise»  so  daee  ^ 
swei  Parallelen  und  einen  Kreis  nar  swei  Paar  ooiijugtrte  BerOh- 
rungaicreise  exiatiren. 

Es  geht  hieraus  fiervor,  dass  die  Existenz  der  Beriihrui^»- 
k reise  nicht  von  der  der  Aehnlicbkeitaaxen  allein  abhängig  ist 

S.  65. 

Aufgabe.  £a  sind  gegeben :  zu  ei  sich  schneidende  gerade 
Linien  ^Wi"  und  AfRf  und  ein  Kreis  m  (Fig.  12.);  mnn  soll 
einen  Kreis  beschreiben,  der  die  gegebeneu  iStücke  gleichartig 
berührt,  d.  b.  sie  sämmtlich  ausachliesst. 
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AeflGsuDg.  Man  bMtimme 

I)  die  iQMere  AehnliclilieitBaxe  a%jL  Die  P^oVte  %  und 
A  ergeben  eieb  nacb  {•  31.  Es  genügt  jiidocb  die  Be- 
•ÜMmig  nur  eiiiM  diwir  Pankte,  etw»  dee.Pankten  9. 
lel  demeibe  gefnnden»  eo  Kiebe.mnn  dnreh  ibn  eine  Ge- 
'  mdep  i^elcbe  mit  deijenigen  Linie  pntnilel  VbJk,  welebe 
den  Nebenwinkel  dee  ven.den  gegeiienen  geraden  Linien 
gebildeten  Winkele  halbirty  eo  int  die  eo  gesogene  Ge- 
rade die  Inseere  Aehnliebkeitnaze,  In  weldier  der  Sne* 
eere  Aebnilcbkeitepnnkt  a  beidereeite  nnendlicb  weit  ent- 
fernt liegt  (f  35.)  . 

'   2)   Zu  den  äusseren  Aebolichkeitspunkten  a  nnd  91  bestimme 
man  die  Aeholichkettskreise.   Ersterer  findet  sieb  -  (oiich 
'  '  {.  50.)  als  die  den  Winkel,  weichen  die  gegebenen  Ge- 
raden bilden,  lialbireode  Linie  afa",  letzterer  ergiebt  sieb 
nach  $.  39. 

3)   Beide  Aehnlichkeitslcreise  schneiden  sieb  [bei  vorliegen- 
der Figur]  in  den  Punkten  O^.und  0„  und  der  äoseera  * 
AehnticbkeiteiKreia  ergiebt  eich  sngieleb  ala  Inaaerd  Axa 
C^O».  ■  '  • 

^  Man  verfahre  In  Uebrlgen  gana  wie  in  {.  6Ql 

§.  66. 

Anfgnbe.  Es  sind  gegeben:  swei  eich  acbneidende  gerade 
Linien  und  iPiV'  nnd  ein  Krela  m  (Flg.  13.);  man  aoll 

einen  Kreis  beacbrailien,  der  die  gegebenen  Geraden  glelebartl^  * 
imd  den  Krals  nnglelcbartlg  berührt«  d.  h.  die  erateren  anaechlieaat 
nnd  den  letsteran  einaehlleaat 

Auflösung.  Man  bestimme 

1)  die  den  gegebenen  Kralae  m  angehOrige  innera  Aebn- 
Kehkellaaxe  e3J.  Die  Inneren  Aebnllehheilnpnnkte-3l  nnd 
J  ergeben  sieh  nach     31.  Zur  Bestinmnng  der  Linie 
«3J  würde  indesaen  nur  ein  innerer  Aehnlichkeltapnnkt 
-    3  oder  J  genfigen,  denn»  hat  man  einen  aelehen  geftin* 
den  nnd  nan  legt  doroh  Ibn  eine  Gerade»  die  nk  deiJeK 
eigen  geraden  Linie  parallel  Koll,  weldie  den  Neben* 
'  wiakel  den  ven  den  gegehenen  geraden  Ltnien  gebiUetM 
Wtekeb*halhlrt»  an  Int  die  ao  gelegene  I^le  die  tes- 
'langte  kmeie  AehnliehkeUnxe»  In  wekher  «der  faseera 
AehnUchheHnpanfct  ^  hetderaeiia  nnendlidi  weit  entferat 
Hegt.  ({*36.)  • 
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%)  Zu  den  Pookten  J  urni  3  bestinime  man  dte  HakbiiieMer 
«IB*  und  31$*'  der  innereo  AelinUcbkeiUkreUe,  baadurtibe 
dieMlbeo  and  sacbe 

3)  m  beiden  dl»  Linie  i^ifbmtiv  PotoMes«  d.  I.  die 
hmere  Axe  Q^Qf.  Ans  den  flteptpmikte  9  deieelbto 
beedifelbe  man  den  Hanplkrels  d<^  Inneren  Axe  nnd 
verUre  im  üebcigen  gnm  wie  in  {.  6h 

Auch  für  die  innere  Axe  Q'Q"  (Fig.  13.)  ist  das  von  der  in- 
neren Axe  Q'Q"  (Fij?.  II.)  in  §.62.  Ciei^agte  güitig,  uod  die  Anf- 
gabe  §.  06.  erleidet  hiernach  ehenfatU  eine  Abkürzung,  iiuleiu  man 
nur  den  Halbmesser  eines  inneren  AebnIlchkeitskreiseA  xu  be* 
etimnieii  und  überhaupt  ganz  nach  ^  Ui.  2U  verfabrea  liraucht. 

 •  J.  «81 

Für  die  gegebenen  Stücke  der  5§.  65.  und  Ö6.  (Fi^.  12.  und 
Fig.  13.)  fallt  der  innere  Aehnlirhkeitspiinkt  i  in  der  Richtung  der 
Linie  a' a"  beiderseits  unendlich  u  eit  >vco  .3(3  )  und  der  innere 
Aehnlichlteitskrcis  i  mit  der  HalhirnnL'.siinie  des  Nebenwinkels  des 
von  den  gegebenen  {geraden  Linien  gebildeten  Winkels  zusammen 
(§.51.).  Da  nun  (nacli  §.53.  1))  für  eiiie  Cerade  und  einen  Kreis 
die  Linie  äquidifferenter  Potcn/cn  unendlich  ueit  wegfallt«  so  ist 
auch  die  Bestimmung  der  zu  den  inneren  Aehnlichkeitsaxen  VXJi 
*  und  A^i  gehörigen  inneren  Axen  in  vorliegendem  Falle  unmöglich, 
d*  b.  es  esietireo  bierfiir  nur  zwei  Paar  coigugirte  Berubrnugakreise 

§.  09. 

Fflr  die  nachrolgenden  Aufgaben»  {.  70.  und  71.,  ist  von  be- 
nenderer  Wiebtigkeil»  daea  filr  zwei  gerade  Linien  die  zugehörige 
luasere  nnd  Innere  Axe  ebne  die  reapekttren  Aebniicbkeitsaxert 
bestinmt  werden  binnen,  da  aiet  nach  den  §§.  ^.  3)  nnd  66. 3), 
mit  den  ftusaeren  und  inneren  Aehnlicbfceitskreiaen  suaammen- 
fidleto  nnd  diese,  nach  §.62.6),  mit  der«  zu  den  gegebenen  Ge- 
mdkn  gebirigen  Linie  gleicber  Potenzen  identisch  sind.  Femer 
lat  neck^on  Wicbtigkeit,  daas,  weil  ftir  zwei  gerade  Linien  Ine- 
eeier  «nd  innevar  Aeholicbkeitspunkt  sich  dufcb  icein  Merknul 
mtMeheMen,  auch  eine  eigentliche  Veancbiedenhelt  nwiaeben  der 
taaneran  and  den  Inneren  Aebnlichkeiliraaa  $k  den  Fall,  dann 
die  drei  gegebenen  Stücke  gerade  Linien  aalen,  wegfallen  mOnne 
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und  daher  ein  be^onderef  ConstruktioDgUDtewchled  fÜT  gleichartig* 

ond  uDgletciiartige  Berübrang  Dicht  stattindeii  kOoue. 

$.70. 

Aufgabe.  Es  tiod gegeben  drei  gerade Lioien,  ,  HtM", 

m'jH*  (Fig.  14.);  man  soll  die  swei  conjugirten  Kreise  beschrel« 
Iw*  fv«ltlM  Ml  «ir      inmmtt  AMßMuUamMAImkbna. 

Auflösung.  Da  die  äusseren  Achnllchkeitspunkte  sfimmtlich 
unendlich  u  eit  wegfallen ,  so  ist  dies  auch  mit  der  fiusseren  Aehn- 
lichkeitsaxe  der  Fall.  Die  drei  Ach liliclikeits kreise  ergeben  sich 
als  die  Haibiningslinitii)  der  von  den  gegebenen  Geraden  gebilde- 
ten Winkel.  Es  -^enCgt  indessen  die  HcstimmuDg  voo  Dur  zwei 
AehDlichkeitskreiäen,  etwa  a'a"  uud  A'A". 

Da  nach  §.  65.  3)  der  zu  zwei  gegebenen  Geraden  gehürige 
Xussere  Aehnlichkeitskreis  a'a"  zugleich  die  Süssere  Axe  iur  die 
drei  gegebenen  Stücke  ist,  so  niuss  dies  auch  mit  dem  Aehnlich« 
keltskrei.^e  A'A"  der  Fall  sein,  etc.;  und  es  Ist  daher  klar,  daae 
sich  für  drei  gegebene  Geradeii  auch  drei  Süssere  Axea '  ergeben, 
die  sieb  in  dem  gemeioecbafllichen  Punkte  O,  schneiden. 

Macli  im&I*  ist,  wenn  sieb  eine  Gerade  nnter  den  ei  ^gege- 
Iwnen  SMkm  befindet,  ihr  Dnrcbsebnittspunkt  mit  ^er.  bef^effen* 
den  Aehnlicbkeitsaze  ihr  Berflhruogspol,  die  Berahrnngspolare 
lUit  mit  der  Geraden  lusammen  und  der  aus  dem  Berflhrungspol 
bescbriebene  Kreis,  welcher  durch  den  Dnrcbsebnittspunkt  der 
Aebnlicbkeitskreise  geht,  sehnMet  die  gegebene  Gerade  recht« 
winkelig.  Da  aber  in  vorliegendem  Falle  die  Aebniichkeltsaxe 
unendlich  weit  entfernt  liegt,  so  liegen  auch  die  bezOglichen  Be- 
tfihruo^spole  P,  p  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h*  die  Halb- 
messer $0^,  POft  pO,  sind  unendlich  gross  und  daher  sind 
die  mit  Ihnen  beschriebene  Bogen  gerade,  durch  den  gemefnscbaft- 
liehen  Durehschnittspunkt  O,  gehende  vnd.  auf  den  besOglichea 
Gf^raden  senkrocht  stehende  Linien. 

Fällt  man  daher  von  O,  auf  jede  gegebene  Gerade  eine  Senk- 
rechte, so  ergeben  sich  ali$  Durcbscbnittspunktc  die  Berührungs- 
pookte  ^' ,  B'  y  b'  und  O,  selbst  als  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  die  gegebeneu  Geraden  sämmtlicb  berührt. 

Gleidizeitig  ergiebt  sich,  dass  die  bezüglichen  Berflhmngi^ 
p«nfcte  es,  iP,  ^  onendtieh  weit  wegidlen.  Mm  eiUtirt  daher 
für  die  ftnsitre  AehnlSehheltsaie  dreier  y^sheaer  geteder  Linien 
heln  KkM  eenj^girtir  Kinise,  «eiidara  m»  ein  Kiehi,  dar  sia  vea 
innen  berQbrt 
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384     Ker%:  Vcätr  die  Aufgabe,  eüuu  äreU  m  öeMcärei^en» 


$.  71. 

Aufgabe.  Et  SM  gegeben  dtei  gerade  UnieD,  fl9^9R", 
üfilT'«  fli'nt"  (Fig.  15.))  mao  eoll  die  iwel  conjugirten  Kielee 
beschreiben»  welcbe  tüA  anf  die  (etira  der  LIaie  m'm"  angehO- 
rige)  ini^ere  Aebnlicbkeitsaze  0/3  bezieheD. 

AffitOsaDg.  Man  bestimme  die  zwei  inneren  Aebniicbkeits- 
axen  J'J'\,  ^'T,  ao  iet  ihr  Durchschnittspunkt  Q  der  Mittel- 
piiakt  eiuea  Kreises,  welcher  die  drei  Geraden  berührt  Die  Be- 
rQhrnngapii&kte  ß^,  ergeben  sich  ganz  wie  im  vorigen 
Paragraphen  die  l^unkte  ^\  B' ,  b' ,  und  el^nso  ergiebt  sich, 
'  daaa  Air  die  Aehnlichkeitsaxe  a«/3  kein  Paar  eeojngirter  Kreiae, 
aendern  nur  ei  n  Kreia  exiatirt»  der  die  gegebeaen  Geraden  ven 
anaaen  berührt. 

§.72. 

Letzteres  ergiebt  sich  auch  für  die  den  Linien  und 
M' M"  zugehurigen  inneren  Axen  %Ji  und  Ä^i,  und  es  folgt  (aus 
den  70.  und?].),  dass  der  Unterschied  zwischen  gleichartiger 
und  ungleichartiger  Berührung  dreier  Geraden  sich  auf  eine  Be- 
rührung von  innen  und  von  aussen  erstrecke,  sowie  dass  im  Gan- 
zen vier  Berührungskreise  mnglich  seien,  nämlich  für  jede  Aeba* 
lichkeitsaxe  ein  Berührungskreii». 

■■ 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zwei  Kreise  9^  und  M  und  aus- 
serhalb derselben  ein  Punkt  7/1  (Fig.  16.);  man  soll  einen  Kreis 
beschreiben )  der  die  gegebenen  Kreise  gleichartig  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

'  AnflOanng.  Man  beaCimne 

1)   die  äussere  Aehnlichkeitsaxe  a'^A.   Da  nach     32.  die 
Susseren  Achnliclikeitü»punk(e  %  urid  A  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  zuganimeTifallen ,  so  verbinde  man,  wenn 
•  **  der  äussere  Aehnlichkeits;>unkt  a  bestimmt  ist,  deneel- 

beo  mit  dem  gegebenen  Punkte  m.  Die  gerade  Verbin- 
dongelinie  beider  ist  die  verlangte  äussere  Aehnlichkeitsaxe. 

I"     3)  Der  fos^crc  AchnUchkeitskreis  a  ergiebt  Mi  auf  bereits 
ii-^i.'       erörterte  Weise  ({.  25.  2)).  Jeder  der  Süsseren  Aebniicfa- 
Wtefcreise  %  nnd  A  ftlltj  nach  {.  42.,  mit  dem  gegeb«^ 
nen  Punkte  m  aoaamnien.  Man  anebe  daher 
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m€iek€r  drei  ifegebene  kreise  äehikrt,  2.  AttheÜ,  286 

3)  zu  dem  fiiisseron  Aehnlichkeltskreise  a  and  dem  gege- 
benen Punkte  m  die  Linie  gleicher  Potenzen  0'0'\  d.i. 
die  äussere  Aze,  lege  von  ihrem  Hauptpunkte  O  an  einen 
der  Aehnlichkeltskreise  eine  Tangente  und  beschreibe 
mit  derselben  als  Halbmesser,  also  in  vorliegender  Auf- 
gabe am  einfachsten  mit  der  Entfernung  Om,  den  Haupt- 
kreis O  der  äusseren  Axe. 

4)  Zu  diesem  Hauptkreise  und  einem  der  gegebenen  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  ^SJt,  suche  man  die  Linie  gleicher  Po- 
temen,  beziehungi; weise  deren  Durchschnitt  $  mit  der 
Sasseren  Aehnlichkeitsaxe ;  so  erhält  man  den  ßerfih- 
ningspol  $  für  diesen  Kreis  Wl,  und  die  von  diesem  Pol 
an  den  Kreis  Wt  gelegten  Tangenten  bestimmen  dsDii 
zwei  conjugirte  BeriibmngspaDkte  Sb'  und  S^. 

5)  Tm  Uebrigen  verfahre  man  weiter  wie  in  §.2ll.6)ete» 
Die  Berahntngspiinkte  b'  uad  6*  daMitwt  lalleii:  hier  mit 
dem  gegebeoeD  Punkte  m  SQuaimeQ. 


§.  74 

Aufgabe.  Es  aind  gegeben:  twei  Kieiee  01  und  ilf  nad 
«oseeflialb  derselben  ein  Punkt  in  (Fig.  17.);  man  aoll  einen  Krele 
beeehreiben,  der  die  gegebenen  Kreise  unglelcbartig  betfibrt  nnd 
dareb  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Anflüsung.  Bfan  bestimme 

1)  die  an  einem  der  unglelcbartig  sn  berührenden  Kreise^ 
etwa  dem  Kreise  91,  gehörige  innere  Aehnllehkeitssze  fUL 
Nach  {.33.  fallen  hier  der  iussere  Aehnlichkeltepnnkt  H 
und  der  innere  Aehnlichkeltspnnkt  J  mit  dem  gegebenen 
Punkte  m  susammen.  Man  verbinde  daher»  wenn  der 
innere  Aebnlichkeitspunkt  I  bestimmt  tst^  denselben  mit 
dem  gegebenen  Punkte  m»  so  ist  die  gerade  Verbindungs- 
linie beider  die  verlangte  innere  Aze. 

2)  Der  Hr^lhmesser  liV  Hpr  inneren  Aehnlichkeitskreises  i 
ergiel*t  sich  auf  bereits  erörterte  Weise,  §.26.2),  und 
der  Aehnüchkeitskreis  J  föllt,  nach  §.  42.,  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  m  zusammen.   Man  suche  daber 

$  SU  dem  Inneren  Aebnlicbkeitskreise  t  und  dem  gegebe- 
nen Punkte  m  die  Linie  äquidifferenter  Potenten  Q'Q", 
d.  i.  die  innere  Axe,  und  beschreibe  aus  ihrem  Haupt« 
punkte  Q  mit  QW  (=Qm)  [siebe  {. a6w 3)]  den  Uanpl- 
.  kteis.  Q  der  Inssimi  .Aaie.  -  .i 
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4)  Zu  diesem  Hanptkreise  and  einem  der  pfei^ehencn  Kreise, 
etwa  dem  Kreise  ^l,  bestimme  man  die  Linie  gleicher 
Potenzen,  bezieh uno^sweise  deren  DurchschnttfsptJnkt 
mit  der  inneren  Aehiilichkeit.saie  Ji,  so  ist  derselbe  der 
Beriiliruni^spo!  fß'  för  dieseii  Kreis  Wl.  Die  von  (iiesem 
Pol  an  den  Kreis  Wl  gelegten  Tanf^enteri  befitlimiien  dann 
zwei  coujugirie  BerfihmogapBnkte  ond 

5)  Man  Terfalire  weiter  nacb  {.  96. 8)  ete.  und  m  itü  noch 
Sit  beiD«ifcen,  dasi  df«  BerOhraogspunto  önd  ii^  nit 
dem  gegebeoen  Punkte  in  swammen  faUeo. 

Bei  den  gegebenen  Stücken  der  §§.  73.  und  74.  Hillt  ansser 
den  Punkten  A  und  J  auch  noch  der  innere  Aehnlichkeitspunkt 
3  mit  dem  gegebenen  Punkte  m  zusammen,  d.  h.  es  ist  die  äus- 
»ere  Aehnlichkeitsaxe  o^lA  mit  der  inneren  o*/3,  und  ebenso  die 
innere  %Ji  mit  der  inneren  A^i  identisch ;  es  existlren  also  für 
die  c:ec;ebenen  Stücke  nur  zwei  Aehnlichkeitsaxen,  der  Gieichheit 
der  Aehnlichkeitskreise  J  und  ^  wegen  nur  zwei  Axenuod 

swei  Paar  conjugirte  Berübrungskreiae. 

5.  76. 

A  u  fsr  a  b  e.  Es  sind  gegeben :  zwei  Punkte  und  m  uod  ein 
Kreis  (Fig.  18.);  man  soll  einen  Kreis  beschreiben  >  der  durch 
dte  beiden  gegebenen  Punkte  gebt  und  den  gegebenen  Kreta  berührt. 

AnflOaong.   Man  bestimme 

I)  die  zu  den  gegebenen  drei  Stücken  ^ehurige  Inaaeie  Aehn- 
lichkeitsaxe  a%A,  Nach  {.32.  fällt  der  äussere  Aelitt- 
licbkeitspunkt  a  mit  dem  Punkte  SR  nnd  der  Suaaere 
Aehulichkeitspunkt  %  mit  dem  Punkte  m  zoaammen,  da- 
gegen lallt»  nacb  §.  35.,  der  zu  den  gegebenen  Punkten 
gehörige  Süssere  Ac  hnlichkeitspuokt  A  in  der  Richtung 
Wim  der  beiden  Punkte  beideraeite  unendlich  weit  weg. 
Die  gerade  Verbinduogalioie  Wtm  der  beiden  gegeheoeii 
Punkte  iat  daher  dte  ivaaere  AehliHehkeiteain. 

3)  Die  äusseren  Aehnncbkeitskreise  n  und  %  fallen,  nach 
§.  4J.,  mit  den  gegebenen  Punkten  und  m  zusammen. 
Daher  ergiebt  aich 

9  nach  f.  08. 8)  «H«  Lhite  gletehcr  Reteuen  der  Inaairnn 


Digitized  by  Google 


1 


ttb  il6,  di#  Entranimg  ffm  halUieiid*  m4  aof  ihr  Mk- 

FMbl  Mkmkdt  Linie  O'O",       die  «i»mi«  Aza.  Am 
•dM  flaaplpuikto  OdMielta  hMdmilia  mtii  Mit  «ioM 
Haibmaucr  09R  (s  Om)  den  Hauptkrais  der  tesseren 
Aza  and  bestimme 

4)  zu  ihm  end  dem  gegebenen  Kreise  M  die  Linie  gleicher 
Poteosen,  welche  die  Aehnlicbkeitsaxe  in  dem  Be- 
HIbningspoie  P  achneidet  Die  aus  demeelbeD  in  den 
Kreis  M  gelegten  Tangenten  bestimmen  die  conjugirten 
Berfibmagepenlcte  B'  und  und  die  geraden  Verbio- 
dnngettuien  jedes  derselben  mit  dem  Mittelpunkte  Af  des 
gegebenen  Kreieee  ergeben  als  Durchschoittspunkte  mit 
'  der  ineteren  Aze  die  Mittelpunkte  jDl'  und  IIP  sweier 
.  .       IMeet  welebe  beide  der  Aufgebe  genügen. 

Beroerkensvt erth  ist  noch,  dass  die  Beriihrunpspole 
5J  und  />,  sowie  die  Berührungsjtolcireri  S'^B^  und  ^'0^ 
mit  den  bezüglichen  Punkten  ^Sk  uud  m  zusammeDfalleo. 

i  77.. 

Für  die  in  §.  76.  gegebenen  Stöcke  l^llt  nach  §.  32,  auch  der 
innere  Achnürhkeitspunkt  t  mit  dem  gerrcbenen  Pnnkt  Oft  und  der 
innere  Aehnliclikeitspnnkt  5  mit  dem  gci^ebenen  Punkte  in  zu- 
sammen, daher  ist  auch  die  äussere  Aehnlichkeit.saxe  mit 
der  inneren  A^M  identisch.  Aber  auch  die  inneren  AehnlichkcitS' 
kreise  i  und  5  fallen  (wie  die  äusseren  u  und  ,  nach  §.  4--i., 
Kjit  den  gee;ebencn  Punkten  und  m  zusammen;  da  nun,  nach 
$.53.2),  auch  die  Linie  aquidifferenter  Potenzen  zweier  Punkte 
mit  ihrer  Linie  gleicher  Potenzen  zusammenfallt,  so  ist  auch  die 
znr  inneren  Aehnlicbkeitsaze  gehörige  innere  Aze  mit  der 
inesereo  identiecb* 

Für  die  inneren  Aehnlicbkeitsaxen  aj^  und  ^Ji,  beziehungs- 
weise ihre  zugeburigen  inneren  Azeu,  ergiebt  sich  folgende  Be- 
trachtung: 

Nach  §.  35.  fallt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  J  mit  dem, 
die  gerade  Verbindungslinie  der  gegebenen  Punkte  halbirenden 
Paokte  O  zusammen;  dagegen  ist  der  innere  Aebniicbkeitskreis 
nach  ä«49.,  der  durch  9K  und  m  (resp.  i  und  3)  gebende  Krcig, 
Rir  welchen  diese  beiden  Punkte  Endpunkte  des  Durchmessers 
sind.  ergieht  sich  daher,  weil  der  Aebniicbkeitskreis  t  (und  3) 
«to  findpnnkt  den  DerdnaMseere  dea  Aebnlidikeitnliieliee  J  ia^ 
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fax  benle  Aeltniichkeitskreise  i  und  J  {i  und  3)  die  Linie  äqui- 
differenter  Fotensen  als  die  durch  den  Mittelpunkt  den  Kreises 
J  gehende  und  auf  dem  Durchmesser  i3  senkrecht  steheode, 
cbcafollt  «1«  «Uie  mit  det  äuMereo  Axe  identiscbe  Unle, 

Hieraus  folgt,  daM  Mr  die  gegebenen  Stflclte  die  liuMre 
Axe  mit  den  drei  inneren  Axen  saMumeBfalle  and  nur  eto  Piir 

conjngUte  üerübrungskreiee 


Aus  den  §§.  76.  und 77.  folgt  noch  ,  das«,  wenn  sieb  vntor  den 
drei  gegebenen  Stücken  zwei  Punkte  bctimlen.  sich  die  '^'■■■^ 
(und  innere  Axe)  alsbald  als  äusserer  Aehnlichl[eit»kf^  der  b«- 
den  Punkte,  nämlich  als  die  in  dem  Halbirungspunkt  »Fer  gewr 
den  VerbindungeliDie  auf  sie  senkrecht  errichtete  gemda  Linie 
ergiebt. 

§.  79. 

Aufgabe.   Es  sind  gegeben:  drei  Punkte  Wl,       m  (Fig.  19.); 
soll  einen  Kreis  beecbreiben,  der  durch  die  drei  Punkte  geht. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  ««ssere  Aehnlicbkeitsaxe  a%A.  Diesellm  fällt,  weil 
naeli  5.35.  der  Süssere  Aehnlichkeitspunkt  zweier  gcire- 
benen  Ponkte  luiendtkh  weit  wegfilUt,  selbst  unc^MUi^h 
weit  weg. 

2)  Die  .Süsseren  Aehnlichkeitskreise  fl'a",  WW,  JfJt^  er- 
geben sich,  nach  §.  46.,  als  auf  den  hezöglichen  Verbfal- 
dunj?slinieo  ^9R,  Mm,  «Wm  der  gegebenen  Punkte  hfc 
ihren  Halbirungspunkten  senkrecht  errichtete  geradeLinien 
und  schneiden  sich,  nach  j.  11.  2),  in  einem  gemeinscbsd- 
lieben  Punkte  O,. 

3)  Zo  diesem  Schneldnngspankte  O,  nnd  einem  der  gege- 
benen  Pnnkte,  etwa  üf,  suche  man  die  Linie  gleicher 
Petenaen,  se  Ist  de;^n  Durchschnitt  mit  der  SossereB 
AehnllebkeitMa»  der  Befflhrsngsjpol  P  för  den  gegebe- 
nen Paukt  üf.  I>a  aber  die  luasere  Aehnlichkeitsaxli 
«nen^Hldi  weit  wegflaH,  so  Ist  dies  aneh  «it  dem  Berfib> 
rungspole  P  der  Fall»  «md.  die  Ton  Ihm  an  den  Punkt  M 
gelegte  Tangente  PM  ergabt  sich  als  adt  der  £ir  itf  und 
O,  gezogenen  Linie  gWcher  Peteoaen  ^rallele  IMm 
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PM  in  M  eine  Senkrechte,  so  findet  sieb  der  Darch- 
scbnttt  0|  selbst  als  Mittelpankt  des  zu  Rurhenden  Krei- 
ses und,  weil  die  BerGbrungspolare  ß'JB^  bier  mit  dem 
gegebenen  Punkte  JU  zu9anim(>Tifällt,  so  vereinigen  sich 
die  coDjugirteo  Kreise  M'  ud4  BP  in  «ineD  Kreis  O^« 

,  }.  80. 

Aebolicb  bitte  die  Aufgebe  {.  79.  dorcb  Bestimmung  einer 
Inneren  Aebniiebkeitsaze  und  unter  Anwendung  des  für  ungleich* 
artige  Berflbrnng  beobacbteten  Verrahrens  aufgelSet  werden  k5n» 
nen»  nnd  man  bitte  gans  dasselbe  Resultat  gefunden ,  so  dase 
für  dr^i  gegebene  Punkte  die  Tier  Paar  conjngtrten  Berflbrungs- 
faeiee  In  einen  einsigen  Berdbningskieie  xusammenfallen« 

i.  81. 

Es  ergiebt  eich  daber  f&r  die  Aufgabe  §.  79.  die  kume  AuU 
lOeong:  man  haibire  awei  gerade  Verbindungslinien  der  drei  ge* 
gebenen  Punkte»  errichte  in  den  HalbimogspuDkten  auf  die  bd- 
siglichen  Linien  Senkrechte,  «e  iet  der  Durchechnittspunht  diceer 
der  Mittelpunkt  nnd  die  gerade  Verbindung  deesellien  mit  Jedem 
der  gegebenen  Punkfe  ein  Halbmesser  des  verlangten  Kreliee« 

• 

8*2. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  iM,  ein  Punkt  972  und 
eine  gerade  lAule  m'm"  (Fig. 'Jü  );  maii  soll  einen  Kreis  beschreib 
beo,  der  den  gegebenon  Kreis  und  die  gerade  Linie  gleichartig 
berührt,  d.  b.  beide  aus6chiici»st,  und  durchden  gegebenen  Punkt  gebt. 

Auflösung.  Man  bestimme 

1)  die  äussere  Aehnlichkeit.saxe  a^A.  Die  l^iiuklc  a  und  A 
fallen,  narli  den  §§.32.  und  33. ,  mit  dem  gegebeneu 
Punkte  ^SJl  zusammen,  der  trankt  Ol  ergiebt  sich  nach  §.31. 

9  Der  Aehnlicbkeitskreis  %  ergiebt  sich  nach  §.  25.  2)  nnd 
die  Aehnlicbkeitskteiee  a  und  A  fallen,  nach  den  §§,  42. nnd 
43.9  mit  den  gegebenen  Punkte  9K  xneamiDen« 

3>  Zu  dem  AebnKebkeltekreiee  9  nnd  den  Punkte  91  be- 
stimn«  man  die  Linie  gleicher  Polensen,  d.  I.  die  lue» 
eere  Axe  O'O",  lege  won  ihrem  Hauptpunkte  O  ehie 
Tangente  an  einen  der  AebnnehkettshraAae  und  heeehrelbe 
mit  denvelhen  nie  Bnlhinenser,  alee  hi  wileyender  Anf- 

Thtll  XXVI.  *  10 


Digitized  by  Google 


SyO     A>rs;  iJeätr  die  Aufgabt,  einen  Mreie  w  betckreiöen^ 

^abe  am  einfachsten  mit  der  Est^N'iiiiiig  Oäft  den  Uaupt> 
kreis  O  der  aussereo  Axe. 

4)  Nach  (.  57.  Ist  der  Durcbacbnitfspankt  p  der  ioMerao 
Aehnlichkftitoaze  M  mit  ifer  gegebenen  geradeo  Linie 
mW  der  berlihruogspol  Cur  diese  Linie ;  datier  lege  man 
von  diesem  Pol  p  an  den  gesogenen  Hanptkrels  O  eine 
Tangente  und  besclireilie  mit  derselben  einen  Halbkreis» 
welcber  die  Gerade  mW  in  den  Punkten  b*  und  6* schneidet 

Diese  Punkte  «ind  die  conjugirten  Berührun**spuiikte 
der  gegebenen  geraden  Linie  und  die  Durchschniltspunkte 
DI'  und  211'  der  in  ihnen  auf  die  Gerade  errichteten 
Senkrechten  mit  der  äusseren  Axe  O' O"  bestimiucn  die 
Mittelpunkte  zweier  Kreise,  weiche  beide  der  Aufgabe 
genügen ;  u.  s.  w. 

$.  8a 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  ein  Kreis  ein  Pnnkt  9t  und 
eine  gerade  Linie  m'm"  (Fig.  21.) ;  man  seil  einen  Kreis  beselirei* 
ben,  der  den  gegebenen  Kreis  und  die  gerade  Linie  ungieidiar* 
Hg  iwriihrt,  d.  h.  den  gegebenen  Kreis  einschliesst  und  die  gerade 
Lfaiie  ansschliesst,  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  der  gegebenen  Linie  m*m**  zugehörige  innere  Aebn- 
lichkeitsaxe  nJ%,  Die  Punkte  o  und  J  fallen,  nach  $.32. 
und  f.  33.,  mit  dem  gegebenen  Punkte  9t  susammeo  und 
der  Punkt  3  ergieM  sich  nach  $.  3L 

2)  Der  Aehntichkcitskreis  3  ergiebt  sich  nach  {.  40»  und 
der  Aehnlichkcit^krcls  J  fällt  nach  {.  43.  mit  dem  gege- 
benen Punkte  9)2  zusammen. 

3)  Zu  beiden  bestimme  man  die  Linie  äquidiffercnter  Po- 
tenzen, d.i.  die  innere  Axe  Q'Q" t  und  beschreibe  ans 
ihrem  Hauptpunkte  Q  mit  Qm  (=:  Q"»**)  [§.  26.  2)j  den 
Hanptkrei8  Q  der  inneren  Axe. 

4)  Nach  §.  57.  ist  der  Durchschnittspunkt  p'  der  inneren 
Aehnlichkeitsaze  J3  mit  der  gegebenen  geraden  Linie 
mfnk**  der  Beruhrungspol  für  diese  Linie;  daher  lege  man 
ton  diesem  Pol  p'  an  den  gezogenen  Hauptkreis  Q  eine 
Tangente,  beschreibe  mit  derselben  zur  Bestimmung  der 
cenjugirte»  Berfihrnugspunkte  6>  und  emn  Balbkreie 
«Mt  verilbie  mv  HestiMMitg  der  Millelpunkfe  Hl*  umI 


Digitized  by  Google 


der  beiden  eonjiic;!rten  BeHllmiiigppaiikto    s.  «f.  gnni 
«rf  bereite  «rOKerte  Weis^ 

$.  84. 

Bei  den  gegebenen  Stücken  der  §§.  8*2.  und  83.  f^llt  ausser 
den  Punkten  a  und  J  auch  noch  der  zu  dem  gegebenen  Kreise 
M  und  dem  gegebenen  Punkte  gcfiüri'ie  innere  Aehnlichkeits- 
piinkt  i  mit  dem  gesehenen  Punkte  ÜJi  zusammen  ,  d  h.  es  ist  die 
äussere  Aehnlichkcitj«axe  uA%  mit  der  innereti  ^JL//,  und  ebenso 
die  innere  aJ ^  mit  der  inneren  J3/  identiseli ;  os  existiren  also 
für  die  gehobenen  Stücke  ntir  7.\\v\  AclHjllcJikeit&axcti ,  iitiLi  der 
Gleichheit  der  Aehnlicbkeit»krei>o  a,  J  und  i  wegen  uur  zwei 
Axen  und  zivei  Paar  coojugirte  BerübrungsLrelse. 

§.  85. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  zirci  Punkte  M  und  üft  urtd 
•ine  gerade  Linie  m*m*'  (Fig.  22.);  man  soll  einen  Kreis  bescbret- 
ben»  der  darcb  die  beiden  Punkte  gebt  und  die  gerade  Linie  berAhtt. 

Auflösung.   Man  bestimme 

1)  die  Süssere  Aehnlicbkeitsaxe  a%A,  Dieselbe  geht,  weil 
^  in  !D2  und  %  in  M  mu  {•  33.»  durch  die  beiden  ge- 
gebenen Punkte« 

9)  Ikte  Linie  gleieber  Petenten  O'O"  [«lebe  g.  7&]  ergiefct 
sich  nie  fteaeere  Aze,  weil  die  Aehnücbkeitekreiee  %  mid 
A  ebenlelis  tut  itf  und  Wt  xesenmenrallen. 

9  Der  aos  dem  Hauptpunkte  Onit  OH  (^s  091)  beiehrle* 
bene  Kreis  ist  der  Hanptbreis  der  insseren  Aze  und 

4)  nach  §.  57.,  der  Durchschnittspunkt  p  der  Linie  MWl  mit 
m'm"  der  T?erührunp:spol  l\'ir  letztere.  Man  lege  daher 
von  })  an  d*  ri  Flauptkrcis  eine  Tangente»  beschreihe  da- 
mit den  llalliikreis,  welcher  die  gegebene  Linie  m'm"  in 
den  Punkten  6',  schneidet,  so  sind  «»olcbe  die  Be« 
rährungsp linkte  der  gegebenen  Linie  mit  ziTei  Kreisen» 
weiclie  beide  der  Aufgabe  geniigeo ;  u.  s.  w. 

■ 

$.  86.  • 

L5st  man  die  Aufgabe  §.  85.  nach  der  fUr  mgleichartige  Be- 
rührung stattfindenden  Weise  nnd  bestimmt  eine  innere  Aebnllch* 
iceltfiaze,  ettra  aJi,  se  erhält  man  <—  da  ebenfalls  der  Innere 
AebnHcbkeltspunkt  3  mit  Jlf,  ^mtt9R,  daher  aveh  üM  mit  aJ% 
•neammenOlit  nnd  ebenen  die  Inneren  Aehniehhcitskfelse  9«nd  J 
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MI     Ktr»:  UtHf  äit  Aufgang  ^  etnm  ärHt  m  teuhrti^en, 

mit  den  gegebenen  Punkten  M  und       zasarnnien fallen  und  aus- 

•erdem  die  Linie  aqjjifliffereiitcr  Potenzen  zweier  Punkte  p^leich 
ihrer  Linie  gleicher  Putenzcti  ist,  —  ganz  dasselbe  Resultat. 
Bestimnst  man  eine  andere  innrro  Aehnlichkeltsaxe ,  also  ^i/  oder 
80  erhalt  man,  nach  §.49.,  den  inneren  Aehnlichkeltskreis 
f  als  den  Kreis,  für  Vielehen  Durchmesser  ist,  und  da  der 

Aehnlichkeitskreis  J  (und  %  ein  Endpunkt  dics^^-s  Durchmessers 
ist,  so  findet  sieh  die  Linie  aquidifferenter  Polenzen  <1er  inneren 
Aehnlichkeitfskrei«e  i  und  J  (3)  als  die  durcli  den  Mittelpunkt  i 
gehende  und  auf  S^Mf  senkrecht  stehende  (Jerade  etc.  —  ai«o 
ebenfalls  ivieder  ganz  dasselbe  Hesultat.  Es  existirt  daher  für 
swei  Punkte  und  eine  Gerade  nur  ein  Paar  conjugirter  Berfib* 
rangakreUe. 

Aufgabe.  Es  sind  gegeben:  znei  gerade  Linien  und 
m*m"  and  ausserhalb  derselben  ein  Punkt  M  (Fig.  23.);  man  soll 
einen  Kreis  btschreiben,  der  die  zwei  geraden  Linien  berührt  und 
ilurch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

A  n  f  i  5  8  u  D  g«   Man  b  egtironie  die '  ftusaare  AehnlicbMCsan 

and  die  äussere  Axe,  indem  man  den,  von  den  gegebenen  Germ* 
den  gehlldeteo  Winkel  halbirt  und  auf  die  Halhirungalinie  die  Ter» 
langte  äussere  Axe  0*0"  [siehe  §.  69.],  durch  den  gegebenen 
Punkt  M  eine  Senkrechte,  die  verlangte  äoesere  AeholicbkeitS' 
axe  u^At  fallt.  Die  Punkte  n  und  %  fallen  an«  erörterten  Grfiii* 
den  mit  zusammen  und  der  Punkt  A  unendlich  weit  weg. 
Aus  dem  Hauptpunkte  O  der  Susseren  Axe  beschreibe  man«  mit 
einem  Halbmesser  =  OM,  den  Hauptkreia  O  und  lege  an  ihn 
vem  dem  Durchachnittspunkte  der  äusseren  Aehnlichkettsaze  mit 
einer  der  gegebenen  Linien,  etwa  der  Linie  m'm",  also  von  dem 
Berfibrungspole  p  dieser  Linie ,  eine  Tangente.  Der  mit  dieser 
ans  p  beachriebcne  Halbkreis  schneidet  die  Linie  i^'m"  In  den 
cenjngirten  BerOhruDgapankten  6'  und  ifl;  a«  a.  w. 

j.  88. 

Es  iSsst  sich  auf  bereit«  erörterte  Weise  von  den  in  der  Auf- 
gabe §.  87.  gegebenen  Stücken  nachweisen,  dass  für  sie  nur  ein 
Paar  conjugirter  Kreise  besteht. 

}.  89. 

E«  mochte  aus  dam  Bisherigen  hinl&nglicli  erhellen ,  wie  mmm 
au  verfahren  habe,  nenn,  im  Falle  unter  den  drei  gai^aheiiaa 
SOkJmn  ein  Paalrt  iat,  daiaelhe  aleh  ia  alaer  gegdbeaca  Ualo 
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ote  In  der  Peripherie  eines  gegebenes  Kreiatt  befiiHlet,  d.  h. 
wMiB  eine  gerade  Liefe  eder  eio  Kreie  in  einem  gegettenee  Punkte 
berfilirt  werden  seil. 

{.  90. 

Sind  zwei  au8einaoderliegen(}o  Kreise,  und  ganz  Inner- 
halb der  Peripherie  eines  dritten  Kreises  JV  gegeben,  und  ist  daa 
Verlangen  gestellt,  einen  Kreis  zu  beschreiben,  der  die  drei  ge« 
gelieoen  Kreise  berührt,  so  weicht  offenbar  dasselbe  von  den  In 
«len  SS' > ^-  geateliteo  Aufgaben  darin  ab,  daaa  in 
▼erliegendem  Falle  einer  der  gegebenen  Kreise  von  innen  und 
4ie  beiden  andern  von  aussen,  dort  aber  sfimmtliche  drei  Kreise 
▼on  ansscn  berfilurt  werden.  Es  ergiebt  sich  nun  leicht»  dass  (iDr 
beide  Berühraagsweiaen  in  Bezu^  auf  gleichartige  und  ungleich* 
artige  Berührung  ein  gewisaea  Stellewechseln  in  Bestinnnung  der 
betreffenden ,  Aebniichkeitsaxen  stattfindet  Wir  haben  gesehen» 
dass,  wenn  die  drei  Kreise  SU»  ffi  gana  auaeinander  liegen» 
Folgenden  atattfindet: 

1)  Fflf  gleichartige  BerOhrung  der  drei  Krelae»  Beatimmang  der 

Suaaeren  Aebnliehkeitaaxe  MA, 

S)  Fflr  ungleichartige  Berührung  des  Kreises  m,  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  AJ^, 

3)  Für  ungleichartige  Berührung,'  des  Kreises  Bestimmung 

der  inneren  Aehnlichi<eitsaxe  %Ji. 

4)  Fflr  angleichartige  Berührung  dea  Kreises  J/,  Bestimmung 

der  inoeren  Aebniichfceitaaze  J3t 

Sind  aber  ganz  innerhalb  eines  Kreises  M  zwei  auseinanderlie- 
gende  Kreise  SR  nnd  m  gegeben,  so  findet  Folgendes  statt: 

1)  FOr  gleichartige  BerOhmng  der  drei  Kreise»  Beatfaninung 

der  inneren  Aebniidikeltaaze  JSi 

2)  F8r  ungleichartige  Berührung  den  Kreieea  m»  Beatlamiang 

der  Inneren  Aebnllehkelttaxe  %Jt 

3)  Für  ungleichartij^e  Berührung  des  Kreises  BestiiDiitung 

der  inneren  Aehnlichkeitsaxe  a3/. 

i)  FOr  ungleichartige  Berührung  des  Kreises     Bestimmung  der 

äuaaeren  AehnÜdikeitaaaM  a%A» 

Die  dritte  Abthciliing:  dieRor  Abhandlung  fol^^t  in  «inem  der  nächsten 
Hefte!  MuQ  wird  aber  leicht  sehen,  das«  sowohl  die  Abbandfung- 
Thl.  WIV.  Nü.  \V. ,  n(«  nnrh  deren  Torliegende  Forteelaiuig,  jede  für 
eich,  ein  gewieeee  tiauxes  bildet«  G. 


Digitized  by  Google 


$ 

Motice  snr  le  pmte  astronoBiipie  de  la  SociM  Teck- 

Domati^uo  ou  se  trouve  cn  ce  moment  la  plus  grande 

liuiette  do  moBde 


Die  fol^nde  Notirc*'  ist  mir  von  Piiria  aus  iintrr  Krenxband 
cur  Bekanntmachung  im  Archiv*'  sugesandt  worden,  ich  ihtie  die« 
gern,  aWriiB  ArclitT  aelbst,  nnd  nirht  im  Literarischeo  Berichte, 
WA  fr«i|ieli  aolelM  Hittliailwigen  cigeatlidi  fanM  iiit«  f^eeigneUle 
Stalle  flodea,  weil  denh  die  Hitlbeilang  der  „Nollee«  la  demaelben 
der  Raum  für  liCeraritehe  Anseigen,  tod  denen  noch  eine  nnr  an  greeae 
Aoaalil  Sttriick  iat«  sn  aahr  beaelirialct  werden  wftre.  Daa,  wie  ea  adielal, 
aelir  groaaarCige 

Institut  tediBOMiAtiette 

bellindet  alch 

P*rti  Boulevart  A'fiiiftr  lO» 

and  aclieint  Tertdglicb  mit  dnrdi  Herrn  Ferra  begründet  werden  sa 
aeia,  wna  aar  ela  «ehr  gfiaatlgea  Terartlkeil  rea  dieae«  laatltnie  sa 
erragea  geeigaaC  iat,  da  Herr  Ferro  aleh  achoa  dardi  viele  aiaarelcfa» 
Briadaagen  bakaaat  gemulit  hat.   Mebtere  deraalbea  kqaat  man  ecbea 

aaa  dem  (rcffli dien  ,,Cour8  de  Topegrapbie  et  de  Gdoddale 
fait  ä  rdcolc  d'ttpfilication  du  corpa  d*dtat-niajor  par  j.  F. 

Snlnenvc,  Chr  f  t1Vi«radron  d'dtat-major.  Seconda  ^ditioa. 
Paria.  1850.  wo  Herr  Salncure  in  der  Vcvrrede  p.  1.  es  als  einea 
besonderen  Vorrnj»^  der  nciifn  Ansij-Jtbe  seine«  attsj^e^eichncten  Werlfci 
nnsi«>ht .  indem  er  nacr-t ;  ..  J'v  ai  Igkli  de  nnnibrciiscs  additions.  Ainti, 
je  derris  plusieurs  iostrumenU  iofent^a  par  S«  Porr«« 


^  It  «st  cvrieux  quc  cet  immeota  instrament  o«t  I'ocuvre  de  l*inTcnteur 
de  la*L  on  gn  e-Vtt  e  Napoleon  TTI ,  qai  c»t  hirn  le  phi^  potif  Pt  le  p!n» 
aommodef  le  pla»  porlalif  de  tuua  iea  inatnuneats  d*op(ic|ue  pour  Toir  de  ioia* 
Angezeigt  tat  Lllerer.  Bar*  Nr,  LXIU.  g.  flgft. 
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officiur  aupöriüur  pieuiontai««  qtii,  4  une  profuiiUc  in- 
•  tructioo,  Joint  uoe  sagacitö  merveilleuse  dant  l'appii- 
«satiOB  de«  principe«  d'optique  qtt*il  po««Ad«  «1  bi«ii.  Oa 
lira  «nrtoiil  ■▼•s  intdrdt,  je  penee,  la  de«eript{en  de  sa 
lottetie  anallatlque,  de  «a  laanne-vne  eoraet» 
«t,  «arieat,  de  l'»pp»rell  propre  meflnrer  les 
feMe0«*<  Der  Herausgeber. 


A  riostar  d*an  parc  d'artillerie  pröte  k  entrer  en  eampngiie» 
le  parc  agtranomique  de  ia  aoci^tö  technomatique  se  compose 
iHnatnifBenta  achevda  ou  en  construction  tr^-avancda»  inatallda 
•oua  des  abris  plus  o«  moiiw  proviaoires,  mala  sur  dea  Mn^ortt 
milides»  de  maai^re  qne  lea  astronomes  potsaent  lea  eaaayer  par 
des  observations  röeiles  et  euivies  sur  le  ciel«  Sa  composition« 
continueliement  variable,  präsente  toujours  beaucoup  d'interet  an 
poiot  de  Tue  du  progr^a:  rarement  il  arrive  qu'un  second  exem* 
plairc  d'un  ioatruineot  ressemble  ezactement  h.  celui  qui  l'a  prd- 
cede;  toujours  on  y  remarque  quelque  perfectionnement  nouveau. 
Teile  eat  Ia  mission  que  s'eat  doDiiäe  Ia  SocIetdvTecbnomatiqae, 
le  progres  de  Ia  science  par  celui  des  moyens  d'obser- 
vation:  rastronomie,  Ia  geoddaie.  Ia  marine,  Tart  militaire,  lul 
doirenl  eoe  foule  de  perfectioDoementa  et  d'inatnimeiits  oonveaux» 

L'Exposition  universelle,  qui  a  donnö  nne  si  vi?e  impulsion 
ä  l'industrie  et  aux  sciences,  avait  dt-tcnuine  Ia  Society  Techiio- 
matique  a  faire  construire  plusicurs  grands  Instruments  d'astrono' 
roie,  que  d'autrcs  alTaires  urgentes  mit  onipeche  d'achever  entempa 
utile:  trois  de  ces  instrunients,  qui  iignrent  aujourd^hui  dans  son 
parc  astronomique,  attirent  puissament  {'attention  des  astronomes. 
On  remarque,  tont  d'ahord  en  entrant,  un  immense  r^fracteur, 
qui  ne  touche  a  son  support,  pour  ain^i  dire,  ((tif!  par  son  ocu- 
laire,  et  qui  s'elaace  d'un  scui  jet  vers  les  espaces  cölestes. 

Aa  and  de  ee  rdfracteor,  k  qaeiquea  lautres  de  dlatance,  eat 
OD  paviUon  de  einq  mitrea  de  diamitre  et  autant  de  bavteur«  eon* 
▼ert  d*QD  ddme  toumant  aoaa  lequel  eat  moetd  od  dqvatorlal  de 
quarante-qvatre  döcimdtrea  de  longuenr  et  de  Tiogt-qimtre  centi- 
mitrea  d'ouvertare  nette  et  utile. 

Cet  Instrument,  qui  crrnle  a  peu  pris  en  dimensions  et  en 
puissance  celui  qu'on  apjicl  lit,  i!  y  a  vingt  ans,  le  colosse  de 
Dorpat,  parait  aujourd'hui  biet)  ;)etit,  a  ccite  de  Ia  grande  lunette 
qui  se  leve  ao-dessus  lui;  et,  ponrtant,  dans  le  rours  d'uo  denii> 
•i^le,  le  colosse  de  Üorpat  o  avait  M  depaead  an  dlmenaieii«!» 
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fiinon  en  puissance,  que  pur  la  limette  de  Ponlkova,  qui  n'a  qae 
trente-huit  centimAtres  <1  Ouvortnre  et  sept  metres  de  foyer,  el  qui 
a  tenu  depuis,  et  tiendrait  encore  la  premi^re  place  dans  le  monde 
astronomique,  sans  le  grand  iiistrunieiit  qui  fait  Pobjet  principal 
de  cette  ooticc  et  qui  a  ci nq u ante-deax  centimetret»  d'ou- 
ferture  et  quinze  inötres  de  ioogoeur« 

A  qnelqoes  pas  de  ä  Toiiest»  dans  qd  modesto  csbinet  en 
planclles»  cxiste  nne  hmetU  tMikaUs  c*eet  le  IHreet'sdnUh''MB 
de  M*  Porro,  inetratiieiit  reniarqoabte  qne  rantenr  a  nonund  alnai 
par  Opposition  av  refiexe^xSnUh-tube  de  M.  Airy,  qn*it  remplace 
avec  avantage. 

Fntroofi  dana  quelques  detaUa  sur  cea  troia  reaiarqual»lea  in« 
atmmeuta. 

Tont  le  noflde  aalt  que  ia  difficultd  de  eonfeetionner  lea  granda 
iiiatranieiita  d*aatronoiiiie  augmeote  en  raiaon  bi-carr^e  du  dta- 
m^tre  de  Tobjectir,  tant  en  ce,  qui  regarde  la  fuaion  du  verre  qu'eo 
ee  qui  ae  rapporte  au  taillage  et  au  montage.  L'Anglcterre,  qui 
avait  eu  longuement  la  sopdrioritd  aar  fontea  lea  natiooa  peur  la 
prodttctien  du  verre  d*optique,  n'avait  jamaia  ddpaasd  nn  d^i* 
m^tre  de  diani^tre:  eile  D'a?aH  dfd  dgalöe  que  par  la  rerrerie 
italienne  de  Muraoo  jusqu'ä  l'epoque  oü  Fraunhofer,  informd 
des  Premiers  succ^s  deGuinand  deSoleure,  eut  attird  cet  ar- 
tiste  ä  Muoicb,  oü U fooda  l'usiiie  byalurgique  de  Benedictbenrn.* 

En  1827,  aooa  le  miniatire  VilUle,  la  France  dtait  snr  le 
point  d*avoir,  eile  anaai,  aon  aaine  h3ralttrgiqoe»  en  attirant  i  aon 
tonr  Guinand  k  Paria,  maia  la  niort  de  eelni-cl  empdchala  rda* 
llaatlon  de  ce  projet»  et  aa  tombe  enferma,  ponr  toujoara,  .den. 
aeereta  que  Guinand  filaj  abandonnd  k  aea  proprea  moyena»  ne 
pnt  inventer  k  nouveau. 

Toutefois ,  il  est  juste  do  dire  que  ses  cfforts  furent  couron- 
nes  de  quelques  succes,  et  que  la  lua^se  du  flint-glass,  d'oü  a 
ete  tire  l'un  des  disquea  de  Tohjectif  de  la  lunette  - monstre  qui 
nous  occupe,  avait  ete  fournie,  il  y  a  bien  iongtenips,  par  ce 
Guinand,  mais  on  innere  si  eile  sortit  de  aea  fontea  ou  ai  eile 
provenait  encore  de  cellea  de  ^aon  p^re. 

Le  disqae  de  Crovro  Glaaa  a  dtd  fourni  par  M.MaösdeClichy, 
qui,  de  nos  jours,  a  pris  k  ikche  d'dlever  en  France  Ibyalurgie 
optique  ä  un  baut  degrd  de  perfectioo. 

Le  taillage  des  verres  d'optique  n'aTatt  pa,  Jaaqv'ä  ee  jenr, 
dIre  faH  par  nachine :  le  degrd  de  prdeialeo  auqael  oo  anive  par 
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Ic  travail  i  la  maiii  est  d*ailleurs  rnsuffisant:    ce  serait  en  vain 
qu'on  aurait  construit  un    graiid  Instrument,   s'il  ne  penetrait  pas 
plus  efücacement  que  les  plus  petits  dans  les  prot'orideurs  Celes- 
tes; c*est  pourtant  \k  ce  qui  arrivait  avant  M.  Porro,  qui  a  in- 
vent^  et  fait  construire  une  niacbioe  bien  simple  au  moyen  de 
laqueile  on  peut  tailler  sans  bassins  une  surface  spherique  d'un 
rayon  doiine,  puis  faire  varier  ce  rayon  par  degr#s  insensible« 
avec  la  plus  rare  perfection;  ce  moyen,  Joint  ä  Temploi  du  polyop* 
tom^tre*),  pour  les  explorations  qui  doivent  pr^c^der  le  taillage, 
et  k  une  application  nouvelle  de  la  m^thode  de  Frist ani  en  ee 
qui  concerne  la  verificattoo  du  travail,  k  touB  Im  degrös  d'avan- 
cement,  a  permis  d'arriver  de  premier  jet,  sans  conaulter  le  ciel« 
•i  pres  de  la  perfection  que  bien  peu  de  chose  tat  rast^  k  faire 
poor  atteiiidre  touto  la  nettet^  d^sirable:  de  premier  jct  cette 
lonette  a  montre  les  plua  pelitea  ötoiles  parfaitement  roodes  et  a 
d^doubl^  nettement  et  largement  dans  l'exp^rience,  par  la  m^thode 
deFrisiani,  deux  ^toilea  arUficiellet  de  deux  dixi^roes  de  aeconde 
en  diaroötrea«  a^par^es  par  un  Intervalle  de  rooiaa  d'nne  seconde. 
lie  temps  eonstamment  contmire  n>  point  encore  permis  de  faire 
enr  le  ciel  des  comparalaona  afücaeea»  mais  il  ne  paralt  paa  dou» 
teox  qoe»  daoa  un  meilleur  climat»  en  Algdrie,  par  ezempfe,  cet 
in^^trument  supporteralt  umemmt  des  grossiaaementa  de  1600  k 
9000  fois,  et  on  ne  peut  pas  prövoir  quelles  merreUlea  en  doil 
espdrer  de  dtfcoovrir  dana  le  ciel  avcc  de  tels  grossisseroenta  ^oe 
lee  innieiises  tölcscopea  k  mirolr  de  tierachel  et  de  lord  Roaae 
v*ent  jamaia  uUlmnmU  anpport^a« 

Le  mentage  d*ane  al  grande  lonette  eAt  pr^ntd  de«  dIflicnU 
Ida  trda-gravea»  ai  on  avait  ani?i  lea  «yat^mea  en  oaage,  et  11 
edt  dt^  impoaaiUe.  d*apr^  les  idde«  re^es,  d*en  faire  an  inatm* 
ment  me$mranU  M.  Porre  a  vaineii  tentea  ce«  dilBcelMe  en  Tai* 
sant  piroter  antonr  de  roenlaire  immoUle  tonte  la  Innette  dquil« 
bree  par  deux  contre-poida:  cette  conatmctioot  k  la  fei«  elnple 
et  hardie,  pcrmet  de  plaeer  confortablement  l'aetreaene  aar  is 
fautcuil  pareilleroeot  immobile,  d*oü  il  pent  ob«erTer  commeddment 
vers  tous  les  points  du  ciel. 

Les  mouvements  naturels  de  l'instrument,  ainsi  que  les  moyens 
de  meanrer  aont  alt-uxiniuiaux\  mais,  par  un  artifico  bien  simple, 
Taxe  optique  de  la  lanette  peut,  a  volonte,  suivro  aussi  le  moti 
▼enent  diome  eomme  nn  äquatorial  et  donner,  avec  une  precision 
mfliaante»  aar  denz  cerelea  anpplämentairea»  lee  ooerdonodea 


*}  Iiulntm«nt  iaf«ttt4  mmI  f*r  U.  Porro.  Voy  <<Qfli|» 
«I«  PAeadAai«  d«ft  Seitattt  voL  XXV,,  p.  48«. 
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etelbires ;  l'astronome  i)'a  pas  benoin  de  quitter  son  fauteuU  poar 
lire  tous  t»es  cerde»,  ses  niveaux,  etc.  Cet  instrumeot  pcut 
aussi»  ä  tout  irmtant,  etre  amene  rigoureusement  üans  le  plan  du 
ro^ridien  et  foru  tionncr  a  la  moniere  d  un  iii&trumeot  m^ridieti  im- 
meoM  et  cooi|)let  de  la  pius  baute  pr^wioB. 

niafgrö  M8  lourdea  maasea  et  la  grande  longaeur  du  lobe  de 
cet  lostrament,  tea  meaures  asiiDutalea»  naturetleroeot  iodependao- 
tea  de  la  r^fraction,  aont  Ici  abioiueM,  c*eat-i«dire  qu*ellea  aoot 
iod^pendanteade  rezcentrieiC^,  de  la  flecCion,  etc.,  gr&ce  aoz  moyena 
auaal  Douveaux  qne  pr^cis  par  lesquela  la  ligne  de  tI«^  de  la 
lonette  eat  niae  opiiguemeni  eo  rapport  imm^diat  avee  lea  lignea 
fixes t  la  oitfridienne  et  la  verticale.  II  en  en  est  de  in^oie  dea 
apozdoitbs,  k  la  r^fraction  pres;  lea  aatroaomea  saveDt,  d*allleitra* 
et  Sawitch  a  ddniontrd  que  lea  meaurea  azimutales«  seulea  ied^ 
pendaotea  de  la  r^fraction,  penvetit  entrer  aTaatageuaeiaent  et 
ponr  nne  tr^s*  grande  pari  dans  Tilade  du  ciel. 

En  un  luot,  ce  n'cst  pas  seulement  par  les  dirneuvssion«?  et  la 
puissance  optique  que  cet  in^rumcnt  iaisse  de  lieauronp  derriere 
lui  tout  ce  qui  a  ete  fait  jusqu'ä  ce  jour,  c'est  (Micore  par  les 
nioyens  entieremerU  nouveaux  de  mesurp,  dont  la  pr(  cii5ion  est 
incomparablement  supericure  ä  celle  de  tous  les  iristrurtM  iits  von- 
nus.  II  est  a  desirer  que  cet  Instrument  soit  l)!en  \ite  acheve 
et  passe  bion  vUc  dans  les  mains  de  (juelque  hahile  osfronomc 
qui  eil  tirr  pour  la  science,  et  pour  la  £^lr>irf  dti  siede,  tout  ie 
'  parti  dont  il  est  suscfptihle ;  la  moderation  (iu  prix  (löü,ÜOÜ  fr.), 
coDiparativenirnt  a  celui  de  la  desormais  fort  petlte  lunette  de 
Poulkova  (*JÜ,()()0  tr,),  Ic  njct  a  Fa  port^e  non -seulenient  des  goii- 
Teroemeotst  mais  d'un  bon  nombre  aassi  de  riebe«  amateurü. 

L'dqaaterial  dtabli  dans  le  pavillen  au  svd  dgale,  avooa-nona 
dit»  es  dimenaiena  et  eo  poisaance,  ie  cl-devaut  colout  de 
Umtpmtt  aale  il  prdaeole  qaelqoes  parüeularittfa  lemarqoablea  et 
iMt:  d*aliefd  aoD  «tldgante  sinplkitd. 

*  Les  rotations  de  cet  Instrument  sont  sph^rtqnes,  et  la  trans* 
mission  du  mouvement- liiurne  se  fait  par  ladb^rence  de  deux 
surfaces  spberiques.  —  II  n'y  a  pas  de  contre-poids  d  ail^s^e, 
mais  rhuile  lubrificatrice  qui  est  introduite  avec  pressioD  en  tient 
lieii  avec  avautage:  le  mouvement  d  hoilogcrie  y  est  rctnplace 
par  nn  petit  moteur  hydrautique  d'une  coosttuctio»  particulierei 
iea  dispositions  en  aont  commodes  et  convenables. 

Tootea  cea  eonbioaUioDa  aent  tellea  qo'elles  öludent  les  d^lanla 
de  ruaare»  que  m^me  ces  ro^canismes  se  perfectionoeraient  d'eoz* 
naoie  par  rosore        n'dtaient  ddji  parfaita. 
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La  lonetle  aMIbcIa  vImI  d'^re  Ach«t^  ptr  mi  astniMmio  to^ 
plos  diatiagiidi,  malt  «lle  Mra  bi«Btdt  rwplBcä»  pir  wm  antr»' 
pBreille:  alle  •  18  MdmAtres  d»  longoviir  et  m  d^luiAtM  d'on- 
vertore;  eile  e«t  «oustroite  d'aprto  !•  ptiadpe  cathyaMyie'  de- 
M*  Porro. 

Cet  insti  unifTit  donne  a  ti)ut  instant,  fians  Inversion  et  sfin« 
nWeau,  le  lieu  absolu  du  zenith;  il  perrnet,  en  cons^uence.  des 
determiner  avec  la  pIns  brande  pröqUttoa  et  ciaiia  ud  (emps  tred- 
coort  la  l^titude  et  ie  temps. 

Qnoiqiie  ooa  encore  entiiremeiit  acbertfa  tons  cea  instramenta 
tdmoigDeiit  di^k  aaaez  bautement  de  leor  eztrdme  tiontd  et  prd^ 
ciaion  poor  qae  iml  doute  ae  puisse  resfer  aur  leürs  effeta. 

Le  parn  astronomiqne  de  la  Soct<5t^  Tedinoinatiqiie  prendra 
blentot  la  proportion  et  les  qualit^s  d  un  obsprvatoire  tr^s  -  impor- 
tant  dans  leqncl  les  iristriiments  seront  reni{tia<  es  au  fnr  et  ä 
noesiire  de  la  vente:  im  astronoiiie  y  Fpra,  dit-ori,  attriche  qiii, 
^todiant  avec  intelliLienro  et  continiiitö  Ics  cfTcls  ot  les  delauts  des 
Instruments  de  tuute  espece,  perniettra  h  la  Franco,  sous  ce  rap- 
f  ort,  d  afteilulre,  par  le.s  ateliers  de  construction  de  cette  aoci^te, 
vue  superiohtä  qui  lut  etait  depuia  iongtempa  contejstee. 

Od  nooa  laiaae  espdrer  aaaai  qoe  ce  pare  aatraaeaiqqa  'cei« 

ooTert,  moyennant  vae  rtftribation  inodique,  aox  aatroaoraea  amb» 
teara  qui  foudraient  y  faire  dea  dtudea  spödalea,  aloai  qu'aiiz 
Colleges  et  aux  iaatitutieaa  qai  Teadrafent  donner  k  leora  dl^vea  > 
quelques  le^eaa  pratiqaea  aar  l'naage  dea  InatrameDta  d'aatreiio* 
mie  de  g^od^ie  et  de  marine. 

Nous  terminons  en  faisant  de«  voeux  pour  qne  la  France, 
qui  sVst  laiys^  pnlevor  par  {'Augleterre  les  dnnx  setds  c:raruls 
objectilü  qu'elle  ait  prodiiit  *)  dnrant  fa  premiere  moitie  de  ce  8ieclo,' 

ae  iai«ae  pas  aussi  passer  ä  letrangar  cet  adiuirabie  inatruineDt. 

.        E*  fi«' 


Daa  mir  aagasaaila  PieimnAldmiai  tlmile  ich  im  Folgeadea  gieirii 
ÜXU  mit  Der  Heraaagebar. 

Grand  refractcnr  astronomlque  de  cinquante» 
deux  cenUimetres  d'ouverturc  uette  et  utile. 


•)  Cnnrhnix,  ortisic  du  prtiitipr  m^ritf  ,  rinnt  non«  regreltons  1«  pprte. 
a  fait  deux  oiijcctir»,  ua  de  Tingt-tept  et  un  de  trenle-denx  ceuUmetr««  dt 
diamitr«,  qui  sonl  mainlenanl,  l'nn  i  Cambridge,  l'aatrc  i  Markr<«, 
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tt  de  qoiiis«  mdtres  de  foyer  moot^  en  alt-ati- 
mot,  donoant  par  nie»iire  eonete  et  üäiodme  faaiinvt» 
et  Tapoi^nitb;  donnant  aassi  sur  deux  cerelee  eop- 
plteeetairea,  rascenaio«  droite  et  Im  ddeUeeieen:  la 
Ltmette  peut  aaivre»  par  qq  meoremetit  compoa^,  le 
inoaveroeiit  diurne:  raatroDome*  confortableroeot  öta- 
bli  dane  un  fauteuil»  peut  diriger  rinatruinent  Ter« 
tous  les  poInts  du  clelt  et  lire  «ans  ae  d^placer  les 
cercles  et  lee  oiveaex;  eeeortimeDt  d'ocelairee»  de 
micrem^tree,  ete.   16(UNK>  Ir. 

Instrument  äquatorial  de  vingt-quatre  ccntimötres 
d*onverturc  et  de  quurante-qualre  d^cim^tres  de  foyor, 
rotatioii»  8|ih^riques  perfectionii^es ,  allege  ü  pression 
d'buile:  mouvement  diurne  spontane,  assortimeotd'ocu- 
laires,  micrometrcä  a  double  effet,  cercles  boraires  '  ' 

et  de  declinaison  de  cinquantc  centim^tres,  appareil 
pour  duuinuer  la  flection,  et  acce^soirea  90jüQ0  fr. 

Cei  hutrumeni  est  ä  peu  prh»  pareii  ä  eeMeam" 
mandd  pur  U  Gomememeni  fran^aü  pour  tteoh 
normale  svpSrUuro  de  Pari»,  mait  non  eneore  aekeü4 
pmtt  des  motifi  de  ßnanee  indipeHdonti  de  FhuU'  ~ 


Un  lUfncteor  de  qnannte  eentMtree  d*oDverture, 
mAwA  le  mentage  qol  eeim  demaiid^  .  .  40»000  4    60«000  Ir, 

ün  R^fiecteor  de  viogt-aept  ceotim^ea  d'ou- 
verture  0,000  fr. 

Uo  Gerde  n^rldlen  caUiyilique  complet  aree  Iv 
nette  de  16  eentimAtrea  d'ooTertiite  4  mcf  nrei  oAielMi .   99^000  fr 

Plusieurs  autres  Instruments  de  plus  petites  dt- 
mcnsions  conatryiU  d'apr^  les  perfectloimeffleBta  iaa 
plua  räcenta. 
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Schreiben  des  Herrn  Oberlehrers  Dr.  IL  Birnbaaoi 
in  Braansehweig  an  den  Heransgeber  über  eine 

Eigenschaft  des  J^eises« 


Sie  fiaben  auf  S.  im  zweiten  Hefte  des  256ten 

Theils  Ihres  Archivs  eine  neue  Eigenschaft  des  Kreises  ent- 
wickelt, welche  gewiss  vielfache  Bcaclitiint»  gefunden  haben  wird» 
aber  ganz  besonders  tnu  Ii  lebliaft  interessirte,  da  Ich  kurz  vor 
dem  Lesen  ihrer  vortrefflichen  Arbeit  auf  einem  ganz  andern  Wege 
tu  demselben  Kesultate  gekommen  war.  Vielleic  ht  macht  es  Ihnen 
Vergnügen,  mein  Verfahren  auch  kennen  zu  lernen,  und  ich  er- 
linbe  M  mir  daher,  dasselbe  Ihnen  hier  zur  Mittbeilung  xu  bringen. 

1.   Ich  ging  von  falgendem  Satxe  der  Elementargeometrie  aus: 

„Wenn  bei  einem  Dreiecke  die  eine  Seite 
nach  eben  dem  X  crhSitnisse  ü^etheilt  worden 
ist,  in  welchem  die  andern  holden  Seiten  zu 
einander  stehen,  so  halliirt  die  i;  e  r  a  d  e  Ver- 
bindungslinie zwischen  dem  T  heil  u  n  p  u  n  k  te 
und  der  gegenüberliegenden  Winkelspitze 
den  liier  vorkommenden  Wiakei  des  Drei* 
•    ecks;"  —  (oder  auch  umgekehrt) 

«od  Ich  legte  mir  nun  die  Frage  vor,  was  wird  das  (ür  Mb  knnBne 
Linie  seio,  welcbe  die  gegeDfiberliegenden  Winkelspitzen  von 
•llen  Dreiecken  fai  sich  scbliesst»  wobei  jedes  Mal  die  beiden  an» 
dem  Seiten  In  dcmsdbco  VerbSitoisse  stehen«  als  die  erste  on* 
veribiderlleh  fest  gswSblte  getbeilte  Seite.  Die  Beantwerinng  er- 
gab einen  Kreb.  Es  sei  ADC  (Taf.IX.  Fig.  L)  ein  «olcbee  Dreieeb* 
wobei  JCIn  B  so  getbellt  Ist,  dasa  ABiBC^ADiDC  Denkt 
M  sich  ana  AD»  i>Ü  mtadetlicb»  wilireBd  die  le  B  gelhellle 


Seite  AC  unverSnderlich  dieselbe  bleibt,  8o  lässt  sich  zeii;en, 
dass  der  Puniit  D  beständig  in  der  Peripherie  eines  unwandelbar 
festen  Kreises  gelegen  ist.  Denn  nennen  wir  ßCz=a,  AB=,b 
und  beziehen  D  auf  rechtwinkelige  Coordinaten  die  in  B 

Abscissenanfaiig  und  Ifiugs  ABC  die  AbscIsseDriclitiiog  habmip 
so  Ist 

ond  mitbin; 

V(6+a:)«+p:  \^(«— j:)«+p=6:a, 
wotitas  leieM  aa  fotgern,  dass 

y»ss--  ^a_^a  •     •   •   •  •  W 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebtsleh  nun  sogleich,  dass      0,  weno 

2o6  a6  r6 

1)^=0  oder  2)«s=j-2:^.  Sctat  man  f3^=r,  so  Ist  assj^; 

«ad  sabtfltaitf  naa  diesea  Werth  fttr  a  in  (1)«  so  kommt 

also  diei^ieicbong  für  den  Kreis,  dessen  Kadias  c=  r  oder  s  ist. 

2.  Ais  ich  nun  so  leicht  zu  dienern  Resultate  gekommen  war, 
60  machte  ich  mir  Hoffnung,  auch  auf  dem  Wege  der  Anaiysis 
der  Alten  rein  durch  elementare  Construction  zum  Ziele  zu  gelangen. 

.  Im  A  ADC  (Taf.  IX.  Flg.  2.)  sei  wieder  ADtDC^ABzBC 
apd  D  mit  B  durch  eine  gerade  Linie  Terhunden,  wodurch 
^  CDB  s  BDA  wurd.  Macht  man  dann  jLBDE^DBE,  so 
ist  DE  8  BE  and  ^  EDC^  EAJ>,  also  auch  A  EDC  dem 
l^EAD  ähnlich.  Aus  der  Aohnltchkeat  der  Iststgeaaanten  Drei- 
.ecke  folgt  ADtDC=AEiDE. 

Jetzt  denken  wir  uns  ausser  D  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  noch  einen 
beliebigen  zweiten  Punkt  F  über  ABC  so  gewhhit,  dass  eben- 
falls FA:FC=AB:BC,  und  also  die  Linie  Fß  den  AFC 
Wßh  halbirt  Auch  denkea  wie  wie  vorhin  ^BFG=  FBG  ge- 
jaucht, wodurch  dann  ebenso  das  A  GFC  den  ^  GAF  ihalich 
jiala  nOsala*  Wu  hittea  daher 

AD:DC=:  AEiDE 

und 
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woraus  AExüEtsAGiFG  folgt,  weil  die  CTiteD  beiden  Ver- 
hältnisg«  der  vorstetiendeD  beide»  Pteportienen  t^^ABtBClMBk 
der  Vör«eft*etjtaQft  «ind. 

In  AE:üE  =  Aa:FG  für  DE  das  gleit  Im  /  /?  und  für  FG  da» 
gleiche  B G  gesetzt«  giebt  AEiEB=AG:  B 6  j  hieraus  leitet  man  ah : 

{AE—EB)xEB^{AG^ßG)iBG 

oder 

AB:EB^AB:BG 

uod 

AB.AB^EBiBG. 

Da  aber  diese  Proportion  nur  wahr  sein  kann,  wenn  BGssBE 
ist,  so  (kWt  G  in  JEJ,  aUo  mGsseo  alle  Punkte  D,  F,...  mit  B 
in  der  Peripherie  des  Kreises  liegen»  der  um  E  als  Mittelpunkt 
and  mit  EB  als  Radius  beschrieben  wird.  Man  findet  £B  nach 
der  Proportion  (Aß --^  BQ  :  BCssz  ABiEB»  die  sieb  ▼od  ADiDC 
^AExED  ieicbt  ableiten  läset.  . 

3.  Jetzt  auch  die  Synliie^ici.  Wählt  man  eine  beliebige  ge- 
rade Linie  AC  (Taf.  IX.  1  ig.  4.)  und  theilt  dieselbe  in  B  naclt  irgend 
einem  Verhältnisse,  verlängert  dann  BC  über  C  liin.iufi  nach  A 
so  (iass  (AB—BC):BC—Aß:BD  ist,  und  be^clireiht  um  D 
als  MiÜelputikt  mit  DB  uLs  Iwulius  einen  Kreis »  so  lässt  sich 
zeigen,  dass»  wenn  man  iiiicud  einen  Punitt  E  der  Peripherie 
dieses  Kreise»  mit  A  und  C  durch  gerade  Linien  verbindet,  diese 
Verbindungslinien  EA,  EC  immer  in  demselben  Verhältnisse  wie 
ABi  BC  zvL  einander  stehen. 

Ava  (AB^BQtBC^ABiBD  folgt  AB:BC:sAD:BD 
oder  auch  ABiAD^BdBD,  ao  wieausdieaer  (AÜ'-'AB)iAD 
^{BD—BQiBD  oder  BDxAB^CDiBD  oder  ADxBD 
=  BDi  CD  folgt.  Setit  man  tUx  BD  das  gleiche  ED  an  den  Plata, 
ao  wird  ans  dieser  leisten  Proportion  ADiDEss  DEtCD,  Rieh' 
tet  man  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  die  beiden  Dreiecke  ADE» 
EDCt  so  haben  sie  den  Winkel  an  D  gleich  nnd  die  uroscblies- 
senden  Seiten  proportionirt  und  sind  daher  einander  ähnlich.  Aus 
der  Aehnlicbkeit  dieser  Dreiecke  folgt  die  Gleichheit  der  gleich« 
liegenden  Winke)  EAD  nnd  CED.  Es  ist  aber  ^EBD=:BEA 
'-^EAB,  nnd  da  EBD=DEB,  so  ist  auch  DEB = BEA.^JEAB, 
«der  DEC-\^C£B=BEA-^EAB}  nimmt  man  hiervon  die  VorliiB 
#sicii  geAuvdetien  .Winkel  DEC,  MAB  hbiweg,  ao  bMbt  noeb 
CEB=  BEA.  Mitbin.  Ist  im  Dreieck  CEA  die  Unie  EB  die  Hai- 
IbihingiAbile  des  Winkele  CEA,  t^o«  dieser  weist  min  aber,  dass  sie 
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»  • 

MtnkeUn:   Vt^tr  den  Pel€wU9knu4ruck 


die  geqenübcrliegeode  Seite  des  zugehurigen  Dreiecks  jedesmal 
räch  demselben  Verhfiltniese  theiU,  in  weichem  die  beideo  andern 
Seiten  zu  einander  stehen«  das«  sich  also  AE  i         AB :  BC  verbUf. 


Die  hier  beftproehene  Eigenschaft  gilt  fibrigen«  nicht  btos  für 
den  Kreis»  eöndern  auch  fär  die  gans«  Kugel»  welcbe  mit  den 

ob 

betreffenden  Hadius  r^^^^  beschrieben  wird«    Auch  will  es 

mir  eehelDeD»  als  wenn  sich  dieser  Sats  so  kateptrisehen  Zwecke« 
praktisch  fmehtbar  machen  lasse.   Doch  davio  Tlelleicht  spftter» 


XXI. 

Ueber  dea  Poteazialausdruck  ((!))'• 

Von 

Herrn  B.  Kinkelinf 
.  Besirkslehrer  so  Aarberg  in  Ganton  Aafgae. 


$.  I. 

Bei  Gelegenheit  der  Ausarbeitung  eines  Aufsatzes  fibcr  Funk- 
tionsbesiimmungen  gerieih  Ich  auf  den  Ausdruck  ((1))'.  Da  mir 
keine  direkte  Ableitung  desselben  aus  der  INatur  der  Einheit  be- 
kannt  war,  so  hielt  ich  es  für  nicht  ganz  nutzlos,  die  nähere  Üe- 
stimmung  desselben  und  Zuruckführung  auf  den  bekannten  Aus- 
druck Cos2/i7ix  ^  iS'in^knx  auf  direktem  Wege  iu  veräucheo. 
Was  ich  gefunden,  mag  hier  folgen. 

Unter  <(!))«  TcrsMe  ich  mit  €aitchy  iigeiid  eimi  fmegfaril- 

ren  oder  reellen  Werth  der  -ten  Wurzel  aus  der  Einheit  Wie 
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M4nlt€$im!  Mir  4m  Pwmtmm^rm^  (Ci))*.  915 

bekannt,  Ifisst  sieb  jede  Vieldenligkeit  einer  Funktitfte  dorch  ein- 
dentige  Ausdrucke  wiedergeben,  welche  verinderlicbe  ganie Zah- 
len entlimlteD,  welche  wir  lodicee  heiaeeo  wollen« 

k 

I  r  ■  1  fc , .  . 

Dem  EbeDgesagten  iafolge  tot  also  diö  Form  too  ((1))': 
((l))'  =  9,fc(ar)+»^*(«),   wo  issV^^I,  (1) 

and  wo  k  den  Index  bedientet  *pk{oo)  and  ^k(x)  sind  dabei  reelle 
VonktMoeev  nm  -deteii  Dihere>BeatfaMBaDg  es  eteb  Bu—wlii  Ihuk 
deltf  so  awar>  das«   «- 

\  +  (2) 

ist.   Dießem  zufolge  ist  also 

welche  Ausdrücke  von  x  unabhängig  sind. 

Stellt  s  ebe  ganie  ZabI  i»  vor,  die  aocb  Noll  eein  kann,  ao 
wird  femer        >  ^ 

wottoa 
Wgt 

£aaiod  also  tpi^)  und  VH^)  periodische  Funktionen,  d.h.  jedes- 
mal, wenn  einen  positiven  oder  negativen  ganzen  Znhtwertb  er^ 
hält,  geht  q>k{x)  durch  1  und  %fkix)  durch  0.  £a  hat  also,  weno 
wir  zuerst  die  Funktion  ^iC)  iua  Aage  faeaen«  die  GleicbuDg 
^jr)sO  die  Worxeln 

....-3,  -2,  -1,0,  +1.  +2,  +3,....,  (4) 
«nd  ea  tat  .  daher 

^A<«)    /tÄ).«A«(a:  - 1)*.  .(j?- 2)^.(iP— 3)^ .... 

.(a:  +  l)^''(4r  +  2)V.(:r  +  3)V  (5) 

WO  f{x)  eine  l^enktion  von  «  iat;  die  fffr  keinen  der  in  (4)  ange* 
gebwien  Werlbe  voo  s  Teracbwlnidet  Wai..die  EsqMneatee 
lo>  A],   V*  V»«*»  betriflty   ae  wird  dfo  vpiAere 

Unterenchung  Niherea  crgcbeo.  .  »   •  .  -.  r  i.i  . 

'Mitil  XXVi.  21 
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316       Xinkeiin:  Mir  4m  FMmnUUmmdrmsk  <(l»^ 

Mnltiplisirl  naii  die  Gleicbimg  (1)  mit 

((l))ar  =  9fc(y)  +  »^*ö), 
wobei  der  nemlicbe  Index  angenommen  wird,  so  erbüt  man: 

m 

und  biMMS  ergibt  sieb»  wenn  d«»  Inagbilr«  ▼om  RmUm 
tmnt  wird: 

I  (7) 

Wird  bier  y  ala  ganae  ZabI  fk  angeaebea,  ao  erb&lt  aan  lait 
Znaiebung  tob  (3): 

mid  nmgekebrt:  ^  >  9) 

— ft)  =  9)4(a:),    t^*(x— fi)=^*(ar);  ) 

wodorcb  aicb  9i{jx)  und  )  ala  vollkommen  perMiacbe  Fank- 
tlonen  lo  x  beraaaotellen,  dl«  bei  eioer  Vermebmng  oder  Vor- 
mlndomng  von  x  um  eine  ganze  ZabI  denaelben  Wertb  anmefc- 
moBy  wie  Toriier.  Man  bat  aomlt  bloaa  nStbig«  die  Wertba  von 
and  ift(x)  von  x=0  bia  «=1  tu  kennen»  uro  aofort  aveb 
die  Ittr  alle  anderen  Argumente  au  erbalten. 

S.4 

Ana  der  Theorie  der  Gleicbungen  weiss  man«  daaa  auob 

((l))*=9t{«)-itjk(x). 

i 

Bedenkt  man  nun»  daia  die  Wnnebi  der  Glelcbong  ^  s  1  In  tf 

i 

aucb  angleicb  Wurzeln  der  Gleicbong        =1  oder  j/~i=l  aind* 

•e  lelgt«  das«  «neb  Wninel  eben  der  e»lm 

CMcbnng  iat  Ee  kann  aber  letztere  WnrMl  mit  ^x)i^ifUiX} 
nkht  identiaeh  aeln,  well 
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welches  nie  gleieli  ^i^»)  -f  i^i/^)  sein  kano;  es  mitss  ai«o 

d  k  ee  ist  :  } 


SeftI  MD  ab«r  io  der  «ntett  Glektang  in  (!)  «o  kennit 

wegea  der  Gleicbaog  (3)  : 

«der  also  wegen  (9): 

HP*(«))*+l^ft(«)l»=  I.  (10) 

Und  substituirt  man  endlich  in  (7)  —  ^  für  y  ,  koremt  mU  iläUe 
▼on  (9): 


f  Ol) 


{.5. 

Ehe  ms  inr  Bntwiekeliing  von  ^dp)  in  ihrer  Abbln- 

Slgkelt  Fon  j;  geachritte»  wird,  Mte  soent  ihv»  AbhftngigMt 
foo  k  emHtelt  werdeo.  Za  den  fiode  Ist  . 


we  eine  psM  peaMre  Zahl  Toratellt  Setit  nao  Merhi  — . 
aaatitt  s  vad  bedenkt  dl«  GMchmig  (9)»  ao  wird 

edar  da»  wem  (10)  io  awel  FahtoifD  aufgelSal  wiidi 
ae  lat 


«1« 


Diese  GletcliiiDg,  mit  (12)  verglichen,  liegnindet  die  B«luHipt«ag, 
dass  dieselbe  auch  noch  Jir  negative  ganze  gilt. 

Madit  maii,.iiQii  in  (13)  Assi,  «o  ^erhÜt  nIMic 

UalMrIegt  mm  m,  dass  ((!)>»=:((]/»))«  =  ((!))«  ist,  so  ist  aUs 

((l»*=^p,<fMr)  +  i^jö«) 

oder  kan 

((l))'=.yaur>  +  i^(fWf),  (U) 

wo  «i  alle  pöoitiven  und  negativen  ZahlenweHlie  annelioien  kann.' 
VertMUcbl  man  endlieh  in.  letiter  Gleicbung  fi  init  k,  so  atotlen 
sieh  die  beiden  BeetimmongeD  heraus: 

Die  Gleiehnng  (12)  gilt  mit  geiviseen  Modi6eaf!onen  auch  für 
gebrochene  Werthe  von  i^,  denn  ans  der  identlscben  Gleichung 

XV  V 

folgt: 

^  ^-7- j  +     (^-j^^  ==  l9»«)  +  f^(^a:)  1^  ((1))^« 

oder 

1 9  (^)  +     (7-*')  I  { 9  (7^)  +  i  V  (/y) )  =  I         i-  i^^ika:)  k 

oder  wegen  Gleichung  (6): 

(kaev  .  k^v\  .  ,  /kxv  k'v\  ♦ 
IT + 7"  j  +  ''^  (7-  +  7" ;  -  W^Hif(ks)  K 

allgemeio,  wenn y  für  -  geschrieben  wird:  >    .  ..  j.^i^., 

ff* 

9P(y(Äa:  -f  X^'))  +  t>(y(X:*-|-Xr'))  =  (9(ibr)  +  tV(Aa:))y. 

Setxt  man  niw  noeb  anstatt  Jkr  niid  ü  anstatt  JP;  -  so  kou^t 
eodlieb: 

+     +  t^(y(jr+ A))«  {9>(«)  +  (16) 
welches  die  angekOn^igt^.lJieicbQiig  ist  ^,wird  impsr  als  reelle 
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Zahl  betraehtet;-  im»  kam  dabar  nach  deraclheii  diffareniiran. 
Thnt  man  di«a,  00  kommt  nach  dar  BeiBiebnang  Cnqchy'a: 

oder 

iVlultiplizirt  niau  rechterhanil  au»  und  trennt  das  Imaginäre  vgm 
Reellen,  so  erbäit  man  hieraus: 

j.  6. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  (17)  küDiien  nun  gebraucht 
werden y  um  sowohl  g>(a:)  aU  i^(a^)  in  Reihen  nach  x  zu  entwickeln. 
Vorerst  muss  von  denselben  bemerkt  werden,  dass  sowohl  k  als 
k'  ganz  beliebige  ganze  Zablwerthe,  die  Null  mitbegriffen ,  an- 
nehmen können.  Lrgt  man  ihnen  den  Werth  Null  bei«  so  erhftit 
man  al»  6peziaiiöirung: 

Setit  maa  hierin  jr=l  ond  abkllriend 

so  wird  erbaUeii : 

=  «iK^  - 1)  +  *9(y— 1); 

oder  mit  Zaaiahang  von  (8): 

/>^(y)=ot(y)  +  69(y). 

Hierin  sind  nun  a  und  h  näher  zu  bestimmen.    Differenzirt  man 
zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (10)  nach  x  und  ersetat  «  durch 
so  wird; 
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310       MM« Um:  Mtr  An  rttuuMuMlnK»  <|t))*. 

Werden  in  diese  Gleich un^^fen  die  eben  gefundenen  WefÄ6  VO* 
/^(y)  und  D^^)  eingeöeUt,  00  ergibt  sieb: 

«IWy)>*+Wy))*l=o, 

woniM  asO  folgt,  da  i9>(^))*-|-t^(y)P  —  1-  Somit  Ut  eodlicb 
oder,  wenn  y  \u  x  umgetauscht  ivird. 


Mao  t^Üt  demnaeb  nacb  dem  Bfaclaarln'aebeD  Lobnatie 
mit  Haifa  der  ddcbaBgen  (8)  und  (4): 

6*ar*  6«jr< 
~  1  g-  +  ^1    ~~  ^    ■  •» 

■ 

« 

♦W=wf— jj-   gp 

b  weleben  Formln  nur  necfa  b  uDbeatimmt  iat 


j.  7. 

Wir  gehen  nun  über  zur  BeKtimmung  von  b.    Zu  dem  Ende 
bemerkt  man  aus  der  zweiten  Gleichung  in  (19),  dass  in 
b  als  Faktor  von  x  auftritt.    Gelingt  e«  daher,  in  Faktoren 

zu  zerlegen  und  b  auszuscheiden,  so  hat  man  dann  nur  nutbig, 
dem  X  einen  bestimmten  Werth  beizulegen,  um  sofort  b  zu  er- 
halten. Wir  wollen  daher  untersucbea»  für  weiche  Werthe  tod  x 
^(x)  =  0  werden  kann. 

Ea  aei  alao  a  ein  aolebar  Werth,  daaa 

tjj{a)  =  i},  so  musä  wegen  (10)  93(0)  =  :£l 

•aia.  Die  GlelcbangeD  (7)  ergeben  nmi  fssst 


9i2x)  =  |9(ar)ia-it(f)l**  J 


und  also 
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Mimä§iim:  Mtfr  Sm  Pmmiatmifärmit  (Cl))««  Sil 

Letzteres  trifft  aber  nur  dann  ein,  wenn  2a  elue  ganze  Zahl  ist« 
d.  b.  wenn  2a  =  A  oder 

«  =  (2J) 

60  lange  wir  x  al«  reelle  Grösse  betrachten.  Unter  der  Vorau«- 
•etzong  aisOy  dass  a:  reell  sei»  liat  die  Gleicbong  ^f{x)*sO  bloss 
die  Wurzeln 

3      2       1^12  3 
«od  folglich  bat  ^(^)  bloss  die  Faktoreot 

■ 

.3-2.1  1        9  3 

•  •••t  '*f'^»  *^^>  ^^^j»*»»»» 

md  somit  ist 

1  3 

Aus  der  Bestimmüng,  dass  :r)  ist,  entnimmt  man, 

daäs  die  resp.  kk=vk  sein  m&ssen;  ferner  folgt  ans  der  sirelteD 
Gleidung  (19)»  dass  ^0^=1,  ood  somit  ist  oan 

(22) 

f{a^  ist  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  .t,  welche  nur  für  ima- 
ginSre  Werthe  von  x  Null  werden  kann.  Um  sie  näher  zu  be- 
stimmen, stellen  wir  folgende  Belracbtiugeo  an.  £s  sei  jf -f^ 
eio  imagioärer  Werth  von      so  ist 

((l))H-|rf  =  ((l))y.{(l))«' 

•der 

Aus  den  Gleichungen  (19)  ersieht  man  aber,  dass  ^ksi)  und 
i^lssi)  reell  sind.   Man  setze  daher 

9(feO  +  itp(ÄiOÄd(ib). 


•o  wird  I 
und  folglich  für  a;=y-fxi: 

Im  ftlflO'  ^  ioMSinir  wltd»  laM«»  «iitli  ^(ib;)  und  ^^i^)  in 
swei  Faktoren  trennen,  von  denen  der  eine  nor  den  reeUes  TMil 
^on  X,  der  andere  nar  den  imaginären  enthilt.  ii>{kx)  kann  dm- 
ier  Nali  werden*  entweder  wenn  t^(^y)  =  0  oder  wenn^A:2j=0. 
Findet  Letxteres  statt,  so  wird  auch  g)(^a:)=0,  welches  aher  mit 
i|;(jtr)  =  0  wegen  Gleichung  (10)  nicht  zugleich  statthahen  kanp« 
Es  kann  also  ^(Arx)  nur  Null  werden  in  Folge  von  ^{ky)  =  0»  d.  b« 
nur  fUr  reelle  Werthe  Von  x.  Folglich  ist  f{x)  keine  Funktion 
von  X,  sondern  bloss  eine  Koostante,  und  somit  geht  (22)  über  in 

Um  Ii,  Aa,  A3,....  m  bestimmen,  setsen  wir  m  der  iwciten 
Gletebnng  in  (7)  ^    \,  en.  boromt  wegen  (21) : 

v(^  + ^=-1^/(0:).  J(2?) 

Tnoscbt  m.aQ  daher  in  obiger  Formel  für         x  in  j;^-^^.^« 
so  kommt: 

;  iff(*)=^^2"*'^}  **'  (l'~*}^  G"""^) 

Dsber  ist  dnrch  Vergleicbnng  dieser  Umgeformten  mit  der  Uf- 
sprOnglichen : 

1  ^s:  Jl^  «M        ^     1^  •  •  *  • , 

also  endlicb 

.     ......  ♦(*)  =  «*(|-*)(l-a:)(|-^)  ... 

Digitized  by  Google 


Dividirt  man  hier  beiderseits  dureli  eetst  alsdMii  x=0^  nnd 
bedeDkt,  dsse  eiis  (19) 

Mg^t  «e  erbält  iian. 


,      =6       .     :  (24) 


_    _  2^  •  2^ .  2^  •  2^  •  •  •  • 

so  das«  dqh  dareb  SabsntiiitoD:' 

^(x) =ox.il  ( *  2«"^ ^  '  ' 


S.  8. 


Dem  Eingani^s  des  vorhergehenden  Parsgfsphen  Gesagten  ge- 
mäss hat  man  nun  nöthig,  einen  Werth  von  ^(x)  (ttt  ein  besHmm- 
tei^      zu  kennen,  der  von  Null  verschieden  ist    Sacfasn  wir  da» 

her  den  WortU  a  vou  x,,  für  welchen /^(x):::!  wirdj  f P  19^ 
wegen  (10;,:       .  . 

eomit  nach  (90): 

^(2«)s=0,  <p(2«)  =  — I. 

k 

Leisleres  fiudet  aber  nach  (21)  statt»  wenn  2a=^,  also  muss 


•ein.    Seist  man  also  in  (25)  js—m,  so  erhält  man: 

6=— ^.i^  ,    ^    ,  ^       ,  =6:283185307.  (27) 

Eleganter  wird  der  Ausdruck  für  6  erhalten,  wenn  man  ^(:r) 
umwandelt  in 

%r        x5L«  Qt» 
(         ,K^)=6.*(1- y)  (1-^)<1— 3)(l^-4  A 

V  •  •   ^  (28) 

(         .  .(l  +  T)(*  +  y)a+-3)a.+ 4-^" 
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JeUt  gesetzt  gibt 


oder 


oder  endlich 


6  1357  3679 


2.2.4.4.6.6.8.8«...  .q^jv 


deseeu  GeeeU  leicht  zu  übereehen  ist. 


S.  9.. 


Mit  Hülfe  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Re 
eultate  lässt  sich  nun  leicht  aneb  ^{x)  In  eine  Faktorielle  ent 
wickela.  Die  Gleicbongen  (7)  ergeben^nemlicb,  wenn  nie 

eetst»  der  Bestimmung  (26)  zufolge: 


Setst  man  also  in  (28)  für      so  erhält  man: 

.  I  /l    2x\  /3    2a;\  /5    2x\  /7  2j:\ 

oder«  wenn  man  den  Werth  von  6  aus  (29)  substituirt« 
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MimMtn:  Mtr  dm  fotemUiknuäruck  (O))**  SIft 

•der 

4^         4x  4^ 
= (1  -h  4;cKl  -     .  (1 — (I—    ) .  (1 — y  )•••• 

•der  «ndlicfa 


Der  in  4M.  angcgebM»  Zwmk  gofanwimter  Abhaiidlttog 
tft  nuD  erflttlt  Es  bleibt  mir  nocb  flbrig,  dafutf  hintoweiseiit 
daM^(x)  und  ip{x)  die  belcaimten  Funktionen  Sin 2m  ond  CoeSw 
liod.  das«  nleo  6as2sK  ist,  und  dase  aomlt 

((l))*=9(2ifJMr}-fii/;(2if»a:).  (32) 

Aut>  Vorstehendem  Icann  nun  ancb  leicbt  ((—1))*  eidiriciLelt 
werden,  was  aber  Iiier,  um  nicbt  weitlänfig  an  werden,  ^ibeigaa« 
gen  werden  «oll.  Es  genögt,  daranf  bingewieaen  au  balien. 
Uebrigens  muge  noch  die  Bemefkung  hier  Plata  finden,  dasa  man 
Obiges  auch  benutzen  kanrt,  nm  die  Funktionen  Sin«  und  Coa^r 
in  die  Analysis  einzuführen,  nm  man  von  Ihrer  trigonometriacben 
Bedeutung  ümi^anc:  nehmen  will.  Jedenfalbi  aber  iat  die  bier  gege* 
beoe  Definition  bestimmter,  als  die  gewSbnlicbe  e<»s=Coaar-f  ISinJS^ 
iodem  e*'  vieldeutig  ist,  and  darum  derselben  vorsniiebe». 
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X3UI. 

Zar  C^Bchichto  .  und  Literatur  der  Logarithmeii. 

▼ob 

Herrn  Ofcteriehrar  Dooier  Gwwuli 
SB  te  8t  JobaDoia-Sfiliale  la  Daatlg. 


Vorwort  des  Berausgebers. 

Allen  Logarithmentafeln  Jobst  Burgi 's  oder  Jostas  Byrg'i 
fehlt  bekanntlich  die  zum  VerstSndoiss  der  Tafeln  nothwen^» 

Einleitunsr,  der  „Gründliche  Unterricht",  wie  Byrg  «ellilt 
diese  Finleitung  genannt  hat.  Es  ist  daher  sehr  merkwürdig  ond 
als  ein  liir  die  Geschichte  der  Math» uiatik  sehr  A\i(  hti2er  Fond 
zu  fjetrachten,  dass  Herr  Doctor  Gif  suald  diese  Einleitung 
Manuscript  aut  der  an  Utcrariachen  Schätzen  «o  reichen  Stadt- 
bibliothek zu  Dan  zig  aufgefunden  bat.  In  dem  Programm  der 
St  Johannis -Schule  su  Dansig  von  Ostern  d.  J.  hat  er  dieses 
filanoscript  bekannt  gemacht,  und  Byrg  als  Geometer  und  Aige- 
braiker  In  interessanter  Welse  geschildert,  wodurch  er  sieb  jeden- 
falls  ein  sehr  anerkennnngswertbes  Verdienst  um  die  GeschieUa 
der  Mathematik  erworben  hat.  Gewiss  werden  die  Leser  d«i 
Archivs  es  mir  Dank  wissen,  wenn  ich  im  Folgenden  Byrg» 
gr  lind  liehen  Unterricht  nach  der  von  ilcrrn  Doctor  Gic** 
wald  gemachten  Mittheihiriff  abdrucken  la^se,  um!  auf  diese  W«i§* 
dieses  für  die  Gescliir  hte  der  iMathematik  wicfilii;e  Aktenstuck 
im  Archive  autbewahre.  Was  lierr  Dr.  Gieswald  über  sciuen 
Fond  bemerkt,  nehme  ich  auch  vollständig  auf,  verweise  aber 
wegen  der  Schiidemng  Byrg^s  als  Geometer  und  Algebraiker  aaf 
das  lesenswerthe  Programm  (Dansig.  W  ed ersehe  Uofbucbdrucke- 
rei.  1856.  4.)  selbst,  da  der  Raum  mir  nicht  erlaubt,  auch  dieie 
SchUdermig  mitsnthellen  und  dieselbe  natSrlleb  manches  den 
Lessni  scboo  Bekannte  enthllt   Unbemerkt  darf  Ick  aber  nicht 
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lassen,  dass  riicksichttich  doä  von  Herrn  Doctor  Grcbe  im  Ar- 
chiv Tbl.  XVI.  S.  3r>4.  namhaft  gemachten  Druckfehlers  Herr 
Doctor  Gieswaid  i^«^.  aeioefl  Programm«  Folgend^  anföhrts 

'  „Dr.  6riphe.l[,(j;rune]|-t'fl  Ar^f|iy^Tbl.  XVI.  pag.  364.), 
bemerkt»  dass  er  an  citirter  Stelle  eioen  Druckfehler  im  drittletz- 
ten Gliede  der  von  Bramer  angefiiiirten  Progres!^- Reiben  ver- 
bessert habcj  der  sich  im  gedruckten  Werke  vorfindet.  31erk- 
wSrdiger  Weise  ist  auch  in  dem  mir  vorliegenden  Manuscripte 
ein  Schreibe  fehler  in  diesem  Gliede,  der  spater  verbessert  ist,  so 
dass  stalt  -*Ü18,  so  viel  ich  erkennen  kann,  1408  gestanden  hat; 
—  die  Ziffer  1  ist  deutlich  zu  erkeiniLii.  Hat  Üranier  dieses 
Manuscript  benutzt  und  uhue  nachzurechnen  die  Zahl  abgeschrie- 
ben? Es  müsste  ein  eigenthümlicher  Zufall  sein^  wenn  ein  Ab- 
schreiber sich  auch  hier  gerade  verschrieben  hätte»" 

Ich  JaM«  niiii  Heim  Dr,  Gieewuld.  selM  iprechen.  G. 


Obwohl  die  Geschichte  der  Matbematik'  vielfach  von  Gelehr- 
ten bearbeitet  worden  ist,  einige  die  ältesten,  andere  die  spätem 
und  die  neuesten  Perioden  der  Wissenschaft  mit  besonderer  Vor- 
liebe stuUirt  und  uns  ihre  schfitzenawerthen  Arbeiten  überliefert 
haiicn,  so  sind  doch  zu  verschiedenen  Zeiten  durch  Entdeckun- 
gen neuer  Quellen  Ergänzungen  hinzugekommen,  die  für  die  Ge- 
schichte der  Wissenschaft  einen  grossen  "Werth  hatten.  —  Wenn 
nun  auch  das  Geschichtliche  und  Literarische  der  Logarithmen 
mannigfach  bearbeitet  worden  Ist,  so  dürften  cini*;e  Zusätze,  dio 
im  Folgenden  enthalten  sind,  vielleicht  nicht  ganz  uninteressant 
erscheinen. 

Iii  der  neneateo  Zeit  bat  Prof.  Dr.  Matzka  in  JPrag  eineM 
inlereeeanteii  ond  gelehrten  Aiifsatz  fiber:  die  höhere  Lehre, 
der  Logarithmen  in  Grunert'a  ,,ArebiT  filr  Mathematik  and 
Pbyaik"  ?erOffentlicbt  (Bd.  XV.  pag.  12L  u.  f.).  Er  stellt  dort 
oeb'eo  der 'Betrachfuog  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der  Loga- 
tittimeii  einen  oeoen  anC  dass  ein  Tbell  s^lndr  iirbeit  lo  fliiif 
Absebnltte  aerfilltt:  '  ' 

1)  der  von  (l^m  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen  John 
Nepper  ursprünglich  gegebene  Begriff,  •  • 

2)  der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
Logarithmen,  pebranchte, 

dbT'Von  JelMiAn  K«ppl«r  .mif«nilete»  • 
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4)  der  gegen^ärtli?  Mit  Eni  er  in  dtn  LthrgebiadMi  4ar 
Algebra  tUiUche« 

6)  der  neue  von  llatsIcB  »urgestelite  Begriff; 

hier  soll  nur  die  zweite  Deatimg:  der  Begriff  der  Lo^i^arith- 
men,  wie  er  durch  Jobst  Byrc^  festgestellt  wurde,  nfiher 
untcrsudit  werden.  —  Aus  den  Ijekaniitcn  >jchriften  Byrg's  "Cirde 
sich  ^ieues  sehr  schwer  fjjeben  las.scn,  (Ili  geistreiche  Männer, 
wie  Montucia  in  seiner  „Uistoire  des  mathematiques Matzka 
in  seiner  vorhin  erwähnten  Arbeit  und  mehrere  andere  Mathema- 
tiker richtig  und  tief  in  die  idee  Byrg's  eingedrungen  und  seine 
Theorie  verdeutlicht  haben,  indess  soll  hier  —  und  das  ist  der 
Zweck  dieser  Abhandlung;  —  der  bisher  nicht  gedruckte 
Unterrichtes  jene  Erklärung,  die  Byrg  selbst  Ober 
seioe  Logarithmentafeln  gab,  veröffentlicht  werden. 

Byrg  gab  Im  Jahre  1620  eine  Logaiithmentafei  heraus  unter 
dem  Titel: 

Arithnietifc^f  bnb  Geometrift^c  Prot^ress -TabuUn, 
fambt  grünblf*fn  tnterricfct,  trff  fold)e  uü&Itc^  in 
alUrlcl^  Ote(^nungcn  t3ebraiu1;nt  »jub  t?fr|"tantcn  rutr» 
bcn  fol.  (5fbrutft,  3n  ber  alten  «Stabt  -X^ruf],  bei  *i^aul 
€f{f|t!i,  Ui  UUi^tn  Unioerfitct  ^uf^k^cuffcr,  3m 
3a^cc  1620. 

Wie  Matika  anglebt»  «lad  diese  anf  TV«  Bogen  in  Kiein-Qnart 
gedraekten  Tafeln  adion  SnneerBt  netten»  allen  abet  feWt  der 
gr findliebe  Unterricht;  eo  nennt  Byrg  aelbet  die  .von  Ihm 
gegebene»  anm  lelebtem  VeretSndnien  n^ner  Tafeln  notbwendige 
Brlintetnng«  Diene  Aneiebt  Matska's  npricfat  schon  Honta- 
eln  Tom.  IL  p.  lOl  ans»  er  sagt:  Ces  tablee  sont  snr  sept  ieatl« 
los  et  dem!  In  f.  d'lmpresslon;  mala  llnstmction  annoncde  per  le 
titre  y  mauque»  ce  qol  donne  Ken  de  conjeetnrer  que  quelqaee 
cireonstanees  particnli^rea  emp^ch^rent  la  eentinnntlon  de  oet 
ouvrage  etc.  • 

Es  dürfte  wohl  feststehen,  dass  Byrg  seihst  nie  diesen 
gründlichen  Unterricht  drucken  liess,  und  auch  seine 
Freunde  —  die  sich  so  oft  Arbeiten  Byrg's,  wie  es  scheint  mit 
seioem  Vorwissen,  aueigoeteo  —  ihn  nicht  verüffenUichten. 

Sein  Sebwafer  Braorni,  der»  wie  m  l'elgeadaii  gezeigt 
werden  seil»  genau  diesen  Unterriebt  gekannt»  bat  ihn  de« 
Dmeke  fibecgeben,  und  somit  sieht  die  Annnbme  Montnela'e 
wohl  gerechtfertigt  da:  Byr^,  der  so  viele  seiner  Enideeknngen 
•ehieii  Freanden  wm  VeHlinrttlebttng  Bbsrgeben»  weüte  aaeh 
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•faiiDal  «ellittBtfiiiciig  avftrtt^ii  xin^  em  voll8tän(]ige8  Werk,  das  < 
alle  seine  Arbeiten  nnd  gomit  auch  die  von  ihm  erfundenen  Ln- 
garithmeD  eothalteo  sollte ,  herausgeben.  Diese  Vermuthung  Mon- 
tocta's  stOtat  sich  wohl  ohne  Zweifel  auf  eine  Stelle  Her  Vor- 
rede Bramer's  zu  einer  Abhandlung:  Prohlema  9B3e  au§ 
®ef anntgeoeStnem  Sina  line«  ®rab(S  SRlnuten  obrr  ©efunben 
ftU«  folflenbeii  Sinus  auff«  lei^^trfle  gu  finbrn  bnb  ber  Ca- 
«•n  Sinmini  |u  aifolbifen  fet^e.  9t\^xUhtn  Don  Benjamin 
Bramero,  bet  0{at(iemotif(|^eii  bnb  SRed^anifi^fn  itAnfe  lieB« 
^af>er  bnb  ic^idon  Sawnifififr  gu  9)lar)^urg.  ®ebritifl  |K 
3Rat))ur0  bur^^  ipaul  <Sgen«lff  im  da^r  1624.  Bramer  sagt 
in  der  Vorrede  pag. 8.and^.,  dass  zu  seiner  Zeit:  bff  ^nrgi 
Co««a  aa  ben  Sag  gfgcbm  »erben  »itbt 

Ob  Indess  kiirperllcha  Leiden  oder  der  Alles  verbeerende 
Krieg  ihn  an  der  Veruffentliebung  seiner  Arbelten  rerbinderten, 
niuss  dahin  gestellt  bleiben.  Die  ErklSmng  der  Byrg'schen  Ta- 
feln, die  der  Verfasser  selbst  gab,  blieb  somit  ungekannt,  und 
es  war  mir  daher  interessant,  als  ich  vor  längerer  Zeit  von  mei- 
nem geehrten  Freunde  und  Coüegen  Oberlehrer  Gronau  auf  ein 
Manuscript  aufmerksam  gemacht  wurde,  das  den  Logarith- 
men  tafeln  Byrg*8  angeheftet  war,  in  jenen  geschriebenen 
Blättern,  wie  Herr  Gronau  es  ganz  richtig  bemerkt,  den  gründ- 
lichen Unterricht  Byrg's  vorzufinden. 

Jobst  Burgi  oder  Justus  Byrg  war  im  Jahre  1552  zu 
Licbteoateig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweiz,  Kanton  St.  Gal- 
leo» an  der  Thür  geboren.  Ob  er  die  mathematischea  Kennt* 
Bisse,  die  ihn  in  spätem  Jahren  so  rühmlich  auazeicbneDy  In  aei^ 
Der  Vaterstadt  erworben,  wissen  «vir  nicht;  wir  sehen  ihn  in  spätem 
Jahren  In  Cassel  am  Hofe  des  den  WisseoschaOen  sebr  ergebene^ 
■od  nameatlich  um  die  Astronomie  hochverdienten  Landgrafen 
TOD  Hessen -Cassel  Wilhelm  IV.  als  Hofuhraaclier,  Mechanikas 
and  Gehilfen;  1004  verlässt  er  diese  Stellung,  geachtet  und  ge- 
ehrt von  dem  Fürsten,  der  ihn  in  einem  Briefe  an  Tyebo  de 
Brahe  (Epist.  astron.  Vraalburgl  L.  I.  p.2].)  homo,  qui  quasi  ia* 
dagiae  alter  Archimedes  nennt,  und  lebt  als  Kammer-Uhrmacher 
unter  den  Kaisern  Matthias  und  Ferdinand  II.  längere  Zeit,  kehrt 
dann  wieder  nach  Cassel  zurück  und  stirbt  daselbst  im  Jahre  1633. 
AnaCabrücheres  über  das  Leben  Byrg's  ist  in  Doppelmayr'a 
i^Van  den  MOmbergern  Matbematikem"  au  findea. 

Die  In  dar  blealgaii  StedtMliatbab  Tarbaadenen  LagatMilieii» 
lUeln  Byrg*s,  die  niif  den  TUelUitI»  nur  die  Baebntaben  3.  a 
aeigen ,  and  aaeb  daa  angeheftala  Mnnonkript  gebMa»  Miar  der 
filUiotbnk  daa  Danaiger  Ratbabeifa  Adrian  Engelka  an.  Wla 
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•8  scheint,  bat  dieser  die  LogArithmeotikfelii  mit  d«  firkianing 
nelst  einigen  Scbrirtea  Br4imer's  to  Nuroberg,  das  er  anch  moi 
•men  iUimi  l»eililirte*  ao  sieh  gobiaoht  Satae . BihüoUiakr  - efcaa 
•o  wie  die  «Ina«  EUiiatadt,  Kulmaa,  BaHhalomiva  Kieker* 
aiun^  FabrlciM»  Nanaader  und  Loaaln«  wiird«ii.,a|»iter  dat 
Stadtbibllotliafc  aioFerieibt  judi  ao^iH  ifadba  dle  Zakl  der  aiatko- 
matischen  Werke  theils  durch  Aakanf  der  Bucher  Gruners»  Ue- 
y  eil  US  u.  m.  a. ,  tlieils  durch  «Schcnkuneen ,  wie  es  u.  a.  die 
„Ibeoria  lyintbem^tica  etc/*  daa  ^U^^hf^ßi  Ang^io  Fard«lU 
)>aHebetf  .  .  i 

Byrg  giebt  folgende  ErklSrong  seiner  Tafehi: 

SrcunbU(^fr  liebti:  l'cfcr,  Ob  irol  bon  2>ortrfffnc^m  Matheroaticis, 
unb  Arithmeticis,  mand^erUi;  ^iibulm  fcinbt  crbicbtet  unb  calculirrt  ircr-» 
ben,  Limb  bU  ©AirifrioiTctten  bcui  ^Dtultipliciroid  öi^ibirmä  unb  RaHices 
extrahirens  auf  §u  (^cben,  [o  finbt  boc^  btrfelbigc  aUe.^rtt  nur  pariicular 
grtvefrn,  alfo  ba§  bad  Multipliciren  unb  Diuidiren  i^re^tgrne  Tabulep« 
aU  abacum  pytbagoricum  erforb<rt  (at  baiS  Exfralilrcn  ber  radicum 
quadratarttpi  friM  quadrattabulen  bie  cubifc^f  ExtracUoo  i^tc  Cubic 
Tabulea  unb  «Ifa  fort  in  tebeve  qu^^^^t  bcfpnbcre  Uboleo  bannotm 
(at,  bicl^rit  bet  Tabulen  tiid^t  aQeiii  »«rbdc^Ud^,  fpnbcm  aiuff  mft^ffrlig 
mtb  ^^xofxW^a  frhi....  S){toiDe8(n  i4  gu  aVer'Stlt  d<M^  vnb  gfoibci» 
tft  ^übe,  gencral  Tabulen  ju  erjnbfn,  mit  Wflctjm  ntönn  b«  iror^cnann- 

unb  (Korrespondenz  bfr  2  juogresseti  aljj  bfr  ArithiuftiKlen  mit  bfl 
GeoHietril\tcn ,  taö  iiMö  in  bfr  ift  IVInltiplicireii .  ift  in  uner  nur  Adiüorri 
unb  wad  in  bcr  ijl  üiuidircn  in  irner  subtrahicrn  unb  ttjad  in  bcr  1(1 
radicem  quadratam  extrahirn  in  iener  nur  iß  ^albirrn,  radiceni  cubl» 
can  extrahirn  rntr  in  3  diuidiern,  radicem  Zensi  in  4.  Diuldianw 
Siiraolidam  in  5  unb  alfo  fort  in  anbem  quantiteten,  fo^abc  14  »14^ 
nntti<^e#  cva^tH,  alf  biefr  Tabalen  alfo  continnfern  baf  aQe  Salles 
f»  t^orfaOm  ht  brrrdbm  mö^rn  gefunbrn  tvcrbnt,  an4  loel^ft  cotitinimtimi 
blf^e  Tahufeo  ertoatbffn,  buni;  tvfl^e  Vnon  ni(!bt  offrin  bff  f^werthl^ilttii 
bfä  Miiltipliciems  Diuidierns  unb  oticriflp  l^adices  extrahierens,  xsd* 
c^fi  in  ber  Algebra  o^cr  Cos  ein  trffflijjjcn  Q3ort^fiI  unb  nu^cn  I)at,  tn> 
^ütft  njetben,  fonber  aud;  tae  nubr  ifl  3^v{^*fn  ^  c\tc\t%m  3nblfn  fo  Hrl 
media  proportionnlis  al§  mann  bc^eri  mögen  gefuuten  trerbm,  irfld?fd 
»if  [(bwer  td  ol^ne  bie§e  Tabalen  guge^,  ifl  brnrn  bfteu^,  fo  fi(^  ein 
10(ni§  hl.bii|im  pniucre  exerciert  l^aben.  Unb  ob  ujoI-  id^  mit  blifoi 
Tabaleli  bof  «tllM»m  bin  unÄ^ang  fb  ^at  bo4  «Ki»  l^mif  »on 

bir  £diÜoii  bfffillm  mt^tm;  toaSe  Mmigm-  bfr-«im^ii|lat  ^  ^ 
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i^m  alfo  ßffaUm  lafftt  unt  bif  Tabulen  mit  bolgmben  Sßnlcmtifung, 
ißapontcd  mit  etUd^en  ^unx^ti  ectlott  mt  folgt  j 

ftlMgtK  fiii||Hd[i  in  üfiftlt^  9te<^m||tii  |ii  ge^tM4f «• 

3tt  bUfm  Tahulen  findet  man  Btwifrlft?  BA^I^n,  Ginr  mftt  rot^ 
Caractren,  tretet«  tolf  einem  iebm  leicttHct  gu  frbm  itU|^i0  antrrft  hmn  « 
ffii  Arithmetif^fT  progreM«  bie  anbete  a(et  mit  f^toargen  nf(!)t9  anmi 
Mnm  ein  Geome^rifctjer  prnnrcss  ifi,  unb  auf  baf  tsir  Mefem  beßo 
fürger  bu?c|0e^en^  ^oQ  mir  borl^in  ben  Arithmetifd^en  progreM  bie 
»t^e  unb  ben  Geonietrifd^rn  uro^ren^  bie  f<|yi9M:|e  nennen,  bamit 
aui^  ein  iebev  bie  fundamenta  oieiet  Taboleo  Qninbtlic^et  fa§e  unb  bie* 
fflMgen  be^Q  befer  gebroiubfil  mag,  fo  troUrn  mir  in  folgenben  Sdegriff  bie 
(^t0enf(!|a|ft  bie§rr  2  progresMD  fOi  öligen  {keUeii  imb  bicfeltoi  mü  elU" 

g  /.  2.  8.  4,        4,     h    ß.    P.    W.     U.  t2.^ 
OUuiraetifc^  1.  2.  4  a  lÖ.  32.  W.  128.  236.612. 1024. 20I&  4096/^ 

Wr  Iftkm  in  bit  fBmelt  asigeregt,  wie  «n4>  boi  idi^fii  AridiiBifti- 
ds  SlmoB  Jacob  Morithia  Zons  inb  aitbeie  W  Mkit  ttorbcn,  boi  «Ml 
Ii  bc»  tSeottetrifd^cn  Progreaa  ober  In  bic  6fl»Ai|eii  Sa(I  Mnltipliclert 
bdld^id^  iß  fat  bir  Arltbinetlf«^  Ptograss  ^er  in  ber  lotl^n  Ml 
•Mforn«  91$  gum  fenn^I  mann  foQ  multipliciren  8  mit  64.  SHe  t9t(e 
Si(1  BQit  64  ijl  tf  nnb  »on  6  9*3.  S)ct  6umma  Iß  bnrn  6  inib  6 
ip  P,  £>ief (  fd(;t9ar|e  Sa|t  W  612  unb  foblil  fonir  ott4«  fo  man  8  mit 
64  niiitliplidert 

3teni  nMm  feil  inultiplicirn  32  mit  ?$6  i^re  rotf^e  3af)l  ftnb  5  unb  ^ 
t|act  gufammen  tie^e  f(|)trarif  ^f^  unb  fo  biet  lombi  fo  man 
aS  ttik  266  moltipliciart 

3tem  man  fol  Oividirn"^6384  burd?  612  i^re  rptl^en  Sailen  |tnb  14 

I  unt  9  Subua^ite  tcrciEegm  9  bon  14  bleibt  5  fein  ftljtrarje  3«^!  if^  32 
unb  foLiel  tomU  16384  fcur(l?  512  Dividiert,  ©fll  bann  bic  Regula 
Detri  niiijtö  anterß  alö  Multipliciren  unb  Dividirens  b«batff,  fo  folget 
ba§  bie  Rei;ul  D^^tri  auc^  fürberlict  burd;  bicfe  Tabula  mndijt  mag 
ttttben,  all  ^um  (^jccaitjel  8  geben  128  aa4  geben  32.  gib  bei  ßatfi  ifixt 
gebitienbe 


Alle  hier  und  im  Folgeoden  coraiT  und  mit  Schwabacher  Schrill 
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8  128  d2 

a  '  '  '  5  Addier  uiibiiif«mttMi. 

7 

5 

a 

.  9       f(^r}f  3a^l  ifl  612.  ipaM 

3tem  man  xoil  Radicem  qnadratam  auH  .^"><')  Extrahirn  frin  rotte 
3a4l     8  bin  I^olkire  fombt  4  bU^e  .^c^tw^f  it>  iDcii^ 

Kadiz  qiiadraU  ouft  2Ö& 

'   Stern  man  tril  Radicem  Cubicam  au§  512  Extrahiern  f«!n  wt^e 
3n^t  if^  9  baö  in  3  dividiert  fombt  3  (rin  ^^ivarse  3a^l  ifi  b  unb 
Radix  Cubica  au6  öl2. 

3tfm  man  wil  Radicem  Zensi  Zensicum  extraliiern  au§  40*^  ffin 
rotffe  3aH  i\i  12  big  Dividiert  in  4  fombt  d  beffm  6(^mrjie  äatjl  ijl 
8  iO(l(S}eci  Uadix  Zensi  Zensico  iß  oud  4090. 

3tcm  man  »il  ^tolWm  4  unb  64  bie  mittler  Proportional  flritai, 

i^jre  rot^w  S«*?!«»  t  rxKt  6  %U%t  abbfrt  geben  Ä  befTen  Ijclfft  i(l  ^. 
frin  [c^tüarje  B^^^  1^  unb  biegeö  iß  bie  Media  proportionalis  iwifi^n 
4  unb  64. 

9tm  man  mil  2  media  proportionalia  ^niii^m  64  unb  512  (iaifii, 
i^ce  rotten  3a^Un  feinbt  II  mib  P  fo  man  bie  eine  bon  ber  anbem  sub- 
trahiert bUi6t  3  bic§f  in  :J  dividirt  Umhi  1  bif§  i  addiere  id;  m 
fombt  7  fein  fc^a^ar^e  ifl  128,  lu^lcl^ee  ijt  bic  crßc  ber  3'i^<i«n  uwiu 
tfrn  proportionalen  unb  fo  man  bie  /  trieb f tum  ^ii  7  addiert,  fombt  8 
bctjen  |'cj,ni'nr5f  3*i^I  iß  256  bie  mui  \m\U\  jtrojioriinnnl  iinb  clfo  fcrt 
iDie  naci^^er  fol  an^e§eiget  tuerben,  unb  biege  (^igenfd^afft  ^aben  ni(^t  aUein 
bie  2  a^gcfelten  Progresaen  mit  einanber,  fonber  alle,  ße  fein,  oie  jie 
»oQen^  Ivenn  ber  Arithraetif(^e  bon  0  unb -ber  Geometrif((e  von  1  an« 
fanget«  mie  benn  au^^  bie  folgenbm  Tabalon  ni^jtd  anbert  <dd  2  fol^ 
Progreaaen  ßnbi..—  Unb  biefed  fet^  gercCi.  allein  bpn  ber  oBgefet^ten  Pro* 
gresaeo»  Se^o  ttoQen  toit  tcin  ^^ebrauc^  unfrer  Progreaa  Taboleo 
.fi(reitcii  tittb  '<SrßIt(^  8e(rett. 

I.  UBic  einer  leben  [djicarjenSö^I,  fo  in  bcn  Tabulcu  unter  (SAa^ar^m 
geimiben  voittii,  i^re  correspondirende  rot^e     fmben  (eVj      ^um  (^Km^ 

man  fol  biefer  3«^!  133373810  rot^t  3a]^I  fut^en,  biege  Ba^I  ßnbt 
man  in  ber  Tabulao  am  8  blat  tn  ber  columoa  28600  imb  an  ber  iiO' 


üigiiized  by  Google 


Gietwatd:  Zur  GescAieAie  unä  Uttratnr  der  CbgarUhmin,  ^23 


Co  00  S$       !^  ^^ 
SS  ^  <o  Od  *^ 
«  «  Q  «  ^  $ 


22  S 


VW 


«C  Qt 


o  «o  ^— 


2  g  S  :ä 

2-  ^  CO 
^  O  0*  «o 


Ca 


^  VI  b;>  CK)  ^ 

s  a  B  2  2  S' 

9K  o  o  6» 


-  i  s  ^ 

s  s  ä  8 


8 


:  •     •  Sa 

S   00  M   Cfc  fe; 

Ä  l5  O  oo 

1^   eD  Cs; 

*J    W  to  OD 

Ol        w"^  :y; 


Ol  lU 

— 

O  -!* 


S  5  S  ^  £  2 


^  ^  8  8  g 

& 


CO  CO 

^>  -4 

**.  CO 

o  '«t^  CO  iC'.  c 
t>5  '-ß  c;i  w 

s  S  s  s  « 


ik  e«  ^» 
^  ^      ^  Q  ^ 


CO 


Ci    et    CO  IC 
|A- 

3 


2  S  S  S 


o  ^ 


CO 


C5   -  »   4-  o 

CT  ^ 


4*^  2 


2  ^ 
g  ^  ä  SS 


Ci    W  Ol  _ 

L>;^  00  Ol  ^  O) 


J5  i-  S  5c  <i 

^  M  I—  Ol  g 
Gl  2   £^  S  00 


Ol 


CO 


-x:  er  o 


Ol  cc^ 

3  £^  a 


CO 

o 

'  «C   *4   O         c«;  l 
K>    OD  ^  CO 

81^    Gl    QC    H-    4*.  ^ 


<  'TT" 


Co 


N5 


KP 

I 


Co 


Co 


SS 


Co 


L9 
3 


ST 


<3S 
S 


1 


I!/ 


S  3 

3  — 


S'  3 


9< 


I 

IT 

o  aj 

s  a. 

a : 

*=  s 

er 

§•§.. 

s-  S. 

— ^ 

or  «;* 
a  » 

o 
» -er 


er 


Digitized  by  Google 


324  ßieswaiä:  Zur  enekUhte  und  JJtermhtr  'dtr  LogarUhmeti, 
fSle  einet  iebem  mhm  Qa%\,  fo  in  brr  Tabolen      fbibfn  ffl«  i(c 

91  »oSc  6ffle^  tBiK^ni  |iim  tbmilMl  |a  »ififii,  wMain  ^'ftnwt^ 

Sfl^l  ^b#it  r«t(^en  bon  gebarrn,  bie§r«  xu  nrforfc^rn,  fo  fu(^  untir 

bcn  rotten  Qd^lvx,  bie  oben  i.ür|tfi(t)n(t  fei  eine  bergleiO;  ober  fo  nafie  flii» 
mt,  alf  bie  fürge^rbrne  if!  Xitte  finbe  am  8  blat  in  ber  columna 
28500  an  v^d^m  nodj  300  mangelt  ,  fu*  beroweflen  fcic  800  auf  fcenfel» 
bigen  blat  in  ber  erflcn  columna  unb  ge^^fn  terfflbi^en  über  in  ber  columna 

unltt  bft  iwrbm  ge^b<n  1333738X0  todAe    bi(  begi^ru  Mtomric 

bot!  33900  luib  fp  ^mbeltt  man  ott<^  mit  bfn  «libfrn,  Mitn  ma»  IbibC 

ber  rotten  da^I  alle  oon  0  big  auf  2W27Ü  i^m  fic6ft(^Kfnbt  f^tvar^  3«^^ 
auf  obflemelten  ö»eg. 

fBil  bann  eine  ßa^l  für  fleU,  fo  In  bct  Tabul  ni^t  lujl  jlnben 
»eet  fann  mann  in  utelen  IRedpnun^fn  baoor  nmcn  Me  rot^e  jSa^I  t9cl(|f 
fArgegebenen  BaM  am  neä^fien  i^,  bor  i^m,  aber  bamit  nid^t  ftosgnft* 
0m  Uff§  fann  auf  folgenbf  weife  feine  xstSiißt  fot^e  crforfilK"' 

II.  ÜJ?ann  foU  ?um  CfttniVfl  tie  luabre  rot^e  B^^tl  t?on  36  fucfje«, 
fo  [fgft  man  iiocj?  eteben  ü  für,  bamit  ic^  9  ^\^nn  bffomme,  benn  aSe 
fcbhJar^e  3«^^'"  ^^^h^r^  in  unfer  Tabula  titd?f  rrmigcr  alpo  360000000 
IDatnaf^  fncbt  man  in  ber  Tabul  unter  ben  fdjirarjen  3a^i  2)ie  2  nedjfl 
ffciner  unb  necjj|l  0r6§er  ift  bann  30(X)000<K)  bi§  f^nbe  !*  am  33  blat  in 
ber  columna  12800  unb  auf  ber  linfen  feite,  nun  feit  mit  bte  f(|}»at|e  , 
all  36OÜ0O0QO  {»ifO^n 

90  biete  ^at  fc^tt^ar^  aöl«964763  biefe  ifl  flein 

iO  die  IDifFrmi}  36996  bU  Siffeteni 

felffr      f^^tvofi  360000790  bi6  ifl  {u  in% 

biffe  flilnerf  Sa^I  »on  360064763  Mtfo^lif 

t)on  meiner  gegebenen  S^^l  360000000 

000035^ 


^iffftenl 

|tt  ber 

tet^cn 

alfo  ^  M  biih3 11»^  V 

35906 

iOOOO 1 

35237  aU^^ 

^  Oicft  O^iccte  addier  in  Ui  Heine»  tnlt« 

a)ie  Heine  rot^e  ßa^l  ifl  90 
tiit  3al;i  ^cx  columna  126000 
S^iif  f|l  ber  64nMi|m  jSo^  m  360000000  i(t  ipH  iiSOOhao 
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»>».  ^ 

<^  Co  N> 
Q  ^  ^ 
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Söic  iwo  ßai)Un  mit  einantcr  multipUcirfn  fcinbt  al§  mann  fol 
roultilUiciern  feie  3aH  154030185  mit  2UJ518U2.  fu(^  i^ic  corrcspon- 

2)U  jtoo  rot^c  3^im  addir  luiammm  ^^^^ 
"   .  Äombt  tiS«  rot^^e  3«*! 

boit  b<t  f^ttarioK    9  Biffmi  dl655W28  ititb  bkf«  finM  bi«  9  ^  Sif* 
fmi  M0  prodocts  an  »fl^eit  ipfe  unfa  Tabnlen  itiit  9  3ifN 
imb  bir  U|te  ober  SUnmbte  nun  i^or  «In  SBhk^  gebfn  unllc,  bifi«a  »M 
rational  3^^^!  üorfaQe. 

3tmi  man  {ol  roaltipKcirn  051192902  mit  709163668  m  m 

ßalji  fein  1/0/00  unb  ^««WW> 

:  '  170700 

S^ie  jiuei  rot^e  ßa\)Un  addier  ^uiamnun  y^jp^^ 

fo  (ombt  blfe  tot(^(  S^tl^i^ 
>if0i  rotffc  3a(^I  i|l  in  bcr  Tabula  ni^t  fo  grof ,  fo  fkibttatr  isonoop 

bUibt  bie  rotf>e  biffer  rotten  Bat?!  fsmk78 

Mfld^el  frfttbt  bit  9  cfflen  SWmi  be#  begeben  products. 

^Ihitx  ifl  ^11  mcrfl>cn,  ba§  in  bifftem  CSreiuvfl      f>i^^  ein  "^'^^ 

bcTin  im  Doriiifn  manglet,  bniu  bie  Tableti  fjabtn  nit  mc^r  tnin  9  M''^ 

unb-(oIte  rool  ^  fein,  i>ad  ift  bte  Urfact),  t>ä§  wir  bie  goitj^f  rct^r 

(abfn  aubtraieren  möffcn,  »elcbc«  nacb'n  obanibt  ivcitcr  crflärt  fol  ofMi- 

*  _  - 

Oie  man  ein        bucd^  bie  atiber  diuidieri)  fett. 

.  9tm  fo(  dluidiern  1S403Ö18S  burtb  20561811t 

■   il?re  rollte  icni  ^^200  linb  72040.    subtrahiert  man  trö  tlm» 

soris  rotbe  iat)l  üou  tcc  rotten «  U6  dinidendi  alg  72040  i>on 
S)i(tt}cU  abtr  nmdgijr  ifl^  fo  addiert  man  bie  ganff  rotbf  d«M 

2W27U(m 


278470022 


babon  snbtrlre  be9  dlulifarw 


rot?)e  3a^l  JoiVsOol^^^        ^'^^^"^  ^^^^  '^'^ 

fc^tcar^c  3at^t  i?  749472554  unb  foblel  fombl-  fo  man  164030185  >urd; 

205518112  «Huhlirt,,  weld^ed  bo«  feine  danje,  f^nbim  laut«  «nut^»* 

IC     irii-w^i*»- j   .  749472554 
flanaen  «l^  Ü74U472554  obir  ^  fogssSSm 

®ie  matt  aug  3  Sefanbten  3a^Irn  bif  laSicrble  proportional  ^i^» 
fot,  ttMld^ee  man  flemcinlig  bie  Regnl  detri  gn  nennen  |)^c9t 
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«18  §11111  tftrmuyrf 


«(MlllO»m^t|ifaO86mi3«lf03Og664S6K|w 

mOü  72040  iS8ÖOÖ 

138600 

%btUt  ^e.  anba  unb  britu  rottet        iitfamnun  al^  72040 

'  '  «ttbtrier  ^oioon  bie  erfl  to%  3«^!  4920Ö 
£t&  iü  bit  rotte  do^r  bet.  ^inpten  p6)mxi^^  $67440 
olf  533514619. 


f.  II.  HL  >tlU. 

Qii  M  945919848  l^eli      1001Ü0120  alfo  8801228Ü0      be(  S^Urtm 

mi^92mo  i%ux»\Sit    iea    3a^   iifSOO  ' 

2i7660 

ifflb  itlu  tie  frfjf  fcarton  fubtrircn  ticireilö  aber 

fo  addier  borgu  bu  gan^c  (Ot^e  280270022  ßoHjl 

447080022 

£«nail^  subtrler  bie  erf^e  rot^e  ßai)l  baroon  2247i0 

(o  UeiBt  bi|  rot^t  3at(  unb  ifl  berfelSm  223220022 
Ht»B|e  3at^I  V  931931024  tvft^c«  ift  fo  man  bie  It^  ßiffn  aBf^neibr, 
{•Imnib  gefc^te^t,  baf  bif  gange  rot^e  3^(1  einmal  ^nm  aggregal  äd- 
M  if«  bie  tBierte  fl<fu(i;tr  proportional. 


<  ■  .  »j  .  ' 


ti«  dwt  gfoebinni  d^tlcit  Radioem  qnadnitam  «stwililarfe. 

äKan  fol  jum  (^emprl  Radiceni  qtiartratam  au§  4015374  extra- 
iticni,  »itbt  alfo  erftUd^  ))unctUrt  »ie  6ei  ber  eztraction  breiu^li((  i|l 

Hl  Ht  alfb  Ms&tl  nnb  toell  al^ier  fftnf  mften  fdnbt,  fo  ivlrbt  febi 
Kadii  aii^  5  Qi^txn  t^aUn,  bff  rot^e  3a^(  biefcr  obdcfu^rtm  ifl  180020 

^  tfliUn  fombt  Öi^öiO  b#n  (QO^waxit  äfUji  ifl  200383982  obei;  foU 
w  Pft^onben^  werben  '20030  j^q^ 

'  Mm  fol  |am  anbem  itmipü  Radieem  quadratam  on^  ttBaiMU 
^MAern;  ivhrt  olfo  erflH^  ^nnetirt,  nrfe  (e1^  ber  Bztraetion  ^rAud^Ud; 

itRb  ^cf)i  al(o  22033094  unb  koeil  aü^ier  5  pmctm  fommm,  fo  wtt- 
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Im  lai  Radix  a»4  5  BVcni  l»iiiMn«  Mf  im^  bin  6  fbiM  M^t/  ftb» 

rot^e  3a^l  tft  79000.  3)ifn?fil  a6nc  bor  If^tc  ^)unct«n  nit  «uf  We  erfle 
Siffcr  feit  iu  ber  f(^irarjni  Sa^^  al§  »orgfiwmntfn  @rfm|)«I,  fonDfrn  a 
filt  auf  bif  itwt?tc  Bifffr,  batumb  mu^  bie  gatiie  rotlj^  3<3^?i  ^«5"  addiert 

borgu  addier  bie  f^anj^e  rot|t  3«^  2S0270022 
blf§e  rotl^c  3^^^  fälblet  900270022 
M  bcrfflicii  r4ii9ari<  Bal^l  bon  bicfir  rot(«  i54Ö9501i. 

9tti  cfaut  ^ebcn  3a(Un  Radicea  Cabicani  eztrablaniD. 

Wan  !»cflf^rt  i^u  einem  Qrrrmt^rl  RaHiceni  Cubicam  au§  563'i037. 

ITiffr  ßa\^l  ftcbt  alfo  in  ihxtn  !?fT^eirl}nfren  punctcn  5():?-}0;J7  Darauf  icl^rrt. 
ba§  tif  Radix  jianjfr  S^^^l  befombr  3  Bifferii,  bie  üntt-rn  fm&i  iöructj 
cmcr  g(W|m  aifo  fuc^c      bif  rot^c  ßa^l  bnfelbigm,  ndct^r 

1T2500  f»  bff  «»nieten  auf  «If  erffe  Siff«  frlt,  Uct(t  mite  Radix 
oii4  in  ber  eifNn  0an|m  3a(I,  nnb  t^ell  ntebi  rot(e  Ml  in  3  «Ifa 
foI|^4  nein 

(Siu  Trittinnl  ifl  57500 
bU  gebüccnbt  fOimarie  ^aki  iß  177707944 
bimfl      aien  Mmnt«  ba|  3  BWnm  0an§  gegetoi  Mut,  fa  (abr  1^ 

hr  bifftm  Radix  cubicam  177707044,  trclcijfö  mcir  Jallm  in  1*  3ifTfT 
rtcid;en  mag,  bo(^>  üorbf^altcn  C^nbt  brr  M  ßi^^xn  öor  ein  flurf  einrö 
©rudjeö  angenommm  njfrbni,  tkwnl  fotifl  ihrrational  ^a\)Uii  mit  ein« 
Uujfcn^  ber  in  9  ß^^cin  Um  genüge  fann  gegei)en  werben. 

?Hu§  einer  ßeben  ßa)il  Ixadiceni  cubicam  oxtrabiern  'flif  man 
fle^rt  |U  einem  ©rempd  Radiccni  (  uhii  am  aup  5612O.]70.   Darauf;  fcU 
get,  ta^  bie  Kadix  i^anj^er  3fl^Ifii  bcfmume  3  3iff<in#  bie  antcrn  itinu 
®nu1?  finfr  gangen  B^i)!,  alfo  indii  icij  bie  rot(?e  ßai}i  bnrfelbigen,  irel(t?t 

ifi  i72500  bietreil  aber  ber  punrte  nit  auf  bie  etße  Biffer  feit,  fonbrr  auf 
bie  anbcr,  fo  tcirbt  ya  bet  rollten  xoA^t  iß  wt^^i»m,  na^y  eine 

gan|e  Bo^  addiart, 

i^xA  alfa  ittfrainctt  i72SOb 

unb  bie  gan^e  3a^l  172500 

2S0270022 

bi|  Uffü  in  3  t^U«  biett»il  bet  Cubu«  bie  3  quantit^t  iß  402770022 

«in  ^fUt^Kil  iß  im  u>lM  i9426C^74, 

fuci»  berffK^in  ff^.oarje  3«^^      382800)50  baö  Hadix  cubicam. 
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9!?an  (rgefirt  gu  einfot  Qitm^tl  RaHirem  Cubicam  aup  561203700. 

Im  'tfv(^  3  pitiicu«  a6cr      It^tt  t^untt  frlt  auf  bie  trtiU  3iif<<#  <>t)Q7oI 
Mcffttf  MI  Ui  Mrf0cn  ^IfmDcto  fot^  MI  fttUkit«  olf  if^OO 
fo  toaun       no(|)  |i»o  gaiuc  3al}(en  baqu  addiert  .  .  280270022 

088040644 

Unb  {fl      bie  Urfa(^,  bie  rr^m  5  fambt  ben  anbcni 
dMfon  gebärt  btf  rot^eBa^I.  btetveil  aber  brr  ))unct  nit  auf 
Un  rrflm  alf  5,  aud;  nit  auf  tie  anbete  «If  6»  fMibcm  fiil 
auf  bie  britt«,  fo  bat  bU  diße  5  mit  bnt  onbemSifM  -  f  72 500 
aih  bic  6  banuu^  fin«  gonie  fot^e  MI  ^302?  0022 

'    "  23027  0022 

na(tit}tt  bif  britte  firbt  1  baraiif  t^rr  punften  feit  au(^  .   .  W040044, 

lUfo  bab  id»  ber  brri  orflcn  B#ni       ^^^^  3abl  $»fam-  . 

S)teiveil  ber  (iubud  bie  britte  q^antttet  i^,  f»  niwb  ^ 

bcffabm  mftm  MI  bie  brüttcü  ifl  ;   2 HO §8849 

bi|  britt^rU  iß  bif  rotbe  3a4l  ber  f<t|t>arien  BabI  iß  RadU  aM847l  2. 

einer  ^t^f^am  Sal(I  bcv  Miten  quantitct  lilf  iSS  R*)  Eiträ- 
bim.  —  A«M  bf      1«  einem  9ttmd  Uadiceiu  SS  aof  60190870: 

S)i§e  3abl  ße^t  alfo  mit  ibr  üergeicbneten  «juncten  561:^0370,  altiier  fallen 
2  ijunrten,  fo  tpirt  borau§  befannt,  bQ§  DoÖ  Radix  nur  2  Bifffr  ber  gon* 
%m  Bäbi  bcfommf,  bie  onber  folgende  Biffer  ffinbt  ber  SBrud^,  alio  fucb 

obgeiitflter  fdjirarje  BaU  tt?rf  gepürenbf  rotbe  Babl/  öJelcbe  ift  172300 
bleweil  aljcr  tcr  Ußte  l  unct  auf  bie  4tf  Biffer  feit,  fo  wer»  230270022 
ben  3  dangcr  rot^e  SA^^^ot  ^o^^u  addiert,  all  ...  *  280270022 

280270022 

biete  rotte  Sa^I  I^eil  ia  4  glrid^e  t^   7688W0Ö6 

Hl  bir  Radfar  fot^e  Sa^t  ilf082föi6 

^  flcbi^nnot  ((^aar|c  äai^i  iß  674080769  ob.  67  ^  ^ 

dix  M  «rir  UffUfH  ffohm, 

9Ui|  eiittK  flisebcmii  MI  Radictm  S«  exlrahim  **> 

ieige  meine  gegebene  B^i^i       einem  (&xem|)el  Radiz  Ss.au| 


)  83  (SeiAeieM«)  Iß  bfe  j34I  «  »  ^  ted.  Cbrbi«ph  RadalMi 
Co««,  fol  63.  BBb  Witlulin  m  Caiclwm:  te|cf  Qfddbt.  jitti^|ipi 
Bremen  lf;29  ^itg^.  123  it.  f. 

"  **)  8s  i)l  bie  co«8i*rhe  do^i  6  («uraoliduni)  )e  6  (Zenaicubusj  i^g 
ifl  7  (BeeraelMuB)     ifl  8  (ZenneatdeBoto)  ec  iß  9  (Cotaa  ie  eaft^  a  f.  la 
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671876768  bff§e  3a^I  fte*t  fllfp  mit  detfi^ctcii  ^nctm  671876768 
featauü  folgen.  b«d  bif  Radix  2  Biffa  tpoflif  icf »mmm      >i(  Snu^  cinci 

flonicn  jS^I,  fU^  bfr  dfgcbenm.dcbftntibt  jr^Ke  Bot^  9  •  •  190Büd 
tfopeü  bn  If|ie  )Ninctm  naify  bcr  Unf(^cii,.4aiib  nii^t  oitf  bN  2802T00 
Ie|t(  SWet  feit,  fonber  auf  bfc  Sifibte  2302700 

bief4i^;tt^>  5  dUt<^(       ftnbt  |  i7 02620 

bo«  ffl  bcr  rotten  3atl  berfelbtn  (jci^&rcnbf  JdftkMr^^  3a^I  b^8  Radis  Sa 

«Ott  671876768  olf  ft&7i7a28.  ^^^^ 

'  '  ■  \        .  '     .    ■    '  ... 

3>pir<$ra  itrepm  Maimteit  3a^(<tf  du  Media  Proportional  3*^ 

<K«  iHdfii  bif  2  St^Hn  119601521  «hI  803123483  9cM|fiMbc 

rot^c  3«^  ift       '  ■    *      ^40b    unb  2iP0ad.  '    '  . 

lt)ie  {Differenz  brr  rotten  i|}  201600  bie  t^Hl  in  bad  ' ' 

'2  Qltiifyt  tf^tiltltn  f^aibiti  ifi  100800      «    »  pi* 

addier     ber  Hfirun  rotten  3atjl  if^  17400 

bi^  ifl  tie  rot^e  ßabl  ter  raedio  pryportioBal  118200  go^l 

unl^  i^rc  fd^mr^e  i(l  bie  '  .  326009676. 

medlo  proportioniii;  3^^!,  bU  wii  (cgc^rcn. 

'  3u>n  ^ilnbmi  2  medio  l^roporüonal  3^4^  jinben. 

.  u^t^ rot^e  Siffcrmi  in  3  ^leic^e  m%  addier  W 
$fm.  Äied  bct'fltlnni  tot^m  3a^I,  fo  ^abm  u^lr^bfe  ct^e  rot^e  341 
)^fd^l0CR  inedio  proportional  3^^!,  ober  addier  berfrlbigm  t^eil  2  gu 
brc  0f(nm  tvtf^cii  341  #  fo  ^bm  wir  bie  onberttvf^e  ßa^I  brrfdbigrn 
fc^wargen  mcilio  Proportional  34^.  ' 

kW 

3um  brittm  3  Medio  Proportional  3<>(1  SU  finben,  t^.eil  bie  obflcmellje 
l^ifferettj;  in  4  gUi(^(  t^cil  unb  addier  bcr  Ifl^ctl  linfl  gu  ber'fleiiirm  rotf^m 
Ba^l  fo  ^aSfit  »ir  bie  erße  rotbe  ßa^l  berfrlben  fc^margen  medio  Pro- 
portionalga^I  unb  addier  berfrlben  t^ril  2  §u  betfelbm  Qeiaem  rotf^^n 
ßa^I  fo  i^oben  wir  bie  ant*m  rot^e  3al?I  berfelbigen  fc^worjen  medio  Pro- 
portional dat)l  ober  addier  berfclben  t^cil  3  p  ber  deinen  rpljftcn  Ba^t» 
fo  ^aben  ioiv  bie  brltte  rot^e  B4i  berfeiben  ^nMR]fn  medio  proportio- 

'  '4iiif''bilf4^tof§  Hbnett  aOe  medio  ptopottional  Sißfim  gfflntbcn  tvct^ 
]ien,  fo  )iif  2  (|i0f^|K,.S4tl<P  flM^  fipmBa  BW««  idf  weitir 
in  fol^alem  fJWliil  in  erftt«!' 
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Si^ifdjf^'  2  3fl6lfn  ein  Medio  Proportional  Batjl  fiuijen. 
^5  jcigen  über  ti«  2  gec^ebencti  3^i('Jn^  i^'t  inu  ^Ifidjrn  «Sumnien  Bif' 
fem,  tfnii  bie  frjie  ^at  7  3tffcni  Die  anbrri  s  unt  frinct      2447471  )Utt 

Ifl  W10  tmto  i/P50d 

bifff  folte  3a(l   2090ia      bictPcU      efait 3«tl 

(tn  3W<f  m^tlt  ^at  brmt  tft  anlHnre  "  2B02TM22  fg  tfttrtt  -däifg  tot^ 
3a(l  Ur)tt  addiert  W  .  .   /  .      489299022  Mcft^  tot^^  ift  ^(dh 

'  2i9ß400ti 

tit  \ä)waxit  ifl  Diethe  medto  pi^portional  ßat}l 

SiviMcn  ä  Sailen  dn  M^dio  ProportioDal  J^a^l  git  fmtn. 

9§  ietgen  «Bcr  bic'2.äa^ni  nik  mit  gUic^m  6uiiaRiii''äifftrn,  bann 
bie  «rfb  ^01  7  Siffim  bi^  anj^err.  W  S  unb  TOcnt  olfo  2447471  itnb  W 
mut  330396040.        ^<  3a^l  ifl  "  " 

fiÄWiT' bie  tnb«  ii9S00       .        ,  . 

bie  abbirt  ittfammfn  i       A  . .  89510 

t^ut  gufammen  .    .       ,  .  .    •       •  209010     Dar^u  addier 2 ganje 

tot^e  3a^l  toi<tt»tt      d^^icK  b<(  .   .  2S0270022  firme  mit  2  differ 

übertrifft,  fo  08027  0023        i'  >  .  ' 

fombt   669550044 

Vife  rotf}e  do^l^ttl^  ifk  toi«  «n9t^  3«^l  98499 6422:      '  " 
b«r  ^fbürenben  fc^wargen  3«^^  biemeil« 

ober  gto&ci  iflibanit  bie  ganje  rot^e  3QfjI,  '>:.  '  •  •  -.'• 

fo  wirb  bie  gange  rot^e  3ailJNibtrairt  .  280270022  < 
fo  MMf  bii  I0l|ivdo|^  bcr  medio  pi«n\  ^ 

port  3#  -    i  *  104505000       i  . 

f»el4»(  i»-  .   '  SÄ84339213. 

3tri[c^ett  ixüt\)m  Qai^itn  «fn  Medio  l*rop(»rtional  ßat}l 

■  tie  fr|le  mit     ^inrm,  bie  andere  mit  9  3i|ffrn 
bie  etile  ^H^lU        bie  anber  304U39S18  t^r  gebärenbf  rot^e 

9bblfr  iafamiiim  t^iat   •      , , y. ;  fi82M0       . ,   

bai^  addier  3  go»}«  toCt^  da^  b^,  2i027  fi022^  I  ^ 
nfll  dn  3aV  ^ie  oiibfr.  Di|t  ,3.  flifft')  28021 002!^ 
ft6crtlii|it^  23027  0022  ' 

f0m1»t  b(c  VDt(e  3a«I    .....  91 8  2i  008$  (a'lbirt?  ' 
»onbifa(aI^3a(Iwbbit0Mi|<tolf»''  dW#MW« 

2S02Te082 

fp  tlcilt  birfe  lotic  3«(I  ....  228888  Oii 


^igitized  by 


333  CU9mmi4:  Zur  enckUku  nml  UHrmm  dtr  Ut§mmmm, 


bft  ^(flmibe  nedio  proportional  341  W  M1415043  tiab  i|l 

au6  eilt  Wf/x  »f ^  >im  blf  'icff  tmb  tel  f|l  ie»cit  Vaf  14  tie  aonje 
»t^  8a(I  tti4t  mett  >rmi  finiiui(I  bwi  ^  toIScii  (alMin  lot^  3«tt 
ta^  itcwm  mdgfiu 

Soitt^  2  Mim  «in  iMdio  proportional  j3iil  1*  fisM. 

(§d  ^ri^m  a&fT     2  bU  mir  borfaUrn,  alp  folgrt. 

iDk  ctfit  mit  5  Biffrtn  Die  anbm  mit  9  3tfffni  itnb  i|l  bit  crflc 
3^1  S)if  «ibm  ift  454007654  . 

itreaiMmAcMOm»  fot^f  3aM  msOOaOO 
fü^biet  sufammm  m067SSi 

t^uct  fciefu^  rotl?e  Ba^l  ....  270567351 
bar^i  QtDir  4  gan^e  rotl?f  3a^l  tif  230270022 
üjtii  eine  bie  anbete  mit  4  ^ifim  230270022 
übetttijft  230270022 
A  ^  rfc         <:  «£i  230270022 

6e  f^itMtfetotte  3a^l  bie  (aKfer  JJg^04f4sg 

i 

unbfton  ber  ^«IBm  toi^  snbtroHIr  5959287 19 j 
bie  flonie  rot^e  3a^^  mb  fud}  bcren  fddmaqe. 

3toif(|Ka  2  34i«t  ^  Madio  Proportional  3«ti  I« 

(§0  jeigen  abft  tie  1 3^^^  inir  borfommm,  oI§  bie  (Srflmit  4  3lffem 
bie  anbete  mit  9  Bijfern  unb  fie^enbe  al§  5764     bie  anbei  .307549833 

Urtf  ücftftraibe  mn0540  fot^dati  185600000  bit 
9bbiir  gnfumacn  175170^40 

mad}t  bie^e  rot^e  ßafil   810670640 

^ariu  f^f{  QMin  rot^e  ßat^l  bietoeil  bie  eine  bie  an«  88027  0022 
ber  »it  funff  Siffem  fl^ifft.  230270022 

230270022. 
230270022 
230270022 

iDiefe  abbierte  rot^e  3a^fl  (albier  146202  0  76  0 

blefe  rot^e  3a^i  73i0i0375 

Dttwon  fubtrire  bie  ganj^e  rot^e  3abl  fo  oft  old  i(^  mag, 
in  Dießem  9irm))el  3  nmljl,  barumb  irirbt  bie  Medio 
proportional  ^^\)\  3  Biff^m  me^c  ^aben  t^ann  bie  i&r[le 

unb  bleibt  i^ie  rot^e  Ba^i   40200806 

BMIo  proporiloaal  Bä^  140478^1. 
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daifi^  8  QlOtim  2  Medio  Pioporfioul  Bahlen  §ii  lUibiii. 

(Sfl  auf  iinfrc  metnung  eine  geringe  Sßercnbetung  ein  234  ober  me^r 
Medio  Proportional  3a^Ien  gtrifcl^en  2  6e!anbten  ^^\m  finden,  ba» 
rumb  trollen  n?ir  bif  ll^crrnbening  fcefanbt  mad^en  burti)  ein  ^vm^\,  »el« 
^  |u  oomm  burO?  befannte  B^^^^n  oegeben  ift  imt^  ^ri(]en  bie  2  3AtI<i> 

119004521  iinto  ^423483 
idt  (|c6ftifnbe  rot^e  3a(l  i^    i74o6    unb  2iOOod 
üe  iHgdrnii  ber  roUfm  fla^l     20iÖ0d  bie 

4fil  in  3  4fir  Hl  .   .   .  .  ß720d 
•te  5)Tittf>eiI  abbler  gu  ta  flei- 

«a  totlie  Baf^l   17400 

€o  ift  bie  rote        ber  er^ 

Prnportio  ,9'/(5f?()  3a^l 

t^R  geba^renbe  [(^marge  ^a^l      bic  23020839. 

3»ei  iMtt^  bor  $iffmii|  brt  ftt(^  B«|l  ifl  iMtf 00 

Hb  bie  Offaim  f9t|f  So^l  obblcr  bocgii  17400 

Mf  41  Ue  rolfie  3«4I  ^         Proportional  itfi^OO  So(l 
IIr  0ilftmibe  e^imir  3a(l  ifi  ^  45932619& 

B.  CL  D. 

ligUMMl     23020639     4BO32O0B  393423483 

iUOÖ        $4600       iSiaOÖ  2iOOOÖ 
Oll  |i4  ^Ht  A  I»  B  iUfp      M  B  i»  C  «Mb  G  |u  D. 

3»ir4Kn  2  da^Im  3  Medio  Proportloael  ^o^jim  gu  fiabot 

il  |i<0cii  Me  |ioo  MnmUn  SaWm  119001621    unb  393423483 

^  gt^Orenbe  rot^e  Bo^I  <9  i74od  ber  anbcr 


it»  ^ifftmii  iii  JOIdOO 

M»  IH     4  gleidK       te  liit  ^  50^0^ 

fe«  t^fil  fin3  abbiete  §u  ber  Keinen  rotten  QoiiX  67800  bie  iß  bie 
gtfcürmbf  rotl?f  3abl  ber  ©c^njorj  190006715  biefe  ig 


^  cr^  unflUi^  Medio  proportional  B^i^ 

Bb»  anbem  obbies  ^  ber  rotten  S)ifferen|    ber  (leinen  rotten  Ba^i  aip 

50400 

■A  bie  Heinere  rot^e  Ba^l  i7  JÜO 

gi&t  bie  iot!?e  3a^l  ber  onber  Proportional  118200 
ijl  i^re  gebürenbe  ^mt^  Ba^i  326000076. 
bie  onbet  beB^rte. 
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3  : 
,    Qvm  dritten  addier  i  Ut  ipt^m  ä)iif(ren}  50400 

50400 

50400 

mit'  tif  flflncrf  ii^tbe   17400 

\\\}  \\\  tic  rot^e  'tfr  tvittcn  Proportional  iöööOO  iJfl(?l* 


SiDiMcn  2  Sto  Medio  Proportional  S^^Im  1»  fbtbcit. 

iciflm  Die  UUmitw  Ba^Un  alg  il9a(M$21    uab  8im'2<;4^ 
i(tf  gebü^rettbc  tot^  So^I      •  "  i  -  anbcr' 

t^rc  irifferenUll   201600 

Mf  fldii«  n>l|i>8a«l  addior  i»         .  /  .  .  iMW 

ti^  ifl  bie  r©^^  3ft^l  6tt   67720 

gcbürenDer  ©(^loariMi  (Sr^n  Medio  jp.ri)^rtiopal.3atl  178009311 

2 

^  40820 

bie  llciiurc  rotte  3a^)I  l^^J^ 

t^ut  ^uüimuun  bif  gebürfnbt  rot^c  3aM  tcr     '  98040 
anbei  Medio  Proportional  Ba^l  uelc^c  ifl  26666581a. 


3um  brittrn  abbfre  V  ga  bcr  fleincn  r9t(cndatl 

♦  r  40320 


^  ga  bcr  nemcn  r^tpcn  >$a9i 

,      ••^.x  Ml  40320 

bU  flflnere  rot^e  3a^t   17400 

i%\xi  gufammm  1)tf ^Hrenbt  rot^e  3a^I  brr-         188800  >» 
bfillm  Madio  iNp«rKoBal  B<41  tqiUlir  ifl  aO^UL  .  . 

bU  ficinere  rot^e  Ba^I   .....    .  \   .    .  '  .  47400     ''"^  "  ' 

t^ut  gufammen  bie  flebürntbe  rot^e  3«?^  bet         '  t78680    '  *" 

,1    ^  \   •        '  j        • « •  , 
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Von  4^  Hwtntge.bfiff. 


'  In  der  Abhandlung:  De'syrap to mattbus  quatuor  punc- 
toTOTTi  in  eodem  plann  sitortim.  Acta  Academiaf^  seien- 
tlar.  Imp.  Petrop.  1782,  P.  I.  p.  3.  hat  Euler  eine  sehr  be- 
mcrkensvrerthe  Relation  znisrheii  den  scrhs  f^eraden  Linien,  die 
fitr  in  einer  Kliene  lietjcritie  Punkte  unter  einander  verbinden,  be- 
wiesen, und  zur  Auflösung  verschiedener  Aufgaben  an«:jewattdt, 
von  denen  er  sagt:  ,,Huiusmodi  quaestiones  a  Geometrie  quidem 
phrf»s  sunt  jrertrartatae ,  verum  earuni  solutiones  plerumqne  In- 
geiitcni  ]irop(>sitioiuini  freometricarum  farra^inem  reqniront;  quin 
etiam  plures  novas  reclas  in  figura  duci  n|i()rtct  ,  ex  quibus  certae 
relationes  cum  reliquis  colligi  queant,  umlc  taudtnn  Bolutio  dcside- 
rata  obtineri  possit.  Hic  igitur  in  gratiani  Geometraruni  non  pa- 
jrom  ostendisse  juvabit,  quomodo  ope  duorura  tantum  Leniroatum 
omaes  huiusmodi  quaestiones  pertractarc  et  ad  solutionein  perdti- 
cere  Uceat,  ita  ut  nullis  aliis  rectis  in«ubsidiaro  vocandi«  sit  opus." 
Man  sieht  aus  diesen.  Worten  u.  A.  auch,  dass  schon  einem 
Euler  ein  solches  Gewirr  von  Hiilfslinien,  mit  denen  namentlich 
jetzt  manche  Schriftsteller  ihre  geometrischen  Figuren  zum  wab- 
ren  Schrecken  der  Schäler,  (ilr  die  diese  sogenannten  Uebungen 
h&ofig  bestimmt  sein  sollen ,  zu  Gberziehen  und  vullig  zu  bededcen 
belieben,  nicht  zusagte,  wie  dies  auch  aus  allen  übrigen  geoine* 
trischen  Arbeiten  dieses  grossen  Mannes  sehr  deutlich  erhellet; 
ein  solches  Gewirr  foo  |jU|ffiilioieo.  If^t  sich  aber  in  der  Tliat 
auch  fast  immer  vermeiden,'  wenn  man  die  betreffende  Untersu- 
cbng  anf  Uire  aUgvnnitf^iiit-Pliik^ipi-MNIcklabrt  nd  dudb 
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▼oraiwgescbickte  Lemmata,  nie  die  älteren  feineren  Geometer 
immer  thaten,  erleichtert  und  vereialacht ,  «  cit<  Damentlich  der 
Uebersichtiichkeit  stets  sehr  forderlich  und  beäouder.s  immer  dann 
unbedingt  nothwendig  ist,  wenn  e;»  a'ich  um  geometrii»che  l 
gen  lü'r  Schüler  handelt.  Die  in  Rede  stehende  all<ieiut'iue  Re- 
lation zwischen  den  sechs  geraden  Linien,  uelchu  vier  in  einer 
Ebeae  liegende  Punkte  unter  einander  verbinden,  hat  Etiler  mit 
Hülfe  mehrerer  trigonometrischer  Sätze  und  mittelst  mancherlei 
Transformationen  bewiesen,  die  zM'ar,  wie  dies  bei  einem  Euler 
nicht  anders  »ein  kann,  lehrreich«  aber  doch  auch  von  Weitläu- 
figkeiten nicht  frei  sind;  auch  scheinen  mir  die  von  uler  gege- 
benen Ausdrucke  der  in  Rede  stehenden  Relati(»n  nicht  die  ein- 
facbsten  zu  sein.  Ich  will  daher  diese  Relation  indem  vorliegeudeD 
Aufsatze  auf  eiue  mir  sehr  einfach  scheinende  Weise  entwickeln 
und  zugleich  auch  auf  ihren  einfachsten  Aufdruck  zu  bringen 
suchen.  Freilich  wird  man  sagen,  die  folgende  Eotwickelung  nehme 
die  analytische  Geometrie  in  Anspruch;  aber  dieü  liegt  im  vor- 
iiegendeo  Falle  mehr  in  der  Bezeichnung,  als  in  der  Sache,  und 
geschieht  hier  blons  der  Einfachheit  und  Kürze  wegen;  denn  tu  « 
der  Tbat  setzt  die  ganze  folgende  Entwickelung  nichts  weiter  als 
den  pythagnräischen  Lehrsatz  voraus,  und  halt  sieb  insofero  selbst 
weit  mehr  im  Gebiete  der  reinen  Geometrie,  als  die  Eotwicke" 
luDg  Euler's»  welche  trigonometrische  Sätze  zu  Hülfe  nimmt. 
Wem  die  Bezeicbrmniien  und  Hecriffe  der  analytischen  Geome- 
trie nicht  zusageti,  wird  dieseUien  aus  dem  Folgeudeo  leicht  aoa- 
scbeiden  und  durch  andere  ihm  mehr  gelriufige  ersetzen  können. 
Die  sechs  geraden  Linien»  weiche  die  vier  Punkte  unter  einander 
verbinden,  werde  ich  im  Folgenden  absicbUich  gans  eben  so  irie 
Evier  bezeicluieu. 

Die  vier  1^lnlcte  wollen  wir  dnreli  Ä,  B»  C»  ß;  die  Llaiett 
BCt  CA,  AB  respecfiTe  doreb  a,  b»e,  und  die  Linien  AD,  BD» 
CD  reepective  dnrch  p«  9,  r  liezelebne»  '  Nehmen  wfr  dann  dni 
PtaiU  D  all  Anfong  eines  reehtwInkKgen  Goordinateoiiystenis  an 
und  beliehnen  die  Goordlnateo  der  Punkte  A,  B,  C  reupaetlTe 
durdi  y;  ^i*  Sfi*  ^t»  y%f  ^  Bäben  wir  die  folf^enden  Glni- 
ebungen:  ^ 

.  *k*-l-Ä*=9*»  «^•+3I^*»* 

und 
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Zieht  man  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Reihe  naefa  ▼oo  den 
drei  letzten  ab,  &o  erhäit  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

« 

Nimmt  raan  nun  aber,  uns  oifenljar,  ohne  der  Allgemeinheit  an 
schaden,  verstattet  ist,  die  I/inie  DA  als  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  ersten  Coordinaten  an ,  ist  x=p,  y=0,  und  die  drei 
rorhergelienden  GleichiiDgen  gehen  dann  In  die  folgenden  Aber: 

2(jriar,+yi5fa)  =  9*4-»*-*»,  - 

Also  ist 

'^='^-^ — •  *•=  % — • 

und  felgiicb,  weil 


Ut: 


yi*=<f*  ^  •  5»*='*  


also 


Nach  den  Obigen  iet  aber 

SJwfe = 9* + -  «"  -  2«si  «ji , 

4eo 

folglich 

und  daher,  wenn  man  dlea  mit  dem  Obigen  ,?eigleicht: 
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welche  Gleichung  man  nach  einigen  ganz  letcbteo  ReductioneD 
aoglekb  auf  die  folgende  Form  bringt: 

Dies  ist  die  alli^emeine  Relation,  ivelche  zwischen  den  sechs, 
die  vier  Punlcte  B,  C,  D  unter  einander  verbindenden  l^tuien 
a,  6,  c,  p,  ff,  r  jederzeit  Statt  findet,  und  zugleich  die  vor- 
stehende Form  derselben  nach  meiner  Meinung  die  etnlachi^te, 
wenn  auch  freilich  nicht  in  Abrede  za  stellen  ist,  das«  bei  weite- 
rer Entwickehmg  dieser  Gleichung  sich  eine  grössere  Anza)il 
Giiedern  derselben  gegenseitig  aufheben. 

fiuler  findet  nacb  seiner  Methode  diese  RelatieD  anter  der 
folgenden  Form: 

>=;0 


oder 


+iiVV -«^K«» + (P»+ *»-r«)r 


=0. 


welehe  atie  der  you  uns  gefundenen. Form  leicht  abgeleitet  wiidL 
wenn  man  die  Quadrate  und  Producte  gehOrig  entwickelt  Audi 
kann  man  cUeee  Gleidraiig  anf  folgende. Art. d^mtell^a^ 

+  ÄVC^*  +  f *)  +  /     )  +  6V(c*  +  a*  -I-    t p*) 

+cM(««+r^+cW  l      1  -|-cV(a«  +  6«  +  f>»+9*). 
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Dass  diMW  Gtoiebtmgeik  bei  der  AnflOeniig  Tiioler  Aofg^epi 
Dienete  leisten  kDeiien,  lenehtet  Ton  selbst  elo«  Sind 
I.B.  Ton  den  eeehs  Linien  b,  c,  pi  r  fünf,  etwa  a,  b,  c, 
P>  9»  gegeben»  lod  die  eecbstp  r  soll  gefunden  werden,,  ee  wird 
Den  die  oben  gefundene  dleiclinng  auf  die  folgende  Forti  einef 
Glelebung  des  vierten  Grades  bringen:  % 

4 

Wir  wollen  jetzt  das  Viereck  AB  CD  betrachten,  iodem  wir 
dessen  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA  nach  der  Heihe  durch  d^ 
e»  d  nnd  die  beiden  Diagenaleii  AC9  BD  dorcb  f  beseicböeOf 
Oano  nOeeen  wir  im  Obigen 

selseoy  wedureh  wir  die  folgende  Gleicbnng*  erhalten r" 

+  eV^  (e*      — «* — 6*  —  /J*— d*)  +  e 

eder{ 

«Y*  +  «Y*  -     *    + +  rf2>  e»/^  j 

Sind  je  swei  gegenttberstebende  Seiten  des  Vierecks  ÄßCD 
einander;  gleich >  so  Ist  esc  and  b=^d,  nnd  die  vorstehende 
Gleicbneg  nimmt  also  in  diesem  Falle  die  Iblgexide  Geet§lt,an$  * 

oder,  wie  man'  soglelcfa  Cbersiolit,  die  Gestalt: 

■  * 

so  dasB  also  entmeder  ' 

^4./^_2(o«  +  6*)=:ü  oder  e^f^-^  ia^-^ö^y^s^O, 
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d.  u  entweder 

2(a»+6«)=««+/^  oder  (a»-*V=«V* 

igt»  Die  erste  dieser  beiden  Gleu-htmgen  gilt  bekanntlicli  dano, 
wenn  das  Viereck  ABCD  ein  Parallelogranmi  i«t  Die  zweite 
Gleichung,  welche  man«  voraaegeeetst«  dass  a  g^Oeeer  ate  6  ist; 
kflner  anter  der  Fem 

darstellen  kann,  gilt  dann,  wenn  das  Viereck  ABCIJ  die  in 
Taf.  IX.  Fig.  6.  dari^estellte  Form  hat,  wo  die  (ic^enseiten  AH~n, 
tÜD~e  und  l)A~(l  wieder  ririaiidcr  Ljlolch  sind.  Denn 

iu  tli<  .soin  l  alle  sind  offenbar  die  l)rei<'(  AhCy  ACD  und  AßD, 
BCD  einander  congruent«  also  ^ACB:^^CAD  und  ^ADB 
^^CBD,  foiglicb 

^ACB^^^ADB^^CÄD^Z,CBD^m, 

so  da68  sich  also  tun  das  X'iereck  ACBD  ein  kreis  beschreiben 
lisstj  und  daher  nach  dem  Ptolemäischen  Lehrsatse  * 

AC.BD-^AD.  BC=  AB.  CD 

eder 

AC.BDi^BC^  =  Ah^, 

eise 

AB^'rBC*=^AC,BD,  d.  i.  a« - 6*  =: ef 

ist,  wie  bewiesen  werden  »oiite. 

Wenn-  im  AUgemeineo  das  Viereck  ABCD  ein  Kreisriereek 
ist»  se  ist  naeb  dem  PtolemSisdien  Lehrsatxe 

AB.CD-i-BC.DJ  =  AC.BD, 

|dso 

Setsen  wir  nun  in  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ac-^M,  für 
ef,  so  wird  dieselbe: 

iae + 6i0*  (e* + /^)  +  (oW + cM« — «M  -  W»)  e» 

-I-  («V  +  6«e«--  sV— AW)  P 
+  (a V—  6^^)  («2  4-       6«  -  rf«) 
— («e + (a* + 4*'^ 
eise»  wie  man  leicht  findet: 
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uod  folglicb,  iFenn  oian  wieder 
setzt: 

folglkli:  • 


oder 


in  welcher  Proportion  gleichfalls  eine  merkwürdige,  leicht  in  Wor- 
ten auszusprechende  Eigenschaft  des  Kreisvierecks  enthalten  ist. 

F0r  jedes  kreisviereck  hat  man  also  die  beiden  Gieichangen: 

in  denen  eigentlich  die  vollständige  Theorie  de^  Kreisvierecks 
enthalten  kit.  Leicht  erhält  man  ans  dieMo  beideo  Gleichungen: 


{acijj(l)  {ad  -f  bc)     ^     (oc  f-  öd)  {ab  -f  cd)  . 
ab  -{-cd        *  '   ■  flf? -f  6c  * 


ilfo  sar  Bereebnnng  der  Diagonalen  «inaa  KralaTierecka  ans 
•ehieo  Tier  Seiten  die  Formeln: 

(flc  4-  bd)  (ad  4  bc)  i + 

a6+c<<        •         f  mi-k-bc 

Weitere  Betrachtunsjen  Aber  diesen  Gegenstand  flherlassen' 
wir  dem  Leser.    Die  allgemeine  Gleichung  kann  noch  zu  verschie- 
denen anderen  bemerkennwertben  Folgerungen  Veranlasi»ung  geben. 

G. 


II. 

Die  Grundfläche  .^^'i^'il'''  vierseitigen  gerade  stehen- 

schief  abgeschnittenen  Prisma  s  sei  ein  Trapexiom  mit  den 
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parMleUnSeiteililil'  iMd  'AffJl^t  und  h,  h\  h" ,  h'^  seien  die  den 
Ponkteo  A\  AP^  AF  eotsprechenileii  Wer  Uuhen  dieses^  Piia- 
mas,  dessen  körperlichen  Inhalt  wir  durch  P  bezeichnen  wollen. 
Ziehl  man  die  Diagonale  A'A!^  der  Grondfläehe  und  deolct  sich 
das  In  Rede  stehende  Tierseltige  schief  abgeschnittene  Prisma  in 
swei  dreiseitige  schief  ahgeschsittene  Prismen  mit  den  Grund- 
eschen  AA*AF  und  il' J'il*  serlegt,  so  ist  nsdi  einem  aligemein 
bekannten  stereometriscben  Satze: 


Zieht  man  dagegen  die'Ofa^afe'il;^' der  Ctrandllicfae  and  deokt 
sich  das  ▼ierseitige  schief  abgeschnittene  Prisma  in  swel  dreisd*» 
tige  schief  abgescboittene  Prismen  mit.  den  GrnndflSchen  AJ^AP 
nnd  AAl'AI^  serlegt,  so  ist  ganx  eben  so: 

Weil  «an  aber  die  GmndfiSche  AA'A^Af^  des  Prismas  P'  «to 
Trapesiom  mit  den  parallelen  Seiten  AA'  und  A''A'"  ist»  so  ist 
AAA'AF^  AAA'A^  und  ^A' A'A'^  ^AA" A'"  \  aliio  nach  dem 
Obigen,  wenn  man  addirt  und  der  Kürze  wegen 

AAA!A"*  SS  AAA!A'*  =  G, 

^A'A"A'"  =  JAA''A'"=:^G'  ' 

setzt : 
also: 

F^G.  g  +C,  g  , 

WO  die  dopp<^lt  genommenen  HChen  h,  h'  der  parallelen  Seite 
AÄ^  die  doppelt  geoommeoen  Iiiben  »  der  psnllelen  2SeitA 
AI'JP'  des  Trapeaiams  entspreshen. 

Wenn  das  Trapezium  AA'A^A^  in  ei»  Parallelogramm  über- 
geht, so  dass  au<  h  die  Seiten  AA"'  und  A'A"  einander  parallel 
werden,  bo  sind  die  beiden  Dreiecke  G  und  G'  einander  gleich» 
also  nach  dem  Obigen: 
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WM*  beseichnoD  wir  quo  di(9  fanse  CSmoilfUidif  des  PrisniM  durch 
0»  90  ist  0s2Cr,  also: 

M  -,,    .i  ..       ^.   -  V 


III. 

lo  einer  des  grossen  [Meisters  vollkommen  v^ürdigon  Abband* 
lang  Ober  die  sogenannten  vier  merlcwflrdii^en  Punkte  des  e!)cnon 
Dreiecks:  „Solutio  facilis  p robleniat u  m  ipiorundam  tiea- 
nietricoriini  dif fi  cill  i morum.  Novi  C  omnien  (arii  Acad. 
Scientiar.  Imp.  Petrop.  T.  XI.  p.  10.J/*  hat  Euier  eine  lieihe 
Gberans  merkwürdiger  ÄTisdrücke  entwickelt,  die  jedenfalls  nicht 
80  bekannt  sind,  %vle  sie  zu  sein  verdienen,  obgleich  schon 
G*  .U.  A.  Vieth  in  seinem  Lehr  buche  der  reinen  M  a  t  Ii  o - 
matik.  Tbl.  II.  1825.  f  nutze  Ii  nto  Ab  Ii  a  n  d  1  ii  n  n  "  eine  mir 
selbst  übrigens  niemals  /u  (Besicht  gekommene  neue  Bearbeitung 
dieser  schönen  Abhandlung  liuler's  geliefert  hat.  Ks  scheint 
mir  daher  zweckmässig,  die  wichtigsten  von  Euler  erhaltenen 
Resultate  in  einer  zum  Theil  mir  eigenthiimlichen  Entwickelungs- 
weise  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheUeo  tiod  in  dieser  Zeit- 
Schrift  aofsabewabren.        .         ,  '  G« 

Das  Dreieck  sei  ABC,  die  Winkel  uod  Seiten  desaelben 
»erden  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewOhnlicbe  Weise'  toeidi* 
net  D«n  gcmeiosebaftlicben  Durchaehnittspankt  der  drei  Hohen» 
den  Scbwerpunkt,  den  Mitteipnokt  des  eingeschriebenen  Kreises 
nnd  den  Mittelpunkt  des  unsdiriebeaen  Kreises  wollen  wir  respee- 
^▼e  durch  P^,  Pj,  P%»  P^  bezeichnen.  Den  Punkt  A  nehmen 
wir  als  Anfang  eines  rechtwiiAgtu-  YToordinatensystems  der  ory 
an;  die  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  sei  der  positive  Theil  der 
Axe  der  w;.  die  positrreo  werden  auf  der  Seite  too  AB  genom- 
men, anf  welcher  die  Spitae  C  des  Dreiecks  ABC  liegt,  In 
diesem  Systeme  bezeichnen  wir  die  Coordlnaton  der  Punkte  Pq,' 
Pif  Ps»  tespectiTe  durch  VqI  Xi,  yi;  ar^,  y^i;  arg,  5». 
Der  Flächeninhalt  4m  Dreiecks'  ABC  werde  durch  A  beaeichnet. 

L 

Zuerst  wollen  wir  nun  diese  Coordinalen  sttmmtUeh  durch 
^  Seiten  des  Dietesics  ABC  ansdrilekpn. 
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In  Betreff  des  Punktes  P^^  überzeugt  man  sich  zunächst  uo- 
mittelbar  von  der  g»D2  aUgemeinen  Gültigkeit  der  beiden  Glei- 
chungen : 

Ntfeh  den  Lebteii  der  Trigonometrie  ist  aber 

^  2K~*  «^^='  '  «»^=^5 


und  folglich: 

^«-1-^2— (6«-fc»-a*)(c«+e»— 
«0=  2;^«  3fo=  

Was  ferner  den  Punkt  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  auf 
der  Stelle  von  der  Kichtigkeit  der  ztvei  folgenden  Gleichungen: 


aieo: 


2J 


2J 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 


aleol 


Ferner  ist  in  Betreff  des  Punktes  P^  offenbar  in  völliger  Allge- 
melnhelt: 

eise: 
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Nmi  Ist  ab«r  bekanotiicb  nach  den  Lehren  der  ehenen  Geomalrie? 
ttttd  Dach  bekaimlAa  IrigiMioiiietriccbeD  l^'ormeiot 


•inM=:Y  i-i  l^-t  


1 1  > 


f  (c  +  a-6)(a  +  4-c) • 
und  folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 

Was  endlich  den  Pmilct  betrifft,  so  fiberseogt  man  «ich 
mittelst  einer  einfachen  geometrischen  BetraelilQng  eogleich  won 
der  aUgemeinen  Gültigkeit  der  zwei  Gleichangen: 

^s^2^*  |csj!ktaag  C  oder  .j^ss^ccotC. 


Mvii  iet  aber 


coaC==  jjj  f  «inC=jj, 


albo 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

*»=2*^»  ys-  * 

Auf  diese  Weise  erhalt  man,  wie  es  mir  scheint,  die  Aus- 
drücke der  Coordinaten  ,  .r, ,  t/, :  .7*2,  ^2*  -^3'  //a  <Jurch  die 
Seiten  a,  h,  r  den  Dreiecks  yf/iC  am  leichtesten;  Euler  l>c<]ient 
Siicii  zur  Entvvickelunj;  derselheri  bloss  der  c;emciiier>  rieonictrie, 
wa.s  aber,  vventi  man  sich  zufirieieh  von  der  all^e meinen  Giiltig« 
keit  der  Formeln  rücksichtüch  der  Vorzeichen  der  fonrclinaten 
fiberzeagen  will,  na(  b  meiner  Meinung  nicht  so  zweckmässig  ist 
wie  der  Gebraaeh  der  aiigemeinen  trig^n^rnfftfiscben  Fonaein,  in 
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dereo  Anweuduog  der  voriiegenU«  C)ieg.€JD»taa4  eine  gute 

Uebung  fSr  Auföoger  darbietet. 

Kucksichtlich  des  Inhalts  J  des  Dreiecks  ABC  bemerkeo 
wir  noch,  dass-  sich  derselbe  durch  die  drei  Slillg  m,  iMf 
kaontlicb  auch  auf  folgende  Art  ansdrfiekeii  iSaat: 

wie  auf  der  Stelle  durch  butwickehmg  ^^r  >ormf}l 

■ 

faigt.  '  ^  •    :  ^ 

IL 

Eni  er  bestimmt  iiod  die  EotferDungen  der  Punkte  Po»  ^i» 
Pi»  Pt  Ton  einancler  mittelst  der  bekannten  Formeln: 

■ 

.      .  P•Pl•=(«ll-afl)^+(4ra-yl)»• 

PoPs*=(*o-*»)» + (yo-yi)*» 

Pi  A^Ä* = (^1 -^i)*  +  ( -  y«)*. 
Pi  Pb* = (*i  -*s)» + (yi  -a^)** 

und  findet  auf  diese  Weise: 

— o»  (6 + c)  — (c  +  a)  — e»(o + 6) 


•  rw-« 


I 
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p  p%—  ^  < 


l'l        'S  !• 


nhc  |+a*(6  +  c)  +  6*(c-«-o)  +  c*(a  +  ^») 


16(a  +  6  +  c)^ 


+ 116c  (a-f  6-1- c) 

Uro  diese  Ausdrucke  in  ▼«ralnfachen,  führt  nmi  Eoler  die 
drei  folgenden  HülfegrDseen  ein: 

«wischen  denen  und  den  Seiten  a,  6,  c  die  folgenden  ferneren 
Kelatienen  Statt  tinden:  *       >  >  '  "  -'^ 
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«»(6  -l-  c)+6»(c  +  a)+c»(«  +  6)  =  |>«y  pr, 
«6c(rt  +  Ä -f- =  P»", 

«•(6»+c*)+6*(««+a»)+c*(ii«+6«)=ji^«— a^— 2j»V-i-4p9r-3A 

Nachdem  er  nun  noch  bemerkt  hat,  dass  sich  die  Formel  fÜr 
P^PJf  audi  AuC  folgenden  AuMkuck  bringeD  l&tet: 

-a«(6  +c)~6»(c  +  a)-c«(a+A) 

+  3ö6c 

*  j^i-^  . 

findet  er  für  die  Quadrate  der  sechs  Cntferoungen  leicht  die  fol- 
genden Ausdrucke: 

=  163i-»1+«*'  • 
r*  r 

■  ^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  auf  der  Stelle; 

P.I>,  =  |/>.P,,   P.P,=  J^PoP.. 

Aach  ist  immer 

4.  P,P,«+2.  Pc»^' =3.  PoiPiH6.  Pi  Ps*. 
mdaadm  Relatloiieii  vflnlen«ich  leicht  ao^iiiebBm  finden  laeeen« 
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IV. 


Im  Vorhergehenden  sind  diu  Quadrate  der  Entfernungen  durch 
die  vier  GrOssen  ^,  7,  r  ausgedrückt.  Kuler  zeigt  nun  end- 
Uch,  dsLSü  die  Quadrate  der  seclw  EntiertiuiigeD,  wenn  man 

metzl,  bloM  durch  die  drei  Grusseo 

aufegedriickt  vrerdeu  könneu.  Aus  diefien  Gletehungeo  folgt  nämlieh 
p  =  VP,  r=pQ=QvP.  »=^«^^» 

also 

und  well  hob  >  ' 

16^  =  2  (o«6«  +       f  c«a«)  —  (a* + 6*  +  c*) 

= p  (4|i^  — p' — Ör)  =  4|?», 
also  AJ^^pt  ist,  so 


nndi 


2       16  80* 

t  ■ '  '  1"      i  20*' 

1  ■ 


II 


Digitized  by  Google 


Aus  je  vieren  dieser  (iilelchun{?en  fassen  sich  die  GrSssen 
Pf  Q,  R  ganz  eltmlnirrn ,  wodnri  h  slrli  inannigfaltii^e  Relationen 
zwischen  den  Quadraten  der  sechs  tiitrernuiigen  ahleiten  lasseD» 
wa«  za  zweckmwigeD  Uebuiigen  Veranlassung  geben  kann.' 


«     t  / 


IV. 

« 

In  der  Abhandkine:  De  variis  niethodis  circuli  qoa- 
draturani  numeri»  {iroxiiiie  ex |i rtnien d i.  Cum  inen tarii 
Academiae  scientiarum  Petrop.  T.  1\.  p.  222.  hat  Fuier 
die  Tilgenden  allgemeinen  Formeln  zur  Zerlegung  eiiies  Kreisbo- 
gens mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen,  deren  Tan* 
genten. gleichfalls  rational  sind,  angegeben:. 


Arctoeg-  =  Arctang  +  Arctang  - , 

A»ctang-  =  Aietaig^|^+Afctang^^  +  ATctangj..  . 
Arctang  -  ==Arctang;^^+Arctang2;q:|+Arctangj^ 
Arctang-  =  Arctang  +  ^'«^«ßäS^jn  +  ^rctang^-^ 

n*       w.  , 

Dass  aus  der  ersten  liie.scr  Funueln  die  übrigen  durch  vveitere 
Anwendung;  jener  ersten  Formel  folgen,  ist  klar.  Die  oben  ge« 
nannte  Al^luimilnii^  i»t  deshalb  e>o  wichtig,  >veil  Euler  in  dcrsci* 
ben  da»  merkv^iirdige  Uulli^mittel,  durch  Zerlegung  der  Kreisbo» 
gen  mit  rationaler  Tangente  in  andere  Kreisbogen  mit  rationalen 
Tangenten  stark  convergirende  Reihen  zur  Üerechnung  des  Kreis* 
urofangs  tu  ünden,  zuerst  vorgetragen  hat. 

In  dieser  wicbtigeii  Al>l>A4^1(inS  g^ebt  Eaißr  aueh  die  beldeo 
folgeoden  bekannt^- Formeln  fiir  den  Umfang  des  eingnsebiinbn* 
nen  nnd  nnwcliriclienen  Sncbsnndnennilgeekn  an,  den  HalbiM 
des  KidsM  der  Eipb4il.«ie|iA  «B^tit;  \ 

V(2-  V(2+ V(2  +  V(2  +  vm) 
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m,V(2- V(2^>  Vp-I- V(84-  V3)))) 

VCi  f  V(2,+  V(2  +  V(2  +  V3))))  • 

welebe  z^ei  GrSnzen  ftir  den  Umrano^  des  Kreise«  Refem,  ltd 

Euler  also  auch  diese  Form  der  vorstehenden  Formeln  zuerst 
gebraucht  hat,  die  man  In  den  Elementen  jetzt  häufig  anwendet, 
am  Anfängern  die  Mosliehkett  der  näherungsiveiseD  Bere<|hnp^ 
des  Ikreisunit'aogs  anschaulieb  zu  macbeo« 


Beieicbnet  man  einen  Vector  einer  Parabel  durch  r,  und  den 
vra  diesem  Vector  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nacb  dem  Scbel; 
fei  gesogenen  Linie,  welcbe  wir  durch  p  beteichnen  wollen,  eo 
dua  4p  der  Parameter  igt,  eiogeecbloaseoen ,  1^  nieht  ttber- 
ittigeedeii  Winkel  dnrcfa  9;  so  hat  man  oaeh  der  Nator  der  Pa- 
Qbal  eieol^r  fie  Gleiehung 


'  »««♦ 


■  ■  • 

^    iprcostp   ip* 

^  '    sin 9^,  sio^*' 

und  fotulirli .  ssonn  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  r  als  un- 
Maante  Grösse  anfittst:  '  ' 

.  ,      ?  bin  9)*  » 

aIbo 

.  4p  sin  ig?*     .  4pcosic»* 
r»-f—     i~  oder  r^s-^-^-i — Sp-. 

Weil  aber. s^nev  |9)itiiv  aadi  peeitiv  ist»  so  baue  man  lum^ 

sin  9'  cos 

Mtzen,  welches  die  bekannte  Polargleicfaung  der  Parabel  ist,  die 
Baa  auf  diese  Weise  am  leichtesten  erhält. 

lat  nmi  /  der  dem  Veetor  r  direct  enlgegengeeetsfl^t-VeeleK 

■id  y  der  Ton  demselben  mit  der  von  dem  Brennpunkte  nacb 

dem  S(  hcitcl  ^^ezogcnen  Linie  eingesehlo^cno,  160^  nicht  iiber- 
ftteigende  Winkel,  so  ist  natÜrJicb  ganz  eben  so: 


Digrtized  by  Google 


Nvi^  M  aber  9' s=  lflO<»_^,  also  i<p's90^~49,  iib4  folglidb: 
Abo  bt 

folglieli»  weon  man  addirt: 
worana  auch 


•1 


folgt,  so  dass  also  der  vierte  Theil  des  Parameters  immer  leicht 
aus  zwei  einander  direct  eutgegengesetaleu  Vectoreo  berachoet  wer- 
den kann. 

Auch  ethilt  maa  Dun  aogbicb  aaa  dem  Obigen: 

•  •  •  p 

oder»  da      oicbt  grSeeer  ab  90^  bt: 

und  hieraus: 

Bezeichnen  wir  jetst  die  den  Winkeln  ip  und  q>'  entsprechen- 
den Sectoren  der  Parabel  reapoctive  durch  S  und  S ,  &q  ist  uach 
einer  bekannten  Formel  der  höheren  Geometrie: 

=  4/  ^f^, 
abe  naeh  4Mm  Obigeat  j 


5 
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ä«tz«n  wir  ^  t  ^ 

1 


so  ist 


also  aii€li 


«nd  folglicli  oacb  dem  OUgeos  • 
Gans  «bell  so  ist 

ad«r«  weil  <jp'  =  180®  — qp,  49' =90®— 4(3?  ist :  ^  ,^ 

Ist  oun  £  das  von  der  durch  ilio  Vectoren  r  uod  r'  gebilde- 
ten Sehne  abgeschiütteue  Segment  der  Parabel»  so  ist 

«od  folglich  Dach  dem  VorbergebeDdeo: 

^ = taug  1 9? + eotiy + 1  (lang  iqp»  +  cot  4g)>)  j, 

«Iso^  wie  man  leicht  findet: 

-  _  ,  1  -f  3tang  iy*  -|-  3  tang      -f-  tang  l<p* 

8tang49)» 

oder  ■    '  "  L  ^ 

3taDg49'  3sin4{p*cpai9* 


*^38in9)»' 
«ad  weil  nach  den  Obigeo  . 

TImU  XXVL  24 
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ist*  10  ist 


Weil  aber 


iity  «o  ist  «nelr 


.    -    8it' VT? 


3lT'Vf? 


Aufgabe 
ans  der  Lebre  yon  den  Mazimis  nnd  MiDlmle. 

Den  Winkel  x  eo  an  beatimmen»  dasa  die  Fonctien 

^  =  sin  x*s*m  (ö— ar) , 

wo  0  ein  constanter,  zwischen  0  und  180*^  liegender 
Winkel  ist,  und  aucb  der  Winkel  x  zwischen  0  und  180^ 
liegen  aoll»  ein  Maximum  oder  Mioimnm  wird  t 

AnflOaang. 

Differentürt  man  y  nach       ao  erhält  man,  * 


:s  2  ain  j;  cos  x  sio  {ß — x)  —  sin  x^  cos    — a), 
s  alnSa^ain  (9 — — sio  ;r*cos  (0 ->  d?) , 

nnd  folglich 

s2eo82arain(0— — •ln2;F  coa(d— a;) 

— 9aiDa?eos4peo8  {B—x)  »  ain«*siD  (0— j;) 

=  (2  cos  2.r — sin  ar*)  sin  (Ö  —  ar)  —  2  sin  Ix  cos  (Ö — x) 
=:  (2  cos    — 3  sin  x'')  ain  (6  — —  2  sin  2jr  cos  (Ö— *r). 


•>  Diose  Aafgab«  Ist  lir  die  Naatik  vsn  WIcbtfgkeit  Blw 
sIs  aar  sIs  «iae  mir  sthr  iiiiii  iBiisiig  tckdasada  Uekaegsanlliaka  aas 
4m  Lthia  Tta  dsa  Maiimis  nad  Hlalmis. 
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Die  geneiiMdiaftiiclie  BMÜDgong  des  Maifanimii  und  BflDimaiMi  lit 

siu  2x  Sin  (6  -  a?) — sin  ar*  cos  (ä    x)  ==  0 , 

d.  L 

flin  ( 3  CM  « tfai  (9  '  «)  ^  «in  dp  e(w  (6  «->  4;) ) = 0  * 
eloe  Gleichung 4  welche  in  die  beiden  Gleichungen 

SiDjTSsO 

and 

2  C06  sio  {ß — x)  —  mix  cos  (9— ar)  sO 

serOUt.  . 

Am. der  mten  dieser  beiden  GieicbiiDgeDt  nftmlieh  aus  der 
eteicbnng 

sfnxpsO« 

ergiebt  sich,  weil  x  zwischen  0  und  1«0^  liegen  soll,  :r  =  0  oder 
X  =  180^-  Führt  man  dies  in  den  zweiten  Diflereiitialquotienten 
ein,  so  erhiiit  derselbe  den  Werth  2ein6)  und  da  dieser  Werth 
positiv  ist«  80  wird  die  Function 

y  =:  siDd:^sin  (0— ;r) 

Ar  dpsO  und  DSr  jrsldO^  eis  Mlnifliimi. 

Au<4  (1er  zweitea  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nämiich  aus 
der  Gleichung 

2eosd?sio  ifi^x)  ^siooreos    — «)  s  0 « 

folgt 

2  cos  4;  sin  (ö — a?)  =  sin  x  cos  (6 — a;) , 

also 

3eet«taag(0— «)  s  1 

oder 

1 4- tangötangar  * 

also 

^  *i(tang6— taaga;)stauga;  -f  taog^tanga;*, 
tangO«angd^-fdtaBga;=2tang6. 

taoga;* -|- 3  cot  d  tanga; = 2, 

3                9      »  84-9cot6* 
(tangÄ  +  2^***^^*=^  +  4*^**'^   4  * 

taug«  +  jcotÖ=:4:  j  V^8  +  9cotö»; 
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folgltcb 


oder  auch 


1aoga;s—  =— ^  » 

3  4 1  S 


oder 


^  TC5gl  

Wegen 

ist  aaob  dem  Obigen  der  «weite  Dlfafeiitlali|oeii«iit 

^=:(2cosaj«— 3ßioa:«)8iD(d— jr)— 8ooeAin(d-a:), 


d.  i. 


^  =:  «a(alii  dj^  -I-  2  CO«  jr^  ^  (9— > 


uod  das  Zelcheo  voa  iat  alao  immer  dem  Zeicbeo  von 
m($ — x)  entgegoogeselit* 

Es  sei  nun  erstens 

lo  diesem  Falle  liefert  In  der  Formel 

3  f     8  ~ 

tang^s:— |eot^(liry  l-f-fteogd*) 

das  obere  Zeichen  offeDbar  eioeD-ncigativent  das  notere  einen  |Mi7 
ai6?en  Werth  von  tang^r»  oder  tSr  da«  obere  Zelcben  Ist 

für  das  untere  Zeichen  dagegen  ist 

rSimmt  man  daher  das  obere  Zeichen,  so  ist  jedenfalls 


Digitized  by  Google 


Mioiraam.  Wäre»  weao  maa  das  uotere  ^icheii  nimmt»  jr>9« 
so  wftre«  da  .  •  .  « 

itft,  auch  laDg X  >  tang  ,  tolglich 

3  A  /~  c 


oder 


1 + jtaDg6*>  1  +  jftaiig6f>  +5  taog^, 
0>|taiig«»(l  +  tÄDgtf»), 


oder 


4 

0  >  y  taug  &^  sec  1 


v\aä  offenbar  ungereimt  i«t.   AX&o  ist  X'^d,  und  folglich 

■ 

daher  eiB(0«-«)  peafifv«  also  ^  negativ»  folgüch   ein Maiioiiiiii. 
Sei  fenier  Zweiten« 

In  diceeiB  Falle  MM  b  der  Fonnel 

♦ 

taiig«Ä-.|cotÖ(l  ±^1  +  jtang««) 

da«  obere  Zeiehea  ofenbar  einen.  poattIveD,  daa  untere  einen  ne- 
g&6ven  Werth  von  tang;r,  oder  Air  daa  obere  ZeUsben  tat 

Ittr  daa  untere  Zeichen  dagegen  isi 

Nimmt  man  daher  daa  obere  Zeichen »  ao  bt  jedenfalU 
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Hth  d^ie-^w)  positiv,  alio  |^  negativ»  mid  daher  y 


>]a:xin]uni.  Wäre»  wenn  man  das  uotere  Zeichen  ninimi»  x^i^ 
ao  wäre,  da 

iet»  —  tangar>  —  taogö,  ioJglicb 


oder 


I     cotd)^^  1  +^taDg6*—  1^  >  -  tangö, 

+  jtangö»  >  1+  jtang^»  ' 

waa  gaiiB  wie  vorlier  angerelint  ist.  Uatier  iet  s>$p  and  folglicb 

0>Ö— 3:>— 180»» 

dalier  aio(6— o:)  negativ,  alao  ^  positiv,  folglich  ^  ein  Minimum. 
Wenn  also 

ist,  so  ist  «  für 

3         r    g  ' 

tanga;=— ^cotd(l-|-\  l^^^taog^*) 
ein  MioimoiD,  füt 

3       ▲  y  Q 

tangx=— jcotÄ(l  -  Y  1  +  jtang Ö«) 

dagegen  ein  Magininm.  , 

Wenn  dagegen 

ist»  so  ist  f&r 

tangjr-  ^  |cot6(l  -f  ^  1  +  |taiig^ 
ein  Maximum»  flir 

taüg;r  =  — ^cot6(l  —  Y  1  +  jtang^) 
dagegen  ein  Miaimom. 
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£iD  Mazimam  wird  y  fiir 

3  4 1  8 

wenn  man  in  dieser  Formel  da«  obere  oder  untere  Zeichen  oimroty 
jeaachdem  9a»<d<180o  oder  0<6<90o  iat 

EId  MininiuD  winl  y  Ittr  ^ 

3  4/  S  ^ 

•    tangx=— gcotdCl^y  1  +  gtaogÖ*), 

vveno  man  io  dieser  Formel  daa  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenaebdem 

0<d<.dOo  oder  d0o<d<180» 

ist  -  ' 

Uro  X  mit  Leichtigiceit  beraebneii  an  Jj^Snoeii»  bareehoe  man 

den  Halfewinkel  o  mittelst  der  Formal 

wo  (tangd)  den  absoloten  Werth  von  tangd  bezeichnan  aoU«  und 
nehme  m  zwischen  0  und  90^.  Dann  ist 


3  ^    

tang^=r-l-^cot6(l:t  V  J  +  tAogo^), 


3    ^^cosco  +  l 
®  »'^  cos» 

-3   ,  ^Ijbaoaa». 

tang^-1-gCote  > 


3eat#eoai«* 


oder 


fo^licb 


taagtfs 

i  .  ;5co 

eoa« 

Uebrigena  kann  man  die  Gleichung 

3coaj;aiii(a-*«)  s  ähixetta(9— ar) 

noch  auf  eine  andere  aehr  einfache  Weiae  auflOaen.  Addirt  man 
ffimiirb 


.  3cot9ain4«i* 
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coaxsin(B  •  • 

auf  beiden  Setten  diener  Gleieboitg,  «o  erbilt  mn 

3ca«dr8in(&— a;)=£Rii;r  €08(6— «)-|-  cos  ;r  810  (d— «)=:mb^« 
folglicb 


d.  i. 


3 


3 

2  i  sin  6  -I-  sin  (6 — 2a;)  1  =  «in  6 , 
•in  e  <f  ein  (0-2«r) = |ein  d; 


mittelst  welcher  Gleichung  sich  .r  bestimmen  liisst.  Hücksichtlich 
der  (>rnnzen,  z^vischen  denen  man  x  nehmen  niuss,  ergiebt  sicli 
aber  au8  dem  Vorbergelienden  unmittelbar  Folgendes: 

Wenn 

O<0  <'90» 

ist,  80  intt88  X  ftir  das  Minimum  aiviseben  90^  nnd  180^«  flir  den 
Bluirnnm  swiscben  0  und       genommen  werden. 

Wenn  dagegen  » 

90o<e<180» 

V 

ist,  so  nuse  s  fOr  das  Minimum  svriecben  90^  und  IW*»  flfr  dü 
Mailmnm  swiscben  0  and  W  genoninien  werden. 

Es  muss  also  immer  ^  för  das  Minimum  zwischen  9(F  und 
180*^,  für  das  Maximum  zwischen  0  und  90^  genommen  werden. 


TU. 

Aufgabe  für  Scböler. 
Ztt  beweieen,  denn 

4(8in  9^  4  €089^  SS  1 4-  Sco8!29^ 
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Literarischer  Bericht 


ciu. 


Ariihmetik.  ' 

iNote  «ur  une  ni ethode  pour  la  reduction  d  intei^ra^ 
Ifftdcfinies  et  8ur  soii  appljc^iitUn  a  quelques  tonini' 
Ui  speciales.  Par  f).  Hieren«  de  Haan.  Publie  p^,c 
l'Aeademie  Koyate  dc8  Sciences  h.  Amsterdam.  Amster* 
^iD.   Van  der  Post    1855.  4. 

Die  Grundlage  »lievser  Methode  bildon  zwei  allijcmcine  Theo- 
reme, u eiche  fiii»lich  als  Er«veitf>rnnt>en  der  sogeoanriten  thcihvei-  _ 
sen  Integration  he(ra(  htet  werden  können.    Das  erste  dieser  bei- 
^en  Theoreme  ist  folgendes: 


b  lonction  F(jr)  peiit  etre  niise  tsous  la  forme  d\in  produit,  tel 

qoe  Tun  rief;  (acteurs  soit  ta  Hiflft'rcnti^Ue  d'unc  foni;|ion  connue 

qoeiconque,  cest-a-dire,  loraqu'on  a 

aora  avissi  T^quation 


I 


\        r      •■  I         .  '  ■        .       .  ♦ 

I  ... 

I 

,,Quoi(jiTe  (\ai\s  le  cours  de  ceffe  Note",  sapjt  der  Herr  \  er- 
fagger,  „on  ne  fera  usage  que  de  ce  thöoreme,  ii  vaudra  bien  la 
peine  poortant  d*en  tirer  un  coroliaire  interessant"»  nlmücb  das 
fügende 

TU.  XXVI.  Hff.  S.  S 
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MThöordme  IL     Lorsqu«  dtM  uue  tot^gfale  döMe 

^   F(q,a:)dx  la  ionction  Fijq^x)  {^ut  4tre  niUe  c>ouö  la  iorme 

d'un  produit,  tel  que  I  uii  des  facteur^  &oU  la  diffiTrntielle  d  uue 
foncüoo  coDDue  quelcooque  de  ^»  c'est^a-dire,  lorsqit  uu  a 

FXq»  x)  =  9(9,        t/(9» «)  i • 
on  aura  aussi  1  equatioo 

mm  mm 

J  est  la  correetioD  odceMaire  daoa  certaina  caa  de  diaooaaiftd 
de  la  foDCtioD  fX^>  ^)  —  poor  dca  valeura  de  9  et  de  j?,  qoi  tom- 
bent  entre  dea  limitea  reapectires  inclusea»  a  et  o  et  6,  — * 
lera  de  l'applieation  de  la  mdthode  da  changeraent  dana  Terdre  dea 
bt^P^t^M*  Tautef«9ia  ee  rdaaltat  ne  peat  vahdr  qae  aeaa  ta 
deiible  eoodttlon,  k  liwiaelle  ce  changement  eat  aoamia,  aateir  qae 

y={L\m.i — — -  et  lAm.J  ydx 

aoient  toutes  deux  nullea"*). 

«tComnie  pour  le  Th^or^me  1.  il  faut  observer,  qu*OD  a  sap^ 
poad  que  ^<9»9).f{g,x)  soit  cootenu  cntre  les  lirnitea  «  et  de 
qx  leraqoe  cela  ne  serait  ploa  le  cas ,  ii  faodrait  ajeataf  an  aeoood 
nembre  de  cette  dquatton  la  correctioD 

m 

Jiedenfall»  ist  e»  sehr  liemerkenswcrth,  dass  der  Herr  Ver- 
fasser dieser  in  allen  Bcxiehungen  äusserst  werth vollen  Abhand- 
lung aus  fifn  obigen  im  Ganzen  liochst  einfachen  (Quollen  einen 
grossen  IioicbtKum  theils  bekannter,  theils  bis  jetzt  noch  unhe- 
Icannter  Formeln  ableitest,  so  dass  wir  es  für  unsere  Pilicht  h;il{en, 
den  Lesern  des  ArcliUs  die  voriiegeade  achune  AbbandiuDg  reclit 
aebr  aar  Beacbtoog  au  empfeblen. 


Poar  la  IMla  atffo  de  «« 
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Zu  unaerer  Freude  bSren  wir,  dasn  die  im  Literarischen 
Berichte  Nr.  LXXX.  S.  1005.  ThI.  XX.  vorläuüj;  anireküiiUigte 
Tafel  der  iietstimmten  Integrale,  mit  welcher  der  Herr  Ver- 
fasser dtir  Wissenschaft  ein  überaus  wit-hti;^e.s  und  ane;eiiebroes 
Geschenk  machen  wird,  auf  Kosten  der  K  i)  n  i  1  i  r h  en  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Amsterdam  herausgegeben, 
ihi«r  sehr  zu  wGnscbenden  Vollendung  immer  näher  rückt, 
and  das«  von  derselben  hcreits  die  erste  Abthelluri;  erschienen 
ist*).  Wir  v^üuschen  dem  Herrn  Verfasser  kraft,  Ausdauer  und 
Gesundheit  zu  der  (»aidigeo  VoUeuduog  dieses  wicbtigen  und  sobwie- 
rtgeo  Werkes.  €1« 

m 

Primzahlen-Tafel  von  1  bis  10000,  oder  Zerlegung 
der  Zahlen  von  1  bts  lOüOO  in  ihre  Factoreo.  Darge- 
stellt svr  Erl  eichterun  g  für  alle  Die,  weiche  mit  ver* 
wickelten  Herlmuitgen  zu  tbun  haben,  insbesondere 
für  Matheiii  utiU  er  von  Fach.  Von  Franz  Scbaiier,  Geo* 
meter.   Weimar.  Jausen  &  Comp.  4. 

Was  diese  Tafel  eotbalt»  sagt  ibr  Titel.  Ibre  Eiorichtong  ist 
Ton  der  anderer  derartiger  Tafeln  nicht  weseotlicb  verscbieden» 
Warum  dieselbe  tosbesondere  fBr  „Mathematiker  von  Facb'% 
nicbt  ancb  eben  so  gut  und  nicht  noch  mehr  ßir  die  anderen  auf 
dem  Titel  genannten  ehrlichen  Leute  brauchbar  sein  soll,  aeben 
wir  nicht  ein.  Droek  und  Papier  sind  recht  gnt  und  deutlich; 
Fehler  haben  wir  bei  einigen  Vergleichungen  mit  anderen 
Tafeln  nicht  gefunden,  obgleich  eich  darflber  natürlich  nur  bei 
öfterem  und  längerem  Gebrauche  mit  Sicherheit  urtbeilen  laset 
Die  Tafel  mag  daher  immerhin  verdienen,  nicht  gana  unbeachtet 
gelassen  an  werden. 


Geomelr  ie. 

Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie»  bearbeitet 
Ton  O.  Fort  und  O.  Schlöniilch,  Professoren  an  der  po- 
lytechnischen Schule  au  Dresden.,  Erster  Theil«  Ana* 
lytische  Geometrie  der  Ebene  von  O,  Fort  Zweiter 
Th eil.  Analytische  Geometrie  des  Raums  reo  O. Sehl9- 
milch.  Mit  in  den  Text  gedruckten  HoUscholtten.  Leip- 
aig.  Teubner.    1855.  8. 

Dieses  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  verdient  der 
DentttcWceil  nnd  Voilst&adigkoit  der  DanteUnng  wegen  aad  w^eii 


•>  a  Math.  u.  phjra.  iUbUegnipU«.  Nr.  III.  &  1. 
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der  vielen,  s^hr  gut  adsgeführten  Fignr^,  die  namenHicb  io  der 
Geometrie  des  Kaumg  sebr  xur  Erhöhung  der  Deutlichkeit  tiod 
Anschaalichkeit  beitragen,  inflbesoadere  Solchen,  die  das  Studiem 
der  anaiytiecben  Geometrie  beginnen,  recbt  sebr  xur  Beacbtoog 
empfohlen  sn  werde»,  und  eignet  eich  nach  unserer  Meinung  vor- 
lugsweise  mv'  eigenleii  Sledittni ,  zu  ivelcbem  Z^recke  wir  einem 
Anfönger  kaum  ein  geeigneteres  Werk  zu  empfehlen  v^üssten« 
im  Ganzes  iet  der  labalt  der  gewöhnliche  und  bedarf  deshalb  ia 
Allgemeinen  einer  weitereii  Besprechung  hier  nicht.  Uro  aber  den' 
Herren  Verfassern  -an  leigen,  mit -tvelcbem  Interesse  der  Unter« 
seichoete  ihr  verdienstliches  und  empfehlungswertbes  Werk  eincli  - 
genaueren  Durchsicht  unterzogen  Jiat,  sieht  sich  derselbe  zu  den 
fiilg^adsD  BemeHiangen  VernÄlas^t,  wenn  er  auch  dabei  eanlger- 
nmasseo  Yen '  «Ich  selbst  zu  reden  gendthigt  sein  wirdr  ^ras 
sonst,  nameütlfeli  in  diesen  literarischen  Berichten,  gern  vermeidet^ 
Zanftchst  weiss  es  Her  Unterzeichnete  dem  Herrn  Verfasser  des 
ersten  Theiis,  Herrn  Professor  Fort,  Dank,  dass- er  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  (Tbl.  1.  8.  72.)  —  hier  wohl  in  einem  Lebrbuche 
xuerst  —  die  Erklärung  dieser  Cnrven  zu  Grunde  gelegt  hat»  iiacb 
welcher  dieselben  als  geometrische  Oertcr  der  Punkte  in  einer 
Ebene,  deren  Enffernjongen  von  einer  festen  Geraden  und  einen! 
festen  Punkte  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  zu  einander 
stehen,  definirt  werden.  Dass  der  Unterzeichnete  diese  ErhlS» 
rung  der  Kegelschnitte,  wie  er  glaul>t,  zuerst  als  Grundlage  der 
Theorie  derselbtm  empfohlen  bat,  darf  wohl  aus  der  Abhandlung 
Archiv.  Tbl.  XV  11.  iN r.  II.  $.  54.  und,  noch  viel  weiter  surückt 
gehend,  aus  der  Abhandlung:  Bemerkungen  über  den  ele* 
mentaren  Vortrag  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
In  den  Beiträgen  zur  reinen  und  angewandten  Mathe- 
natik  von  J.A.  Grunert.  Thl.K  Brandenburg.  183S.  S.  222. 
als  bekannt  vorans^^esetzt  werden.  Auch  hat  einer  der  trefflich- 
sten Schiller  des  Unter/eichnetes,  Herr  Scoppewer,  Lehrer 
4er  Mathematik  und  der  Naturwissenschaft  am  Gymnasium  so 
Sörau,  dem  Vernehmen  nach  die  in. Rede  stehende  Crkltong 
schbn  vor  einii^en  Jalircii  /.um  Gegenstände  eines  Schulprogramnii 
gemacht.  In  Tbl.  1.  S.  157.  sagt  Herr  Fort:  „Die  auf  die  Qua* 
drätur  der  Hyperbel  bezfiglichen  Untersuchungen  greifen  so 
weit  In  'das  Gebiet  der  büberen  Mathematik  ein,  um  hier  einen 
geeigneten  Plata  finden  zu  können;  sie  bleiben  daher  ehenifo  wie 
die  Betrachtungen  über  die  Keetificatlon  sft'nimtlicher  Kegef* 
■tfcnNtiilnien  ven  diesem  Buche  aosgeschlösseo,  f '  Herr  .Fort 
mOge  dem  ünterseieboeCeo  erlaobeo,  sich  der  aogcaelMOM  Mefl^ 
nong  hingeben  zu  dffrfen,  dass  djese  Worte  wohl  schwerlich  go- 
scbriebeii  worden  v»iroo,  wenn.  Herr  Verl  4ie  heUen  «oo  den 
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ÜDWtzeicfaneten  veröffentlichten  AbhaiuHunGfen  :  Eleme  u  tAre  Dar-^  k 
stelluii!;  der  i^ebre  von  der  (Quadratur  der  Hyperbel 
u.  8.  w.  irn  Archiv.  ThI.  XXV.  i\r.  V.  S. 82.*)  und  Allgemei-t 
wer,  leicht  elementar  zn  beweisender  «»Sat/  von  der 
Hectilication  und  Quadratur  der  Curveii.  Eleraen,tar<i 
K  e  c  tiiicatio  n  der  Parabel,  im  Archiv.  Th  l.  XX  V  1.  Nr.  HL 
^>.  4.*^. ,  schon  gekannt  hatte,  wobei  zugleich  darauf  aufmerk^m 
gemacht  werden  ma^,  das8  das  baid  erscheinende' «rate  UdCt 
des  27sten  Theils  des  Archivs  eitte  neue  elementare  Qua^ 
dratur  der  Hyperbel  von  dem  als  trefflieber  Mathematiker  selio«^ 
hioreicheod  bekannten  Herrn  Es^en,  Lehrer  der  Mathematik  ufui 
Natumissenschaft  am  Gymnasium  zu  Stargard,  enthalten  wird» 
«af  die  wir  hier  vorläufig  aufmerksam  machen.  —  Als  eioM 
besonderen  Vorzug  der  von  Herrn  Professor  Schlö milch  in  an- 
spreehender  Darstellung  bearbeiteten  aiullytiscben  Geometrie  des 
Raums  sieht  es  der  ünterxeichnete  an,  dass  hier  die  Theorie 
der  geraden  Linie  im  Räume  und  der  ES^ne  giiikk  allgemein  fiir 
schiefwinklige  Coordinatensysteme  ebtwickelt  worden  iist.  ^Der 
Unterzeichnete  darf  wohl  der  Meinung  sein,  dass  dies  v'on  ihrt^ 
in  seinen  Elementen  deV'ftnaly tischen  Geoikifetri^e.' Th  1.  Ii 
Leipzig,  zuerst  c^escbehen  ist,  da  alle  fräheren  Lebi'bQchef 
sich  auf  rechtfrinldige  Coordloaten^ysteipe  besohr4nkeiLM*)i|  and 
da  der  Uiiteraeieliiiete  di«^  l^aratelkmg  des^  Herrn  «Profeif^M 
Schlu-mllcli  von  der  von  ihm  gegebernep  Entwickelung  durchaus 
nicht  wesentlich  abweichend  findet«  ferner  auch  die  ForfMlut  eel|iit 
tbeilweiae  ;bis  auf ,  die  Bezeichnung»  mit  den  in  den  a^gefiOiirte« 
Eleme.n^en  ,  der  naalytie.ehea  Geometrie  fop..d€HBS •Üntpf« 
zeichneten  zuerst  gegebenen  Formeln  ühereips^iiiefi:  so  kfin^ 
•«  d^r  (Jnterae^knete  natärlich  nur  für  eine  sehr  apgeneluBe  FAMI 
iMilten,  Berrn  Professor  8cbi«»iniich  verbiadbcbst.iHU  .dankeii, 
d«Bs  er  auf  diesQ  Weise  zur  weiteren  Belw^tfv^^luigdQner  ^üTt  - 
mein  dureb  sein  verdienstliches  Werk  gewiss  w/^cfdlli9b>  btBVÜ 
tragen  hat.  Da  die'  füx  .^lebiefwinMige  Coordinatensysten^läe^ 
vfbskeKen  Formeln  besonders  eui$b  %.idM^.^ryiit#Dgraphie.Ui)rte% 
tong  haben,  se  gbubt  der  Unterjvefasbnetr  eich. oecb  etlMlbfiPf^w 


:  *)  S.  am-h  die  ■cliöncn  Bemerkuii«;ea  de«  Herrn.  Director«  Aii^^c  in 
SUelunfid  im  Afch  i     Tbk  ^XXVX  &  iltO.         i  ,  IV 

•*)  Spaiw  bi'  «eiaen  ii*  I«it«tfar.  Ber;«v.  tIL  S,  7»H.  Tbl*.  U\\ 
^^\ l verl^•^te^ .Lofie ^ngezeig^  .ll«ilräg^«a,se«  IMLp^ ocu^r-J>lijr^^|c^ 
^acnberg.  l/H^r.bat.aacb  der,dea  >Via4fe«6|ieflea  leifIer  su  fcji)h.,epir 
risMiM  tipÄllehe  G*  8.^ OJ|^oi  .^ie  M^^l^ tische.  Geeeielri^  für  l}e|i^b^e 
schiefwinklige  Goofdioatensytieeie  lo  eigeeibumlfcber,  von  dir  von  inir 
gegbbflmd-ltailsllang.ablPenbMlee  Mae  tbilbicketti  U^.     »ivi  G* 
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«  dürfen,  bei  dieser  Geiegenheit  auf  eine  ron  Ibra  frfiher  ▼eruffent« 
flehte  Abhandfnitg:  Zur  K  ry  Btailof^raphie  und  aaaly tiseben 
Geometrie  in  den  oben erwälintefi  lieitrHgen  zur  r.  u.  a.  Malb. 
Till.  l.  8.  149.  verweisen  7u  dürlen.  Weil  der  llaum  leider  ver- 
bietet, hier  mebr  iTber  dae  vorliegende  verdienetliche  Rtich  zu 
eegen,  so  «rolten  vfir  mn  noch  bemerken,  da»«  für  den  Anfänger 
aeeh  die  in  eiendicher  Anzahf  vorkommciulen  Anwendungen  auf 
epecielle  Corven  uiul  Flüchen  besonders  lehrreich  sf^'m  werdeir, 
wa»  dem  Birche  also  von  einer  neuen  Seite  her  zur  Ernpfehlnng 
^lent.  Die  dem  Buche  durcli  den  l^rrrn  Verleger  gegebene  äus- 
sere AlissUitlutig  ist  la  allen  Beaiebangeii  trefflieb.  G. 


 i  .  /Geodäsie. 

.  Instraction  über  die  Anfertigung  der  Sitvation«- 
und  Nlvellimentspläne  für  LandescuUnrarbeites.  Zu* 
oiehst,  zum  Gebrauche  fCir  die  liVleseobau-Tecbniker 
in  dem  Regierungsbezirke  Trier.  Trier.  Liots.  18R5. 
16  Sgr,  ; 

'  Dieses  eehr  verständigt  mit  vieler  Deutlichkeit  end  naeh  an- 
tf^irer  Meinung  mit  vielem  praktischen  d^inn  end  Takt  abgefasste 
MMrlA^hen  eines  ongenamiteii  Verfbssers  verdient  der  aUgemel* 
onren  Beacbtvng»  als  aeleben  Schriften  meistens  zu  Tbeil  zu  wer* 
den  pflegt»  empfohlen  zu  werden.  Die  drei  beigegebenen  bOb- 
sehen  Karten :  1.  Darfitellung  eines  Terrains  durch  Profilzeicbnungen. 
S.  •Darateihmg  der  Hdlienverbfiltnisse  eines  Terrains  durch  Eln- 
•eWelbung  der  Höhenmausse  in  den  Plan.  3.  Darstdluni:  eines 
TwialiM 'dareb  Horiaenttden,  dienen  sehr  tur  deutlichen  Erlänte- 
nMf  der  verscMedenen  üblichen  Methoden  der  Terraiudafetelhmg« 
Bei  der  Jetzigen  grossen  Wieiitigkelt  eelcher  Darstellungen,  z.  B. 
Ar  den  Wiesenbau,  der  immer  grossere  Bedeutung  (üt  die  Land* 
wirthsebaft  gewinnt,  wfinschen  wir  diesem  Sehrlftelien  reelit  waito 
¥eflwaitinig  and  aoi^gfUtige  Beeehtang. 

01a  Tarrainanfnabma  ratlaaell  aaa  der  Labmatin* 
aeben  Tbaofle  dar  Tarraindaratellung  entwiekalt  von 
fleraiaan  von  Sebiatllng,  Obafatlleatenant  aad  DIrec* 
for  des  topograpbfaeban  Bareaa'a  dea  k*  baierfaebaa 
0anafaUQnartiermalalar«8taba.  Mit  einer  ütbogra- 
phirten  Tafel.  Mffneben.  Frans.  18S6.  8.  I  TMr. 

.  DIaaa  ScbrIA  eatfaiH  elaa  aahr  gaiaMdia     wMhm  Wert^ 
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uns  hier  vorzogsweise  an  seiner  Steile  zu  «ein  scheint  —  Dar« 
Stellung  der  inilltairifichen  TerrainaufoaliiQ<:  roit  besonderer  lt{lck<* 
sieht  auf  die  Lehniaun  sehe  Theorie,  and  en'lrtert  in  ftusseraC 
interessanter  Weise  die  allgemeinen  Gesicht^l^kte,  ^Iclie  bei 
diesem  wichtigen  Gegenstande  in  Hücksidlt  amf  Methode  \m4 
Zweck  zur  Sprache  kommen,  so  dass  wir  deren  Beachtnnc:  einem 
Jeden,  wer  sich  mit  dergleichen  Arbeiten,  deren  Leitnng  zo  un- 
serer Freude  in  Baiern  in  so  tüchtige  H.ände,  wie  die  des  Hertm 
Verfassers,  gelegt  ist,  zu  beschäftigen  hat,  dringend  empfehlen.  Anf 
einem  geringen  Räume  ist  in  dieser  Schrift  sehr  Vieles  in  174  Paragra- 
phen gegeben;  hier  aber  nr.thigt  un«  leider  die  Besch rSnktheit  d<M 
Raums,  uns  mit  der  fnigendon  Inhnltsart^abe  der  Hauptabsebtiitte  sa 
begnöffen:  Eirdeitung.  I.TIieorie  dor  Terrainzeichnung,  constructtve 
Gmiiill;ii;e  derselben.  11.  lietraehtungen  öbcr  die  Anwendung  der 
constructiven  Gesetze  auf  die  Terraindarstelloni^^  und  über  die  Modi» 
ficationen,  welche  hiebei  eingetreten  sind.  (Diesec  Abschnfttcnthllt 
eine  sehr  beacbten&werthe  Kritik  der  L  e h  ru  a n  n 'sehen  Methode^ 

die  der  Herr  Verfasser  roit  den  folgenden  Mottos  einleitet: 

■  •      ■  '  ,/  .  ■ 

»W«  eil  Berg  Ut,  41«  iai^cli#  «r  eintii  KUek«  i|ila.** 

Knills  Frie4rl€li  4«r  fir«Me.    w  . 

«ad:  <\ 

Mich  kano  aif  dieser  Laadkarte  durckaaa  nichl 
sahen,  wo  trir  eigeatlicli  sind,  ismaasaes  ieb  wedejT 
dich, noch  mich  darauf  verselclinet  finde* 

Kaiser  Otto  im  Koalfp  Kf^inliArdt, 
von  Jasilnus  Kerner») 

in.  FehlergrSnzeo  (ur  die  Aufnahme  uiid  Daistelluog  des  TerraTnSi 
IV.  Die  Aufnahme  des  Terrains.  Schlusswort.  ~  MSge  dieäehri^ 
die  so  sehr  ? erdienie  Beachtung  in  jeder  Besiehnqg  finden!  .  '  G.'*' 

*"■•■■"         ■"  -  ■  .        '   .      .'tu  ij  if 

.  Astroaomie«  I  , 

Der  Mond.  Etii  Ueherhiick  Aber  den  g^g^iWKrfi^e^ 
Umfang  und  Standpunkt  unserer  Kenntnisse  voti  der 
Oberriiche'ngestaltnng  and  Ph^rsik  dieses  Weltlc9r- 

*)  Gewis«  ein  ta  Vielen  Beslehangen ,  na ra entlieh  mit  Itncktlthi  «tf^ 
SHBiehe  KuDtteleien,  tiehr  wabrea  nnd  zo  behenrlgebde«/  natMMi 
MftrmNn  gMüesalM  nt^ehiSeMet  Wort  des  ftumtm  UMg^  «I 
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p#Vy  Tdn  J.  F.  Jahns  Scbnildt;  A'6tronoirn€li' d^r  8  terii:- 
wart-e  des  Prfifaten  Ritter  von  Ünk recbtsberg  zdOlmfitB. 
Mit  zwei  farbigen  St«inrlrucktafeln  und  mehreren  tn 
den  'fext  g^di^nckten  BolsschnUten.  Leipzigs  Bftrtik 
I8S6.        1  Thir.  15  Sg7.  -  ^   u  f 

Der  Herr  Verfasser  dieser  der  Beachtung  der  Leser  de«  Arcliiv>i 
zu  enipfebiciadeu  Schrift  veröffentlicht  In  derselben  die  hit>terlus- 
freuen  Arbeiten  Lohnnanns  über  die  AJondgebirge  mit  seinen 
eigenen  im  Jahre  1840  begonnenen  Beobachtungen  über  die  Ober- 
tläche  ansers^rd^ral^auleUi  und  <<teUt,   nur  die  Dothtvendigi^ten 
Erläuterungen  über  Bewegung,  Masse,  Grösse  und  Beleuchtung 
de^  IVloitdes  gebend,  weil  diese  Dinge  grössteutheiU  al«  bekannt 
angesehen  werden  kuunen ,  die  Ergebnisse  aller  tclescopischen 
J^ieiobachtuDgen  der  Moadoberfläche  zusammen,  verlalu;t  dabei  aber 
nodl  den  besonderen  Zweck,  dafauf  hinzuweisen,  dass  ein  sorg- 
mitiges  Studium  der  Moudgebirgo  för  die  Geoloijie  von  Wichtig- 
Iceit  werden  könne,  insofern  es  sich  dereinst  um  tUe  Nacbu ei.sujig 
gewisser  Aehnlichkeiten  zwischen  den   CelilrLrsformen  der  l\,rde 
und  ihres  Traljai  ten,  und  um  oiin»  vergleichende  Betrarfifun^'  han- 
delt,     welcher  man  die  Wirkungen  un«jeheurer  Krrirfo  untersucht, 
die  den  ül>orflächeii  zweier  benachbart rr)  Himmeiskurper  ihre  ge- 
gc^nwärtige  Configuration  verli<»hcn  haben.     Die  von  dem  Herrn 
Verfässer  erreichte  V  ollständigkeit  wird  aus' der  lolgender»  Angabe 
des  Hau|^tinha!ts  crh ollen :    Allgemeine  Vorerinnerungen  ilber  die 
Bahn  und  die  (jrüsse  des  Mondes,  ümlaofszelt.  Paraünxe.  Grösse 
und  Mti^ee*  '  Äotatiön  nnd  Llbratlon.    Historischer  Ixücfeblick  auf 
die  8elenogrJHjlit«chen  Arbeiten  seit  den  letzten  xwei  Jahrhunder- 
ten.   Besondere  Versuche,  die  Obertläche  des  Mondes  darzustel- 
len (Dau^ucrrotype.   Mondrciief  von  Dickert  in  Bonn.)  Ursachen 
der  Yerämlerungen  der  MondL^rhii L;e.    Bergüchatteo.  ErdenlichC 
Ersclieinuh^en  während  einer  Mnntlliostorniss.  Atmosphäre.  Ober» 
fläche.    Hrdienmessungen.    Vertlieilung  der  Ebenen  und  Gebii^ 
Ringgebirgsforni.     Massen-  und  Kettengebirge.    Isolirte  Berge. 
Bergadern.    Strnhlensysteme.    Vergleichnng  irdischer  Vulkane  mit 
den  Rinc^j^ebiriron.    Dimensionen  einiger  Oater  der  Erde.  Diroen- 
•apiÄ^if  , einiger  Hinggehiroe  des  Mondes.   Meinungen  Ober  lebende 
Wesei|,a|if  dem  Monde  und  auf  den  Pl^^^^en. .  ^in         un4  ein« 
PV^Mj^  Anmerkungen.  ~  »fe  mehr  df f;  \^jf.^  Ver- 

fasser schon  längst  als  genauer  und  eifriger  Beobachter  bekannt 
Ist;  und  ecbon  in  mehrfacher  Weise  als  populärer  Schriftsteller 
«ich  beiv&^l  hat^  desto  mehr  wird  diese  auch  äusserlieb  in  jfdec 
Beiiehniig,..lp(effli«h  ausgest^ljtel^  .^^bjciffc  .,4«r.  BMcbtwif 
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Ueber  die  Ausziehimg  von  Wurzeln  aus  Zahlen. 

Von 

Henra  Ji.  Minkelin, 
B«tirfctldiNff  wa  A«rbiirg  In  Cmutiom  Aafgftv. 


§.  1. 

Der  Gegenstand  vorliegender  Arbeit  ist  die  ZorOckfllbrung  der 
Ans^ebnng  der  nten  Wursel  ans  einer  Zahl  auf  die  bleeee  Qaa- 
dratwnrxelaiiasiehung  mittelet  der  KetteobrOcbe.  VWr  wSblen  ineret 
die  Cablkwnrzelanaxiebun^  ale  Beiapielj  um  den  Gaog  der  Metbode 
deutlich  XU  machen.  ^ 

Es  0^  die      *n  berechnen»  ao  sei  y  ein  angenSherter  Werth 
derselben»  den  man  auf  irgend  eine  Art  gefunden  halWt  so  dass 

yaV«-r<l  (I) 

Domcrisch  ^'erioinnieQ.   Erftiebt  mau  diese  Uleicbuog  auf  die  dritte 
Potenay  so  iLommt 

oder 

=      y*— 3v«.y(V«r— f)  /      ».  ■. 

oder 

f'-fdVa.yjfsa— y*,  (i) 
woraus  gefunden  wird: 

Th«il  XXVI.  a& 
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Da  niiii  y<l»  also  auch  ^<1«  and  maa  immer  Va>]  n- 
aebmen  darf«  ao  wird  ein  erster  Nährongnwerth  aeb: 


3yV«       ^  V« 


Dieae  NSheraag  wird  den  wahren  Werth  vea  y  filieratelgeB.  Die 
aweite  MSbenuig  bt 

er — 
ya=:  » 

oder»  wenn  der  Kflrze  wegen 

a^y^ssm  (4) 

gesetzt  wird: 

welches  nnter  dem  wahren  -Werth  ?on  y  ist  Die  foigeod«o 
Näherongen  werden  abwechsebid  Aber  oder  anter  dem  wahien 

Werth  von  y  sich  befinden»  und  es  ist 


3^»  -3y(27y>«+ai»)«+«l)^«« 


(3^ 


allgemela 


jr.-^.  (5) 


V« 

wo  y  bloaa  von  m,  u,  f  abhängt  Denn  ea  iat 
mid  aonacfa 


«+y 


die  Berechaimg  voa 


3y«  + 


anterttegt  alao  Iceinen  weiteren  Schwierigkeiteii. 
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Hat  man  nun  auf  solche  Weise  irgend  ein  y'n  aut  eine  be- 
aHnwite  AoiaU  Dezimalei»  becedmet,  «o  i»t  duniit  da  man 

V« 


V« 


(7) 


woraus  nun 

dmh  dnd  Qnadtatinnwl  so  erhatten  ist,  wobei  maii  das  Zeicbeii 

3  8 

+  nimnit,  wenn  y<VK  uiiJ  das  Zeichen  — ,  wenn  y>Vö.  Der 
Fehler,  der  hiebei  begangen  wird,  indem  man  statt  des  allge- 
meineo  Werthes  y  einen  berechneten  y'n  nimmt,  werde  mit  ^dn 
bezetcbaet,  so  ist  absolut  genommen: 

Fat  den  Fall*  dass  y  positiv,  d.  b.  wird  sonach 

' "  '   *  ^  ^üjsmül* 

ist  aber  y>ya,  also  y  negativ,  so  ist 

Setzt  man  bob  oocb  der  Urse  wegen  y'n— y'sd'«,  so  bt  aiso 


besflglieb 


^m<^  ond  W 

y  7 


{.  2. 


Fassen  wir  nnn  die  allgemeine  Wurzelausziebung  in's 
Ange»  se  k«M  ele*  wenn  «  eine  gerade  ZabI  Is^  dveh  Messe 
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Qmlmtwuriel'ABiBidunig  auf  V»  mrilckgeMrt  werd«D.  Aliga* 
meiot  wenn 

fl  ß 
ist,  so  ist  die  Vß  auf  die  aiigesebene  Weise  auf  die  V«  reduzir- 

bar,  wo     eine  ungerade  Zahl  ist;  und  wir  brauchen  somit  bloss 

diesen  Fall  zu  betrachten.    INuü  ist  es  immer  möglich ,  eineo 

NäheruDgis Werth  f  zu  fiodeo,  so  dass 

y  =  V«-y<l,  (1) 

i|lwolQt  genommen.  Sollte  dies  von  verobereln  oiebt  mSgttcb  sein, 
so  dividiie  man  «  ao  oft  durch  10^,  bis  sieb  y  als  eine  der  Zah- 
len 1,  2,  3,  4« .... 9  herausstellt  Es  handelt  sieb  jetst.datea» 
y  als  Wnrsel  einer  Gleicbnng  ^om  fiten  Grad  daraostellen«  Ter- 
führt  man  dabei«  wie  Eingangs  }.  1.  angegeben  wurde,  so  findet 
man  allgemein: 

wobei 

Diese  Gleichung  spesialisirt  sich  iiir  ^=3,  5,  7  auf  folgende 
Weise : 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  werden  folgende  sein: 

V«.(Cos^+ •Sin'^)-y, .... -(/«.(Cos^-^+iSin— 
r  I*  f* 

deren  Zahl      ist.    Unter  ihnen  ist  bloss  die  eine  reelle  ya  y« 

deren  Berechnung  unser  Zweck  ist. 

Anmerhnng.  Wenn  so  gehiGleidnii^  (9  Aber  bs 
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 -^i^Y  ^  ß  ^  y  =  ß^-"t' 

Ist  also  a  eine  beliebige  Zahl,  dereu  Faktoren  /J  «Bd  f  fM. 
sa  hat  die  Gleichung 

die  Wmeln 

jj— y  «id  p(Co8— +tSin— wo  A  «ine  gerne  Zeiü. 

Setzt  mar»  einen  der  Faktoren  ß,  y  gleich  der  EinlieÜ»  eo  hat 

mau  die  beideu  Üleichungen: 

dem  Wiinebi  resp.  niud: 

a— 1,  (aCoa— —  l)  +  »abin— 


«od 


Wlfd  endlich  noch  a  s  1 ,  ao  erhält  man  ala  Wurseb  der 
GleicboBg 

die  imagiolren  Aeadrilche»  die  ie  der  Fonnel 

|t  I*  P  »■  - 

oder 
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wo  k  eine  gauie  Zahl  voistelU,  eotbaiten  eind;  u  ist  eine  im« 
gerade  Zabl.  « 

Aehnliche  Gleichungen  lassen  sieb  aufstellen,  wenn  fi  eine 
gerade  Zahl  iat;  jedocli  aolieo  eie  Iiier,  ale  nicht  «nr  Anfgabe 
gehOrigs  übergangen  werden. 


Ann  der  Gleicbnng  (3)  {.2.  erhSit  man  ann 

y  =  -n-x^   1  0) 

Man  setze  der  Kürze  wegen  wieder 
80  wird  die  Form  von  y; 

(3) 

 B  

wo  die     6  p»  ^  nur  von    abbSngig  alad. 

Der  erste  N&heruogswerib  von  y  ist 

B 

und  wir  wollen  nun  beweisen,  dass  allgemein     von  der  Form  iat: 

_  31 

Ä  > 

WO  M  nur  ahliän^;ig  ist  von  y  und  a,  und  keine  V«  mehr  implizirt 
Der  folgende  iSähcrnngswerth  jTwfi  wird  2;erwriileii,  indem  man 
rechterhand  vom  Gleichheitszeichen  in  (3)  iiir  y  seinen  D^äberunga- 
Werth  ym  subatituirt.   Tbut  man  dies«  so  kommt: 


r 
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oder 

(5) 


Es  ist  aber 

atoo  voD  Va  onabliftB^*  ^  implizirt  daher  dec  Neuoer  von  i^a^  i 
kein  va  mehr.  Ferner  ist 

wobei  nndi  von  Vo  noabliängig  iet   Wood  also 

M 

«0  ist  ancb  y^-i  derselben  Form.  Es  ist  aber  yi  von  dieser 
Form  lant  Oletchong  (4),  folglich  ist  die  obige  Behauptung  bewie- 

sen.  Da  oun  nadi  (SO yV«,  eo  tet 


#1—1  I, 


und  somit  darf  man  setzen: 


welchesi  die  Fonu  für  aUe  Nähenifi<^swerthe  von  y  ist  Um  den 
Uebergang  von  fß'»  in         au  findeu,  dwf  man  bloss  in  (5)  «r  Äf 
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^1 

den  Werth  y*n»y  *  setzeo,  so  findet  mao,  weuu  abkürzend  oyssa 
gesetzt  wird:  ^ 


^    1  /a  4- 1\  '"-^  'i 


wobei 


(7) 


« 

Es  8oU  nmi  der  Fehler  beetimmt  werden»  der  begangen  wM» 
wenn  man  bei  einem  bestimmten  stehen  bleibt  Da  der  Nen- 
ner Ton  kerne  oegati?en  Glieder  entbllt^  anch  wenn  y  negatir 
Ist»  so  werden  diese  Nflherungswerthe  abwechselnd  absolnt'gitti> 

ser  und  kleiner  sein»  als  der  wahre  Werth  von  y  und  swar: 

Der  wahre  Werth  von  y  liegt  also  immer  zwischen  yn  "nd  f/nfi, 
und  folglich  ist»  wenn  nur  auf  dou  absoluten  Werth  gesehen  winl: 

Beielehnet  man  also  den  begangenen  Fehler  mit  9m»  «o  ist 

Nun  ist  mit  der  aiigeuoiumeueu  Bezeicluiung: 

^  fizl    l/a4-l\    f^"^  9* 

folglich  wird 

-f  oder  ^^-—f  

oder 

^       l/tt4-l\  ^ 
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oder.  weoD  nuw  den  Wefth. 

B 

einsetzt,  aueb  filr  -^lU,  +^  acttreibt: 


oder 

/u-3 


oder  vm  ao  mehr 


oder  angeofthert: 


oder 


oder 


Ee  Ist  aber 


aUo 


da  ^1  ila«i  gcü^ate      Ut;  folglich  wird 


Digitized  by  Google 


970  Kinkeiin:  Leber  die  AtazieJumg  ton  Wuneln  out  ZaMeu, 

*•  <  jri^ü-i » 

da  9i  das  Uelaate      oder«  da  miD 

oder  endlich,  da  (^^l^)Jt±l^^^Jl. 

w  • 


woraus  nim 


* 

uod  tun  so  mehr 

Es  bisibt  ooch  d|  zu  bestimmen«  Der  nullte  Nftberoagsfrertli 
von  jr  ist     s  0«  folglleh 

4»<3ro— 3(!i  =  

also  w^gen  (2): 

4i<  3^5-  (3) 

« 

Dies  substituirt,  gibt  endlich: 


3* 

welcbe  Formel  ooeh  veteinfiieiBt  werden  kann.  Indem  man  ItBr 
Jsy  Va,  einfach  y*aeUt,  Ittr  den  Fall»  daae  y<VVb  Dan«  wkd 
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Ist  aber       V»»  so        4'>V^^  und  ud4  folglich:. 


vod  somit 


Man  bomerkty  dm  die  Näbwrang  eine  demllch  acbnells  tot 
Sie  tot  «m  so  ecbneller  mit  fortsclireitendem  n.  Je  Ueioer  ß  Ist« 

je  grSsser  |i  mid  y  sind. 

Da  sich  diese  Methode  besonders  gut  eignet,  <Jie  5te,  (fre  7te 
und  die  3te  Wurzel  auszuziehen,  so  mögen  die  SpezUUisirungen 
obiger  Formeln  für  diese  F&lle  folgen. 

Für  ^  =  5  wird: 


(7) 


•and  für  fA3=3: 
flir  f»s7! 


Es  tmrde  gefunden: 


$.  6. 


oder,  da  y  =  V«— ys 
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Hieraus  kOnnen  riun  auf  lolgeuile  iwel  Arten  quadraüscbe 
(xieicbuDgen  erhalteo  werden. 

1.  Man  nraltiplialre  die  Gieicbong  (i)  mit  Va  *  »  ao  er* 
iiält  naa: 

woraus  « 


Was  daa  Voneichen  der  Quadratwurzel  anbelangt«  ao  wurde 

dasselbe  ala  -f-  angenommeuj  weil  Va  ^  immer  eine  positive 
Gröaae  iat 

%  Man  mnltiplizire  die  Gleichung  (l)  mit  Va  ^  ,  eo kommt: 
.woraua 

wemm,  beaOgUch  dea  Vorxeicbena  der  Wnrael,  die  nemliehe  Be- 
merkung wie  vorhin  gilt. 

Man  bezeichne  diesen  letzten  Aasdruck  mit  und  insofern, 
als  ein  gewisses  if'n  dabei  genommen  wird,  mit  o»;  so  ist  der 
Fehler  von  a«: 

und  der  Fehler  von  V«  '  =4'»  wird  also  sein: 


da  a'ffS^Oii. 


Hiemit  Iat  nwi  der  vorgeaetaten  Aufgabe  eb  Geofige  gelelaleC» 
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indMB  Dacbg0wie«CD  wurde»  das«  die  Ansziehong  der  V  sorflek- 


gtAbrt  werden  kann  aef  die  Ausziebung  der  V  oder  der  V 
Wurzel  einer  Zahl,  welche  durch  einfache  Kettenbruch -Operatio- 
nen au8  der  gep^ebenen  Zahl  gefunden  wird.    Ist  nemlich  ön  oder 
a  •  berechnet  nach  Vorschrift  der  l^ileicbuogeD  (2)  und  (3),  so  ist 

V«=  Wh  oder  Va^VHmf 

* 

■it  eleer  gewiesen  Geoauigkeit  Wm  und  Ai»  welche  neell  be* 
redmet  werdee  sollen«  Man  findet  nemlicfa  leicht; 


oder  annftbrend 


and  ebenso: 


>  + 

also    nicht  sehr  grut^B,  so  kann  man  annähernd  aunehmen : 
ftr  grIEssere    wird  die  NSheraog  noeb  grdsser. 


Die  Ansxiehnng  der  Va'«  und  der  V<tii  geschieht  non  anf 

gmche  Weise,  wie  die  der  V«,  wobei  man  aber  darauf  Bedacht 
nehmen  muss,  dass  der  Felder  höchstens  gleich  oder  wird, 
jedeufalii»  aber  denseiben  nicht  übersteigen  darf. 

Die  Wahl,  ob  a  oder  a'  zu  iiebnien  sei,  steht  ganz  frei;  nur 
"ird  man  darauf  Bedacht  nehmen/ welcher  Weg  die  leichteste 
Reduktion  auf  Quadratwurzel  darbietet.  Bei  den  Wertben  3,  5» 
7»  9  f ür  fft  nimmt  man;  ' 
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3 

.5      1     7  1 

a' 

a 

*    IM 

2 

4s2> 

Bei  diesen  4  Zahlen,  überhaupt  bei  allen  von  der  Forni  '2^4-1, 
vrird  man  aUo  blocw  eine  eiomaiige  K.etteiibnicb'&erechDUQg  Döthig 


j.  6. 

8 

Für  die  Au&ziebung  der  V«  erhfilt  man  folgendes  Verfahren* 
Mao  miebe  eiii«D  sogenSberteii  Werth  ^  Ton  v«>  aetie 

so  Ut  y  der  Werth  de«  hLetteubrucba 

ß 


3^=7^^ — ; 

v' 

oder«  weoD  y=  3    gcaeUt  wird,  so  ist      der  Werth  des  Ket- 

Vo 

teDbmch«* 
wobei  allgemein 

Der  Fehler,  der  hiednrch  aa  ^fb  begaogeD  wird»  tat  • 


^^^^  *»-i^7  a*HFi' 
jeaaefadem  |r<  oder  >  Va  geoommeo  wurde;  und  ee  wird  danu 
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od«  Mch  au    6.  (1)« 

* 

BÜ  dein  anhaflendeD  Fehler 


E«  Ml  |i  «9  ft»;  «o ,  Metze  nMOk  • 

J''  • 

«o      ^'  der  Werth  Uen  Ketteobrachs 

■ 

Die  Fehler  siod  too  ^: 

12».l2((.yi»^  •^•^       12. 125.  • 

jenachdem    ^  y«.   üaoD  ist 

■tt  dta  F«U«t  »bs^. 

£s  aei  |i  =  7j  00  setze  man: 

r 
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nnd  y      Werth  dm  K«tteidbnieli« 

 ßa^  


80  ist 


r 

V« 


wobei  Fehler 

r 

jenachdem  y  <  oder  >  Va.  « 

f.  9. 

Ffir  die  Ausziehoog  der  Cnblkwnnel  Insbesondere  kann  noeb 
eine  mit  Vortbeil  anwendbare»  ?oii  der  Torhergehendeo  Tereehiedeoe 
Methede  der  Znrflckfilhnmg  auf  Qnadraftmirielii  aiil)|eetelU  werdea. 

Es  ist  nemiicb  identisch: 

eder 


Vi   "•     8      ,  . 


1.« 


Be  eel  nee  y  ein  bekannter  NIbernngewerth  ven  V«9  ee  dann 


abeolot  geDommen»  so  wird 


y«>4i/a.(1/«— y) 

nein,  wenn  />4»  sobald  voransgeaetxt  whd,  dans  y<Va-  Dien 
Int  nnn  Immer  an  bewerkstelligen  mpglieb^  .nnd  wir  konp^n  daher 
annehmen,  es  sei 
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Entwickelt  man  daher  die  WunelgrteM  iecbtii  in  Oleiobmig  (1), 
eo  kommt: 

•  ^ — 8  7  ^-^^»^ 

wobei  der  Fehler  6  kleiner  int  aU 

um  weiche  Grösse  der  Näberungswerth  zu  klein  ist   Oder  es  w  ird 

« 

SS  "»3 

Va=sy  +  p-^'  ^  +  d 

oder 

S  3 

uobei 

oder,  durch  Va^y  dividirt: 


oder 


oder 


woraus  nun 


y>s  y^a-«+yVo«-f  yV 


Vo»+)'V«  =  «^y  


oder 


oder 


2^2f       y  ^52^+4« 


Th«il  XXVI. 
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STB  MimMim:  Mmt  4I§  ämmltkmm  m»  WmrmiH 
ftemt  mm  NiliMDiswirtli 

so  Mt  der  dabei  begangene  Fehler  /I  kleiner  ai« 
wenn  y<Va,  oder  aiso 


und  svinU 


Um  oqh  elneo  angeDBiMrten  Werth  von  (V«— >ii  erhaHeti, 
iiftt  »an 

ff  — y — 3  V«.  y .  (Va— y) = (Va —y)» 

011  Vo— y  <  1 ,  «0  wild  (Va— y)*  gegen  die  fihrigen  Gr&swn 
ferachwiodeo,  end  ea  wird: 

v«-y<7-r^<;-3^#-» 


alao 


und  daher 


S  /0  —  yt)» 


,    2(1.  (o—y»)« 


]iä8st  mau  bei  der  wirkUchen  Berechnung  die  letzte  unsichere 
Steile  ganz  weg»  so  wird  der  so  erhaltene  Näherungawerth  von 

V«  ala  ein  veaea  y  aDgeoommen  werden  kSimeOa  welches  eben- 

fall«  Ideiner  als  V«  sein  wird.  Zu  bemerken  iat  dabei,  daee 
allemal  der  folgende  N&hertingawertb  wenigstens  dop* 
pclt  ee  fiele  genaue  Desimalstellen  enthalt»  als  der 
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gebrauchte.   Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt  unmittel- 

bar  aus  (3).  Hat  mao  somit  s.B.  mit  Logarithmentafela  auf 

7  Oeiinaleii  genau  gefaaden ,  eo  ergibt  eich  mit  Hülfe  von  (2) 

♦ 

vo  auf  14  Stellten  genau  u.  s.  f.  Behufs  der  Anwendung  dieses 
Vtrfabreoa  ist  aber  noch  einmal  zu  bemerken,  dass  vorher  immer 

•  ao  etogeridiiel  werdea  moas»  daaa  Mtd. 


$.  10. 

Durch  Kettenbrüche  läast  sich  auch  die  Gleichung  des  dritten 
Grades,  sowie  die  des  zweiten  Grades  auflOaen.  Wie  man  eraterea 
n  Staade  bringt«  aoli  in  dieeem  Paragraphen  gelehrt  werden* 

Die  Gteieiiung  des  dritten  (jlrades  läsfft  sich  bekanntlich  im- 
ntr  leicht  auf  die  Form  briogeo : 


Setzt  man 


ff  s^aVB  und    —  ==  a 


w  kommt : 


mit  u elcher  Gleichung  wir  uos  nun  liescbäftigen  wollen.  Man  be- 
küfQmt  daraus 

Ist  daher  ^*<a,  so  wird  man  dieses  als  Kettenbruchfoiiuel  ge- 
brauchen künnen,  (ieren  JNäberungswerthe  um  so  achneller  koo- 
vofgtreo«  je  grosser  a. 

Es  sei  xn-i  ein  solcher  N&hcrungswerth^  so  findet  man  den 
folgenden  durch  die  Gieichung 

x«  Ä  — eder         — » 
woriaa  eich  dann  der  Kettenbmeb  ergibt: 
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1 


4 


welcher  sich  von  den  gewöhnlichen  Kettenhnichen  dadurch  unter- 
scheidet,  dass  zugleich  die  Näherungswerthe  des  ursprüngiiclieii 
Ketlenbruchs«  der  aus  (2)  entepriogt,  in  demeelben  aaftretoo. 

Die  HentoHmig  der  eneceedven  Mherangen  bietet  darchaus 
keiee  Sehwierigkeit  dar  ood  man  findet: 


*  a 


1 

1  fi« 


1  gft^^fl'-H 
^♦•^a  +  V  "~  fl"  +  7a«  +  16a»  + 12««  +  5a»  +  1 ' 


(5) 


V.  e.  £ 


Es  ist  nun  der  Fehler  zu  suchen,  der  bei  einem  bestimmten 
Xn  begangen  wird.   Dabei  ist  Iclar,  dans  der  wahre  Werth  von  a: 
je  zwischen  Xn  und  x„^i  liegen  wird,  und  zwar  nSher  bei 
ala  bei  Sm»  Jedenfalls  ist  also 


Es  sei  nan 


o;« — :r  =  ^11  <  o:« — Xb+i.  (6) 


Zn  Zn-\-l  , 


ee  i«tt 


Z«+l  1  '  Nn* 

and  somit,  wenn  nicftte  rednsirt  wird: 

2»H-^«*>  iV,H4=aiV,»  +  Z««,  (7) 

werane  aneh 
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Sooach  wird  niuij  weoo  jt«  —  27^44    d«  gesetzt  vrird: 

vregeo  (7)  und  (b)«  oder 


oder 


0«  =  ■ 


oder 

Aa8  (9)  folgt  aber: 

welches»  %n»  Quadrat  erhoben»  gibt: 

Diese«  sn  (10)  addirt  gibt : 
oder  « 

Man  eetae  Don 


so  daaa  wegen  (9) 
Aladann  geht  die  OleiehiiDg  (11)  aber  in; 


\  '''' 
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oder 

aUo  auch 

woraus  Dan  durch  Multiplikation: 

(-l)-*6.=j6tti  +  2iVi»)&+2iV.3)...,(^4.2/V,Li),  (13) 

welche  Gleicbaog  nao  xnr  MeesuDg  des  Fehlers  benatst  wer- 
den kaon. 

Durch  Vereioij^ung  von  (12)  mit  (7)  findet  man  nun,  weiio 
mau  n  in  m  umsetst: 

also 

tm^^^m*  =  N^HA»  +  3)  4-  HfmZm^ 
=  iV-»l(iid-i  +  2)  +  d„.|^j 

eder 

c 

folglich  wegen  (3): 


Substituirt  man  dies  in  (13),  indem  man  fn  alle  (ganzen  Wertbe 
Ton  1  bis  n  —  1  annebmeii  iSsst,  und  bedenkt»  dass,  da 

^*     Vi  «»+1  "~  a(o»+ 1) ' 

6  =  1,  n  =  fl(«^-H);  04) 

so  erhill  nao: 

(-l)«->fc=(2+^)(2+^)(2f^^)...(2+^'^^^^ 
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Da  DU  «lliWMh 

foigücb  auch 

so  geht  die^e  Gleichung,  ivenii  wir  von  nun  an  alle  <3  als  positiv 
aniio}iiuen  und  die  beiden  Fälle  untertfcbeiden«  wo  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  vorstellt,  über  iu: 

fc. =(2  K        •  •••        + ^'k^»  •  •  ••  -«^o*. 

Es  sei  nun  a  posltif»  so  ist  Si  der  grOsste  Werth  von  ««  aiid 
der  icleinste,  nsd  daher  wird: 

t*i  <  (2 + ^)(2        . . . .  (2-%^')(2  +  . . . .  N^o* . 

«.^i  <(2  +^)(2-^) . .  ..(2  +^')(?-^°XiV,iV,..  ..Ai^,)». 

Von  allen  diwf  i  ist  femer  d|  das  grasste  und  tod  den  dtm  dne 
kleinste:  fcn^  in  ftm  und  in  ^M-t  ^  das  grOssle  und  d%m  das 
kleinste»  folglich  ist  um  so  mehr:  # 

u+i  c^-  +  ^)".  c-Ä-^)** .      . . . .  iv^«)^; 


also 


Um  diese  Formeln  nocti  mehr  zu  redusireo,  betrachten  wir 
nun  aUgemein  den  Quotienten 
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Da  iYiH.i  =  <iiV«»«+^«,  80  ist  JümH>^m^  md 

.   52^?  • 

ferner: 

«  .    «    ,  • 

>  aiVa^-l .  a/V«^ . . . .  aNi .  iVi 
oder,  da  A^ssa»  so  iat: 


also 


folglich 


daher 


und  durch  Substitution  io  (10): 


C2  +  ^)«.(a-.^*)»-i 


I  


— ^  ^ 


Diese  Formeln  iKOnoen  durch  folgende  BetraehtungeD  noch  fot- 
einiacht  werden. 


As  ut 


aUo  -  = 
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fimMT  ist 


2— ==^«S-aaiu-2  <2 
•»1 

ODd  kMmt  d«n  Werth  2  am  «o  nSher,  je  kleiner  dsm^,  also  je 
grOaser  n.iet  Bs  ist  •ömit  mit  Hfilfe  von  (14):  ' 

also  bat  luao  endlich ,  da  auch  dj» : 


^    ^(2a>  +  l)«.2»-i  , 
.-^»•^  55if?  'i  ^ 


/ .      ^  (2c»+l)«.2« 


07) 


Wenn  n  eicht grees  ist,  dagegen  a  eine  eolche  GrOeee  hat,  daee 

2a»-|-l  von  2a* 

nicht  sehr  verschieden  ist,  so  kann  man  auch  ofiberimgs weise 
setzen 

•  2*«-*  2*" 


}.  11. 

Znin  ScbliM  aneerer  theoretieehen  Betrachtoogeo  eeli  noeh 
Iran  die  AiiflOenog  der  qaadratfaieheii  Glefchmigeii  doreh  Ketten^ 
Mehe  mid  die  Anwendmig  defaelben  auf  die  Qnadratinifielaiie- 
liellang  anf  denaelben  Wege  geielgt  werden. 

Es  sei  die  Gleichung  vorgelegt: 

^i-axzsl,  (I) 

auf  «reiche  jede  quadratiaofae  Gleichung  aurflckgefabri  werde« 
kBim,  eö  Ist  daraus: 

 1_ 

«nd  die  KettenhmclientwiekelnBg  folgt  nach  dem  Geeeta: 
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Mmn  Indet  nan  auf  de«  Wege  d«r  bdaktfon  die  Fowwtot 

(3) 


deren  Richtigkeit  leicht  geprüft  werden  kann.  Diese  Ausdrucke 
konvergiren  gegen  einen  bMttiniiiteo :Werth  wenn  a>i  und  die 
Febiergrenxe  iat: 

wenn  Am'  den  Nenner  voir  Sm  TontelU.  a  kann  dabei  positiv 
oder  negativ  sein»  indem»  wenn  a  negativ  iat,  nur  dae  Zeiciien 
Ändert 

Die  Wurzein  der  Gleichung  (1)  sind: 

I 

Wenn  a  positiv  iat,  ao  iat  der  durch  den  Kettenbmcli  gefundene 
Wertk  Jedenlalla  posHiv  und  somit  stellt  deiMÜie  emOe  WarMi 
Ter.  Die  sweite  Wunel  iat  dann  gleich 

Ul  In  Glelcliimg  (1)  aber  a  negativ  s«-af,  oder  ist  dieselbs  vea 
der  Font 
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•o  letM  maD  jvs  — :r',  und  man  erhilt: 

*  wovon  durch  den  Ketteubrueh  die  Wurzel: 

oder  also 

In  diesem  Fall  wird  also  die  zweite  WarzoUbrin  (5)  berecJuiet 
und  die  andere  Wurzel  ist  dann  gleich 

Um  nun  hieven  die  Anwendung  auf  die  Aasztehung  rep  Qua* 
diatwunelo  aua  Zahlen  au  macben»  hat  man  die  Gleichung: 

eder 

■ 

unter  der  Annahme,  dann  a  poeitiT  sei.  Man  eetse  nun 

tiu  ist 

# 

und 

Um        zu  berechnen,  braucht  man  also  blos  \n  (3)  anstatt  a 
dieGrfieae  2V^6— 1  zu  aetacn.  'fbutman  dies,  ao  bekemmtman; 
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2>-+i(^l)«+i  +  (^")2*-H6-l)«  + ....  (ii+l).2(6-l) 
alM  aUgemein 

ar»,«Ä.V6^  (7) 

und  somit: 

oder 

V^^CÄ+^ViPn,  (8) 

Kann  man  V  — I  ausziehen  oder  auf  eine  kleinere  Woriel  »u- 
rticktühr«D,  so  ist       berechnet«   £s  sei  also 

■e  lial  mao  alsdann: 

V6  =  c(Ä  +  JXir  + 1)  VF^,  (8') 

mtt  der  man  wieder  auf  gielehe  Welse  Terfllhrt,  bis  man  auf  eine 
Worsd 

gelangt^  die  man  ansaielien  kann»  womit  nun  die  Recboong  been- 
digt ist. 

Hiemit  beschliessen  wir  den  theoretischen  Theil  vorliegenden 
Aufsatzes  und  wollen  zur  Verdeutlichung  der  angegelieoen  Metbode 
dieselbe  noch  auf  mehrere  Beispiele  anwenden. 

{.  13. 

Ab  Beispiel  sn  (.«.  sei  V9 
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Es  ist 

foiglieb  bei  der  dritten  NSheniDg  der  Fehler 

N  i2».27 .2»  488I7W266 

und 

Da  =  IJIpgo^öööOOO  ~  ö'ÜOO  ÜOO'OOOOl ; 

«Ua  erhält  man  jr»  und  folglich      auf  10  iStellen  geoan.  Ferner  ist: 

#-1  f  _  37830» 

9k  -g»   IIb  -*1945'   ya  -22709814' 

also 


V«Äl  +  y  1  f^^^=  I  +  V  IJ6aB8rAUdWM5876'45 
oder 

V9  =  2AM0083'82309.... 


Diese  Demliche  Wurzel  wollen  wirandi  nacli  der  Methode  des 
{•0.  berechnen.   Da  man  y*^A  machen  muss»,  äu  hat  man: 

V9=iV72. 

Man  findet  noo  auf  dem  daselbst  angegebenen  Wege : 

Va  =  V72  =  4,1601  f, 

8  0  dass  der  Fehler  kleiner  ist  als  0,0001  und  der  Fehler  ^  de» 
toigeudeo  Näberungswerthes 

^<0,OOOOQO'OOL 

Derselbe  Ut  nach  $.9.  (2): 

V72  =  -  2,0b00ö  +  iVi5ö,7«126Öll9ö8yö74 

eder 

welches  mit  dem  ▼erUs  gefendenen  Werths  fibenfauitiflnii 
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AU  Beispiel  zu  §.  10.  soll  die  Warssl  det  tilelcboog; 

+  lOa?  SS  1 

berochnet  werden,  r^acb  (17')  ist  schon  bei  der  zwelteo  NiberoDg 

.  

-  lü'ÜOO  WOOü'OüO'OOÜ 

oder 

.  ^  <  O.OOOOOO'OOOOOO'OOSt; 

die  Wurzel  wird  also  wenigstens  euf  14  Desimalstelleii 
Dteeelbe  wird  (nacb  (5))  gleicb 

100 

lOOJ  '=^i'090900'O99900'O99.... 
{.  U. 

Als  Beispiel  zu  {.11.  soll 

VI7 

gefunden  werden.  Für  fi=6  findet  man,  da  b — 1  =  16: 

2».16»-fi.2M6-f 3.2         ^  4.8710 

^-'2«.16»  +  5.2*.16«  +  6.2Mß+  r^~28äÖÖ9' 

=  0423105'62Ö60. 

Der  Fehler  ist: 

^^äasp  ""^^^  ^o^üooooo'Oüooi, 

also      auf  II  Stellen  genau;  folglich  ist«  da 

Vl7=4,mi06'6a660.... 
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XXT. 

Johann  Joseph  Prechtl« 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Schräiiery 
GvMral-Sectetir  der  lt.  Altadenie  dtr  WiMeDicbsfCen  sn  Wien«). 


Precbti  (Johann  Joseph)  wurde  za  Bischofshein  Hb  Unter- 
M&inkrelse  in  Baierii  den  16.  November  1778  geboren,  wo  sein 
Viter  ftotlicb^wiirzburgiecher  Commercieiiratli  und  Vorsteher 
ebet  EiseDhQttenwerkes  war.  Er  genoM  eine  eorgßUtige  Erslebang 
«nd  vollendete  seine  jaridisehen  Studien  an  der  Universität  Wfirs* 
boig.  Bald  naeh  deren  Beendigung  begab  er  sich  nach  Wien  (1801) 
nit  einer  bereits  entschiedenen  Neigung  fSr  die  Natorwissenscbaf- 
teo  und  ihre  Anwendung  auf  das  praktische  Leben.  Er  hatte 
anfaiigö  tlic  Absicht,  beim  damaligen  Reichshofrathe  zu  prakticiren, 
gab  jedoch  diesen  Ent^scbltuss  bald  auf  uiui  trat  als  Erzieher  in 
das  gräflich  Ta  äffe 'sehe  Uaus  in  Brünn,  wo  er  neben  der  ge- 
wissenhaftesten Erfiiflung  seiner  übernommenen  Pflichten  als  L  ehrer 
und  Erzieher  »ich  ausHchliesslich  mit  dem  ernsten  Studium  der 
Naturwissenschaflen  beschäftigte.  Bier  war  es»  wo  er  den  Grund 
M  der  Allseltigl^eit  seines  Wissens  legte»  die  man  später  so  sehr 
IB  ihm  bewunderte  und  die  ihn  zur  glücklichen  Losung  jenet 
gisssen  Aufgabe  In  so  hohem  Grade  bef&higte»  welehe  ihm  sjpSter 
weiden  sollte.  Er  sehloss  daselbst  eine  dauernde  Freundschaft 
wk  den  damals  In  Brtfam  lebenden,  Yerdleostrollen  WirtbsiAafts- 


*}  Aiit  dem  Bericht  über  die  Wirk«»  in  Weit  der  k.  Akademie 
4er  Wisientchaften  und  die  in  derselben  seit  30.  Mai  1854 
▼or  sieh  f^egangenen  Veränderungen.  Erstattet  in  der  feier- 
ilehea  Sllsang  am  SO.  Mai  1855  von  Dr.  A.  Srhrötter,  Gene* 
rsl-Seeretir  derb»  Akademie  der  WUseaeefa*  Wies.  IMft»  8»4*.^ 
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ratiie  ChrUtian  Andr^ «  mit  dem  iliD  spfiter  nfthere  Famili» 
bände  verkniipfteii,  da  er  sich  im  Jabre  1807  mit  eiaer  Tochter 
desselben»  Rosine  Andr^,  FennSblte. 

Prechtl  erregte  bald  durch  seine  literarischeo  Arbeiten  aneb 
in  grosseren  Kreisen  Aufmerksamkeit  aod  eo  1mm  es,  dass  er 
-  im  Jahre  1809  sum  Direetor  der  damals  in  Triest  so  errichtenden 
Real*  ond  Navigatlons-Academle  ernannt  and  mit  der  Orgaoisa» 
tion  dieses  Institutes  beauftragt  wurde.  Aber  schon  nach  dem 
Friedensschiasse  kehrte  er  noch  Wien  aarfick,  am  an  der  damali- 
gen Real  -  Academie  Naturgeschichte «  Physik  und  Chemie  n 
lehren. 

Das  Bedfirfniss  nach  seitgemSssen,  nicht  Mos  sar  Bildmg 
von  Beamten  bestimmten  Unterrichts* Anstalten ,  deren  Zweck 
▼lehnehr  Verbreitung  grfiadllcher  Kenntnisse  ans  den  Natnrwisaea- 

schaffen  zum  Behofe  Ihrer  Anwendung  im  praktischen  Lehen  scia 

sollte,  hatte  sich  damals  so  lebhaft  und  allseitig  ausgesprocbeo, 
dass  Kaiser  Franz  1.  die  Errichtung  eines  polytechnischen  Insti- 
tutes in  Wien,  nach  einem  grossarligen,  dieses,  in  der  Geschichte 
Oesterreichs  so  hervorragenden  Monarchen.»  würdigen  Maasstabe 
beÜabl. 

Welche  Wichtigkeit  Kaiser  Franz  dieser  seiner  Schöpfung 

beilegte,  geht  deutlich  aus  der  Stellung  und  den  für  die  damali- 
gen VerhÜltnisse  höchst  anständigen  Gehalten  hervor,  die  der 
Kaiser  dea  l^rofessoren  dieser  Anstalt  aunies,  und  au»  der  be- 
deutenden ^unime,  welche  er  für  die  wissensrhalllH  hen  Zivecke 
derselben  bestimmte.  Ziir  Hildiint?  des  hiezu  riotliuendigen  Fonds 
wurden  bereits  im  Jahre  1803  die  uütbigen  Einleitaugen  getroffen. 
Prechtl  Überreichteden  ersten  Plan  zum  Wiener  polytechnischeo 
Institute  dem  damalii^en  Hofkammer-Präsidenten  Grafen  O'Donnei 
im  Anfange  des  Jahres  18i0;[  im  Jahre  1814  wurde  er  beauftr^ 
diesem  entsprechend  einen  Detailplan  einzureichen,  was  einen 
Monat  spSter  geschah.  Im  Decemher  des  Jahres  1814  wurde 
Prechtl  snm  Direetor  des  au  errichteoden  Institutes  ernannt  (mit 
Allerb.  Entschl.  vom  !24.  Dec«)»  welche  Stelle  er  durch  35  Jahre 
ruhmvoll  bekleidete. 

Gleich  nach  senrar  Ernennung  war  Prechtl  aufs  Elfrigils 
bemfiht»  sowohl  die  Localitäten  In  dem  zu  diesem  Behofe  am 
200,000  II.  W*  W«  angekauften  grfiflich  Lose 'sehen  Hanse  mnn- 
lichten,  als  auch  die  nOthigsten  Lehrmittel  herlieiauschaffen.  Kaiser 
Franz  berief  ihn  im  August  1815  nach  Paris,  wo  üaniais  die 
AHÜTten  anwesend  waren,  und  stellte  ihm  eiue  au^chnücbe  Summe 
ztti|i  Ankauf  von  BOchern,  Apparaten,  Modellen,  Mustern  etc.  »tf 
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Verf&gang.  Auf  diese  Weise  gelang  es  Prechtl,  das  Institut 
schon  am  3.  Novmber  1^15  eröffnen  tu  kSonen.  £r  tbat  dies 
mit  einer  Rede,  in  welcher  er  das  Programm  desselben  und  zu* 
gleich  seio  künftiges  Wirken  klar  und  einfach  darlegte.  Das  In* 
•titnt»  iraMMS  luüd  ein  Muster  (üt  ganz  DeutscblaBd  wirde/i  sollte, 
vrar  von  nan  an  mit  seinem  Leben  aufs  lonigste  vttrvebty  und  eine 
Geschichte  dieser  Anwtait  schreibeo»  beisst,  ein«  der  segensreich- 
sten Seiten  von  PrechtTs  Leben  schildern.  Sein«  allseitige 
Gelehrsamkeit,  die  specielle  Bekanntschaft  uit  den  Fächern  die 
an  dieser  Anstalt  gelehrt  werden,  und  die  genaue  Kenntniss  der 
natorwissenschaniichen  Literatur  aller  cultivirteu  Lander,  sowie 
ihrer  merkantilen  und  gewerblichen  Verhältnisse  machte  ihn  zur 
Seele  derselben.  Ihm  war  es,  wie  unter  andern  die  Gründung 
der  Jahrbücher  des  polytechnischen  Institutes  bewies:,  vom  Anfang 
an  klar,  dass  das  Institut,  wenn  es  auf  das  industrielle  Leben 
einwirken  sollte,  auch  ein  lebendiger  Organismus  sein  musste; 
er  war  es  daher»  der  demgemäss  eine  vemflnlllige  Lehr-  und  Lern - 
Freiheit  an  demselben  zu  einer  Zeit  einführte,  wo  man  noch  glaubte, 
den  Studien  durch  möglichste  Beschränkung  jeder  freien  |Se we- 
gnag des  Geistes  aufzuhelfen.  Precbtl  war  weit  davon  entfernt, 
ein  Institut,  welches  das  verbindende  Glied  zwischen  der  Industrie 
und  der  Wissenschaft  werden  seilte»  durch  blosse  IMeeiplinar- 
Versckriften  leiten  so  wellen,  er  wnssle  su  gut»  dass  nur  bei 
dnen  genauen  Eingeben  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  uttA 
SchOler»  sowie  einem  geistigen»  befruchtenden  Verkehr  mit  den- 
eeiben  aus  dem  Institute  mehr  werden  konnte  als  eine  besser 
dottrte  Reelschule,  nftmlich»  wie  es  in  der  Absieht  des  hohen 
Grilnders  Ikg,  eine  Cnlversltftt  des  technischen  Wiesens. 

» 

Wurde  nicht  alles  wie  Precbtl  ee  sieh  dachte,  so  lag  die 
Schuld  nicht  an  ihm,  sondern  eben  nur  daran,  dass  er  nur  Wenige 
fand,  die  auf  seine  Ideen  einzugehen  vetmoofaten,  aber  um 'so 
■Mhr  solche,  die  es  leichter  fanden ,  an  der  neuen  Seh&pAing  nr 
maaesregeloy  als  deren  Geist  aufBufassen. 

Man  kann  bei  der  tinrichtung  technischer  Schulen  von  einor 
andern  Ansicht  ausgehen  als  Precbtl,  man  kann  weingstens 
bei  höheren  technischen  Lebraus^tulten  keine  so  scharfe  Aua- 
Schliessung  jedes,  für  allgemeine  Bildung  bestimmten  Lehrfaches 
anstreben,  als  er  für  zweckmässig  hielt,  allein  das  wird  jeder  zu- 
gestehen müssen,  dass  Pre<  htl  sich  vom  Anbeginn  dessen,  was 
er  wollte,  klar  bewusst  war,  find  dass  er  sein  Ziel  mit  Conseqnenz 
und  Geist  verfolgte.  Sein  ängstliches  Bemühen,  der  uross  irtiiren 
Sch8ptui)[;,  welche  Kaiser  Franj?  ilurrh  ihn  i'ns  Leben  t;tiruren, 
Zeit  SU  ihrer  Befestigung  zu  lassen,  mag  ihn  abgehalten  haben, 

YlMll  XXVI.  ^ 
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manchen  Fordertrogen  der  Zelt  Recbnnng  su  tragen;  wer  aber, 
der  die  traarigen  Folgen  jener  unstfiten  N««eningsanc1it  Icennf, 
die  nur  um  zu  Terfindern,  nicht  am  an  verbesaern  kratt 
▼erbraucht,  wird  Prechtl  darum  tadeln?  Die  tirundaStse,  von 
denen  er  auaging  atehen  CmI»  Ibra  Erweiterung  bedingt  da«  Be* 
dörfniaa  der  Zeit,  aber  diese  iniiaa  noch  um  ein  Stfick  weiter  vor- 
gtrOckt  aein,  ehe  die  Wirksamkeit  Prechti'a  von  dieaer  Seite 
der  anpArteiiacben  Feder  des  (vescbicbtaecbreibera  aobeimfiiUt*). 

Wer  nicht  gewohnt  ist  einseitig  zu  urtheilen,  und  daa  unbe- 
dingt zu  verwerfen,  was  er  anders  findet,  als  er  es  eben  kennen 
lernte,  wer  es  nicht  verschmäht,  fremde  Verhältnisse  erst  en'ind 
lieh  zu  studiren,  ehe  er  in  sie  eingreift,  der  wirti  zu  tier  l  eber- 
ceugung  gelangen,  dass  Prechtl  in  den  Ideen,  welclie  er  hei 
Gründung  dea  Inatitutes  verfolgte,  meiner  Zeit  vorauseilte,  und 
dass  man  namentlich  in  Deutschland  kaum  noch  jetzt  zu  begrei- 
fen anlangt,  was  er  lange  vorher  schon  bezweckte  und  unter  der 
Gunst  dar  Umstände  ausführte. 

Fnaflen  wir  nnn  eine  andere  Seite  von  Preebtl'e  Leben  hi*e 
Auge,  nSmlieb  die»  wo  er  sieb  niebt  ala  Organleator  nod  strenger 
Beamter,  sondern  als  Forseher  und  sammelnder  Gelebrler  seigfe. 
Wir  bewegen  nos  bler  freier  und  kOnnen  die  BNKfaen,  die  Pr echt l*s 
€elat  vnd  Thitigkelt  anf  diesem  Felde  pflückte,  onbeso^  ror 
lUseber  Anslegnng  In  den  Krani  seines  Andenbens  flecbten. 

Schnn  im  Jahre  1804  veröffentlichte  Prechtl  eine  21  üo^en 
starke  Schrift,  ,,iil>er  die  1  eliler  der  Erziehunf»'*  (üraunschweig, 
1804),  welche  zeiL^t,  dass  er  sich  danKds  bereits  feste  pfidagnijischf» 
Grundsätze  und  bcstifTimte  üeherzeut^uni^on  cchildet  hatte,  die  er 
apÖter  so  consequeot  verfohjte.  Nichts  ist  lür  die  edle  Denlcungs- 
weise  und  die  durchaus  humanen  Ansichten,  welche  Prechtl 
stets  leiteten,  hezeichnender,  als  diese  an  Ideen  und  Wahrheiten 
so  reiche  Schrift,  deren  ernste  Berücksichtigung  auch  gegenwSr^ 
tij»  noch  sehr  nfifzlich  wäre.  Das  edle  Gcmiith  Precbtl'a  apie* 
geit  sich  treu  ab  in  dem  Capitei  „üeber  die  Unwördigkeit  and 
die  Nachtheile  der  Erziehungs- Strenge,  insbesondere  der  körper- 
lichen Züchtigung."  Was  er  über  die  Nothwendigkeit  der  Leitung 
der  Öffentlichen  Erziehung  durch  den  Staat  sagt,  kann  auch  jetzt 
nicht  besser  durchgefiShrt  werden,  wenn  er  auch  in  seiner  idealeo 
Anschauung,  diesem  bei  der  Privaterziehung  einen  grosseren  Ein- 
flnse  tlndldren  mtkbte,  als  man  Ibm  Jetsl  ebianriomen  geneigt 

•)  «algsa  Nalvtel  biacao  iadal  sieb  »  das  JabthiBbaw  daa  fc^k. 
foljiedmliahMi  Instftalaa.  Bd.  L 
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Min  wiile.  Pmbtr«  AMiicliteD  Aber  den  MlatifM  Wtitfi 
Eriiehosg  werden  so  allen  ^iten  ftahr  bMbeo,  nd  dtoArl,  wi« 
«r  sieb  darfiber  Xnssert,  ist  in  bobem  Grade  anklebend,  lieber« 
banpt  Terdleote  dieses  in  voUige  Vergess^nbeit  geratbeve  Bncb. 
dieser  eotrlsscn  zu  werden. 

Leber  das  Studiutii  der  Natur« ii<8en8chaften  spricht  si«!! 
Precbtl  in  einer  Weise  ans,  die  seine  Jiieho  tu  deriseibeii  deut- 
lich •rkenruMi  Inssi  und  fi'ir  ihn  bezeichnend  ist.  Mit  welchem 
Ernst  er  die^e  Hichtuug  verfolgte,  zeigt  die  Thatsache,  dass  er 
im  Jahre  1805  fär  eine  Schrift  „Ueber  die  Physik  des  Feuers" 
¥ofi  der  k.  holländischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zvL 
UaaileiD  mit  der  guldeueo  PreUmedaills  belohnt  wurde. 

Im  19.  Bande  ven  Gilbert *8  Annalen  (180S)  findet  sieb  ein 
Mfreiben  PreebtlV,  der  damals  noch  Ersieh  er  b^m  Gräfes 
Tan f Fe  war,  an  Gilbert/  lo  welcbem  er  bnrze  Nachricht  gibt 
▼en  seinen  Untersncbongen  Ober  die  zn  jener  Zeit  noch  gftnsllch 
anbearbeitete  Tbeorte  des  Fluges  der  VOgel.  Daae  er  die  Schwie- 
rigkeiten seiner  Aufgabe  richtig  erkannte  nnd  ihre  Lösung  von  der 
reckten  Seite  versuchte,  beweiset  die  im  23.  Bande  der  Annalen 
abgedruckte  grosae  Abhandlung:  „Oeber  den  absoluten  Wider- 
stand, den  eine  In  der  Luft  bewegte  FlXcbe  auf  die  Richtung  ihrer 
Bewegung  senkreckt  erleidet/'  die  er  eben  In  dem  obigen  Briefe 
angekOndigt  katte.  Er  zeigte,  wie  das  damals  angenommene  Ge- 
sets,  dsss  der  Widerstand  der  Luft  wie  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit wKcfcst,  für  grossere  Geschwindigkeiten  nicht  gelte. 

Fest  in  dernelbeo  Richtung  verharrend,  beschSftigte  sich  spXter 
Prnehti«  wenn  nach  darin  mehrfach  unterbrochen,  mit  der  Er^ 
for«chang  des  Mechanismus  und  der  Tbnorie  des  Fluges  der 
Vfigel.  Die  Annalen  der  Physik  enthalten  im  30.  Bande  (180ti) 
und  in  den  folgenden  Bänden  hierauf  bezügliche  Mittbeibingen. 
Als  letnin  reife  Fracht  dieses  unermüdlichen  Fnrscheng  erschien 
38  Jahre  sp&ter  hei  C.  Gerold  in  Wien  eine  Sdwift:  „Unteisn- 
ckong  Aber  den  Flug  der  Vögel''  17  Bogen  stark,  welcbn  wegen* 
ibras  Kelcbtbnms  an  Tbatsacbe»  und  der  scbsrfsinnigen  Anffw- 
snng  dieses  echwierigeu  Gegenstandes,  so  wie  der  grGndlichen 
Behandlung  des  anatomischen,  pliysiologischen  und  pbysicaliseben 
Tkeiles  aUgememe  Bnwnndemng  erregt  hat,  und  atets  ale  Grund* 
Inge  Iflr  nUn  sfiteren  Forsebnngsn  anf  diesem  Gebiete  dienen  wird. 

Während  Precbtl  die  \Vider**tandyersche?miTiL:cri  in  der  Lufl 
durch  40  Jahre  iinaus^esetzt  im  Auge  behielt,  blieb  er  doch  den 
ForLselirittrn  in  den  übrigen  Theilen  der  Natnrn issenschaften  nicht 
fremd ;  wir  sehen  im  Gegentheit,  dass  er  sich  bei  jeder  2«eitfrage 
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Mbaftfccibfiiligt«  was  aiitar  andern  aaina  Aofaitea  Aber  daa  Saad*^ 
paradosaa»  deiaaD  riditiga  ErklMning  er  maiat  gab,  beaaagao. 

Dinso  PorschutiL:!"!!  auf  (iehiote  der  mechanischen  Physik 

konnten  Prechtl  am  ^veiiiizslen  in  jener  ilenkwürdicen  Zeit  pfinz- 
lirh  fesseln,  wo  durch  die  Entdeckung  der  chemiiichcri  Wirkungen 
des  elektrischen  Stromes  eine  neue  Epoche  für  die  Natnrwissen- 
0chaft  eintrat»  wo  sich  die  glfinzende  Reihe  von  Eroberungen  auf 
diesem  Gebiete  eröffnete,  unter  deren  Einflüsse  das  gegenwarficre 
Geschlecht  heranwuchs  und  noch  lebt.  Die  Aufmerksamkeit  der 
Naturforscher  wandte  aich  damals  besonders  den  sogenannten  Im- 
ponderabilien so;  man  machte  aich  mehr  und  mehr  von  den  alten 
Vorstellungen  los,  nach  welchen  die  Erachetoangen  von  Ltdrt» 
Wärme,  Elektricitilt  und  MagnetUmua  besonderen  Stoffen  zuge- 
achrieben  wurden,  und  fing  an  tu  begreifen,  daas  eine  IMechanik 
der  Atome  ein  eben  so  grosses  Bediirfniss  für  den  Fortschrill 
der  Physik  aei,  wie  die  Mechanik  des  llimmels  eine  Lebensfrage 
fSr  die  Astronomie  war.  Prechtl,  immer  noch  Erzieher  beim 
Grafen  Taaffo,  veröffentlichte  eine  Abhandlung  über  die  Identität 
von  Licht  und  Würme  (Gilbert 's  Annalcn,  XX.  Band,  1805)  die 
denUebergang  zu  den  jetzigen  Ansichten  der  Physiker  deutlich  be- 
aeicbnet,  vnd  mit  der  ihm  eigenen  Klarheit  und  Einfachheit  geschrie- 
ben i»t  Wäre  Prechtl  damaU  in  der  Lage  gewesen  Ver»(uche 
anzustellenj  hStle  ea  ihm  nicht  an  iuaserer  Anregung;  durch  Ge« 
dankenaustausch  gemangelt»  er  hätte  gewiss  wichtige  Thatsachen 
gefunden.  In  einem  Briefe  an  Gilbert (Biflnn*  Märs  180t))  schreibt 
er;  «»Wie  manche  Schuppen  werden  una  nicht  von  den  Augea 
fallen»  wenn  die  elektriachen  nnd  magnetischen  Phia-  und  Minna* 
Flflssigkeiten»  WSrmeatoir  und  Licbtstoff  für  uns  nur  die  Reprfi- 
aaatanlen  einer  und  deraelben  Kraft  atndl  Ich  mCchta  Ober  allaa 
daa  ao  viele  Versuche  anateilen  (denn  allea  daa  liaat  aich  wohl 
nach  nnd  nach  der  JNatnr  durch  Veraoche  extorqniren)«  aber  wo 
dann  Zeltt  Gelegenheit  nnd  Inatronieate  hernehmend  Unaare  g^ 
genwirtige  Temperatur  lat  eigcntKoh  die  SchOpfeffo  der  gegemrlr- 
Ilgen  Form  der  Dinge  nnd  nnaerer  Erkonntniasart;  aobaM  wir  ons 
gawbhnen,  dieae  Form  nicht  ala  eine  abaotate,  aandam  mir-  ala 
eine  aolche  antoadien,  die  unter  Innaend  m&gl leben  anfUHgar 
Welte  fiir  nna  die  'Eloatge  geworden  latt  ao  werden  nnaara 
Bntdeeknngen  aieher  einen  raachern  Gang  nehmen,  and  wir  wer- 
den dann  nnaere  Veraache  aweekariiaeiger  ordnen»  ohne  ao  olllm 
Finatem  an  tappen*" 

Von  (lieser  Zeit  an  hat  sich  Prechtl  eifrir;  mit  Erforschung 
der  schwierigsten  i^unkte  der  damals  im  Werden  begriffenen  Elek- 
tridtitslebre  befasst.    brman  s  berfibrote  Arbeit  ober  die  elek- 
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trisi'be  Leitungsfähigkeit  der  Kurper  gab  Ihm  unter  andern  Vmr- 
aniassung  zu  einer  grosMeren  Abhandiun«;  über  denselben  Gegen- 

8tai)(l,  die  im  35.  liande  von  («ilbert's  Atni  (1810)  niedergelegt 
\»i  und  v  iel  zur  Fe^istellung  klarer  Vursteilungen  in  diesem  Gebiete 
beitrug.  Es  lag  in  derselben  der  Keim  zu  manchen,  später  von  Andern 
gemachten  Entdeckungen,  diePrecbtl,  den  damals  bereits  die  ad- 
ministrative Thiitigkeit  in  Anspruch  nahm,  weiter  /.u  verfolgen  nicht 
▼er<4unnt  war.  Er  beklagte  sich  später  gegen  Gilbert,  dass  man 
seinen  Grundsatz  Her  „relativen  Isolirung"  so  wenig  beachte,  und 
es  kann  nicht  L^clrnunet  werden,  dass  er  8chon  zu  jener  Zeit 
%ieles  als  1  «»li;eruii*;en  aus  demselben  hinstellte,  was  erst  lange 
nachher  als  richtig  erkannt  nnrde,  z.B.  die  Abhängigkeit  der  Lei- 
tuogsfäbigkeit  von  der  Intensität  der  Elektricität. 

Preclitrs  TeiMlens  ging  immer  dahin«  die  ImpondorabllfMi 
•of  «Id«  eittsige  Gntodurwidie  xnrflcksufllhreii  nnd  dieam  Battr^ 
beo  leltattt  alle  aeina  UotarnelimoBgen  auf  dieaeai  Gablete.  Er 
atdlta  daher  aacb  viele  Verauche  an«  die»  waa  hier  sieht  ver- 
aebwiegen  werden  darf,  nahe  daraa  waren»  Ihn  anm  Eatdeciw? 
den  Oerated*aehen  Fondamentalfactoma  in  machen.  Schon  im 
Jahre  180R  hing  nirolich  Prechti  eine  Zinic- Kupfer -Silnle  an 
nicht  gedrehten  Seidenftden  auf,  um  an  erfahren»  ob  aie  aii^  nach 
den  Polen  richte.  IVOrde  er  dieae  Sftnle  geachloaaen  haben,  ao 
bitte  er  an  aeinem  Erataunen  geaehen,  daaa  ale  aich  von  Oat 
nach  Waat,  nicht  aber,  wie  er  erwartete,  von  Nord  nach  Sod  ge- 
wendet bitte.  Prechti  kannte  achon  im  Jahre  1811  die  Magne* 
tialrung  dea  Eisens  durch  den  elektriachen  Strom,  und  doch  war 
es  Ihm  nicht  Tergünnt,  vor  Oerated  nnd  Ampere  den  directen 
Znaammenhang  zwischen  Elektriclt&t  und  Magnetiamua  klar  aos- 
susprechen.  An  ao  aarten  Faden  hingt  die  Entwicketang  der 
Wtaaeaacbafl,  aie  gedeiht  daher  mir  dort,  wo  sie  mit  Liebe  ge- 
pflegt wird!  — 

Bald  nach  der  Entdeckung  Oersted'a  pnbliclrte  Prechti 
In  67.  Bande  von  Gilbert'«  Annalen  eine  wichtige  Arbeit  „über 
die  wahr^  Beachafl'euheit  des  magnetischen  Zustandes  desSchlies- 
stingadratbea  in  der  Volta'scben  S&ule'S  wo  er  denselben  ata 
Transversalroagnet  betrachtete  und  auf  diese  Weise  die  neuen, 
daran  beobachteten  Erscheinungen  auf  eine  der  Erlahnittg  ent- 
abrechende  Weise  darstellte.  Diese  Arbeit  verrelilte  nicht,  die 
nMgamelne  Aafroerksamkeit  auf  eich  au  aieben  and  sichert  Precbtl 
«ine  dauernde  Anerkennung,  wenn  diese  Hypothese  auch  bald 
der  tieferen  Anschauungsirelse  A  m  p  ^  r  e  's  weichen  mnsate.  Noch 
IB  demaelben  Jahre  (Bd.68  Ton  Gilbert 's  Ann.)  gibt  Prechti 
weitete  ErlMerungen  Aber  den  „elektriachen  Magnetlsmna^  and 
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wwkt  Inf  «KperiMiitellcm  W«ge  sb  -ieiPeiien,  8m  (He  ^«iK«o. 
tisch«  DlipositioD  des  LongHwüttalnagiietM  diMetbe  ist»  wi«  4ii 
•IsMsebe  DIspositioii  dsr  isoIHrtsii  VollsWhen  äftule»  ^iIm 
all  sMrtrisch«r  Polarität  gslsdenoo  KOrpsrs»«* 

Dies  war  eigentlich  die  letzte  Arbeit  Precbtrs  iu  diesem 
Gebiete.  Er  wendete  sieb  nun  der  Warnielebre  und  Optilc  sn 
und  gab  allen  seinen  Arbeiten  eine  mebr  praktische  .Ricbtuag« 
Poggendorff,  der  nach  dem  Tode  des  um  die  Verbreiteng  aod 
Erhaltung  gründlicher  Naturforschung  In  Deutschland  so  hoch  ver^ 
dienten  Gilbert  die  Herausgabe  der  Annalen  der  Physik  über- 
nabai,  und  sie  In  demseUben  Geiste  der  Unparteilichkeit  und 
Grfindliebkeit  noch  fortnihrt»  sah  sich  veranlasst«  einen  Aufsata 
Free bt Ts  M<lber  das  Geaets  der  Abnahme  der  Wftrme  mit  der 
HiA«  ans  dem  Jahrbnefae  des  pntytecbnischen  InstUufs  In  seine 
Annalen  anfkonehnen  und  die  Bettterknng  beixumgen,  dass  det^ 
ielbe«  «»ebgleleh  sehen  seit  geraumer  Zeh  dem  3.  Bande  des  treff* 
Heben  Jahrbnehe«  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  In  Weh 
einVeiMbt»  denneeh  nieht,  so  wie  er  es  gewiss  seinem  IntereMie 
naeh  verdient,  dem  grösseren  physica tischen  Pnbfienm  bekannt 
geworden  Ist.** 

In  jene  i^eriode  faller»  noch  die  iiiterressanten  MittheitungeOa 
welche  l*rechtl  in  Gehleji*«  Journal  für  (heniie,  Meteorolo- 
gie, l^hysik  und  Mineralogie  einrückte.  Der  5.  Band  dieser  sehr 
reichhaltigen  Zeitschrift  enthält  eine  Mittheilung  über  den  merk- 
würdigen Steinregen  bei  Stannern  in  Mähren  am  22.  Mai  180^ 
wobei  er  sich  nicht  begnügte,  eine  ausführliche  Darstellung  dieses 
Ereignisses  zu  geben,  sondern  auch  seine  eigene  Ansicht  über 
den  Ursprung  dessslben  entwickelte.  Er  sprach  sich  darin  mit 
Geist  für  die  von  Cbladni  schon  im  Jahre  1704  in  seiner  Schrift 
„Ueber  den  Ursprung  der  von  Pallas  gefundenen  und  anderer 
ihr  ähnlichen  £isenntas.<;en"  u.  s.  w.  aufgestellte  Hypothese  aus» 
dass  dieselben  aus  dem  Weltenranroe  stammen  nnd  weder  in  der 
Atmosphäre  gebildet  werden»  noch  vom  Monde  auf  die  Erde  fsK 
len,  welche  beide  auletst  genannten  Ansichten  damals  viele  Ati- 
binger  aäblten. 

Die  damaU  von  Chladni,  Prechtl  und  Andern  vertheidinte 
kosmische  Ansicht  uUor  den  Lr8[)rung  der  Meteoriten  ist  die  nun 
allgemein  antjenominciie,  da  sowoli!  die  seit  jener  Zeit  reichlich 
gesammelten  lieübatljturiL^pn  dieser  im  VVeitenraume  lerstreulen 
Maasen,  als  aurh  die  Fortschritte  der  INaturwissenschaft  überhaupt 
jede  andere  Erklärungsweise  ihre^  Ursprunges  in  den  Hintergrund 
dräAgten.    l>«e  BestimioIhGit  und  Zuversicht,  mit  der  sieh  P  r  ecbti 
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wmUm  ^üt  sflintii  Sekarfaiim  «nil  kbvMi  Gekt 

Bald  oacb  dieser  Arbeit  erschien  Im  6.  Bande  yooGehlen'e 
Jouroal  eine  freie  Bearbeitung  von  Avogadro's  Abhandlung: 
,^Ueber  die  Natur  des  eleictrischeo  LadaDgesuAtandea.**  Unniit- 
ielbar  darauf  Hess  Preehtl  eine  grössere  Abhandlang  folgen» 
unter  dem  bescheidenen  Titel:  »»Einige  Bemerkungen  Ober  Herrn 
ATOgadro's  Abliandlung'%  in  welcber  er  die  Syninier 'sehe  An» 
eicht  bekämpft  und  In  scharfsinniger,  höchst  anregender  Weise 
zu  zeigen  i»ucht,  am  wie  viel  naturgemässer  die  von  Frlinfclin 
aufgestellte  Theorie  eines  einzigen  elektrischen  Fluidums  seL 
Sitae  wie  folgende:  „Im  luftleeren  Räume  ist  gar  keine  elek' 
Irische  Ladung  mSglich"  ....  „Die Luft  ist  das  natürliche  Vehikel» 
wodurch  uns  die  Elektricität  erkennbar  wird"  «...  „Die  Wirkolg 
der  E^ekliictt&t  durch  Spitzen  ist  keine  andere  als  die  galva- 
nische".... ,J>ie  Spitaen- Elektricität  bewirkt  im  Allgemeinen  im 
den  .Th eilen  des  Kiirpers,  welche  sie  alBcirt,  dieselben  Aeodenni» 
gen  wie  eine  »ehr  hohe  Temparatar"  n.  dgl.  n.  Sitae  wie  diene» 
zur  damalis^eD  Zeit  ausgesprochen ,  mOgen  telgeD»  In  welehen 
Gellte  Preehtl  seinen  Gegenstand  anihiste. 

Im  T.Bande  (lä08j  von  Gehlen 's  Journal  finden  wir  eine 
umfangreiche  Abhandlung:  „Beitrage  zur  elektrischen  Meteoro- 
logie'*» in  welcher  Preehtl  Vf)lta'H  Theorie  des  Hagels  zu  wi- 
derlegen und  ilir^  8th\\.i€hen  iSoitoti  aul/.ndecken  sucht.  Letzteres 
ist  ihm  jedenfalls  in  »ehr  scharfisimii^er  Weise  gelungen .  Die 
Worte,  mir  welchen  Preehtl  diese  Abhandlung  einleitet,  sind 
für  seine  Gesinnung  zu  bezeichnend,  als  (\^f^n  me  hier  unerwähnt 
bleiben  (lürlteTi.  Er  sa^t:  „Je  berühmter  der  IVIann  i&t ,  unter 
dessen  Finna  hIcIi  eine  Meinung  im  wissenschaftlichen  Publicum 
introducirt,  desto  strenger  i«<t  die  Pflicht  Aller,  denen  der  wahre 
Fortschritt  der  Wissen^t  halten  am  Herzen  liegt,  diese  Meinung 
mit  der  grossten  Sorgtait  zu  iHitersuchen,  und  nie  zuzu^^^eben,  dass 
durch  eine  Ghelverstandene  Dankbarkeit  gegen  cruorbene  Ver- 
dienste irgend  ein  Irrthum,  sei  er  auch  in  das  glänzendste  Gewand 
gehüllt»  in  den  heiligen  Tempel  der  Wissenschaft  schleiche." 

Im  folgenifen  Jahre  IBOHi  erschien  eine  Fortsetzung  dieser 
Ahhandlang  (Band  8),  In  welcher  Preehtl  sdne  eigenen  Ansich- 
ten Aer  die  elektrischen  Meteore  entwickelte.  Er  behandelt  die 
Qoeflen  der  LnftelehtrlcitSten  nnd  giebt  eine  Theorie  der  Gewitter» 
als  deren  ipfecielleii  Fall  er  den  Bagel  darstellt. 

Er  verspricht  am  Ende  seiner  Abhandlung  die  Fortsetsnig 
dmelben  mit  £»lgendeB  Worten;  „In  der  Fortselsung  dieser  AJh 
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hudlang  werd«  ieh  dt««  Tbeorie  iD  Unw  «hMBelMir  TMIw  muä 
in  Ihren  MudificatioiteD  wmltm  «weiModor  MfeMn}  leb  wenie  ata 

durcK  Recbnung  und  Erfahrungeo  eq  jener  Evident  bringen,  die 
dem  gründlichen  Natarforscher  genügt  Ich  werde  zeigen,  wi^ 
volUtKndig  sie  alle  Erscheinungen  und  ihre  Begleitungcui  erkifti^ 
die  bei  diesen  Vorgängen  in  der  Natur  stattfinden,  die  de«  Hflgela 
mit  eingeschlossen;  wie  hell  sie  uns  bis  in  die  letzten  Gründe 
dieser  verwickelten  Erscheinungen  sehen  lässt  und  wie  sie  diesel- 
ben mit  allen  übrigen  in  der  Natur  in  feste  Verbindung  bringt" 

Leider  ist  dieses  Versprechen  nicht  in  Erfüllung  gegangen, 
wahrscheinUcb  weil  Precbtl  m  dieser  Zeit  in*8  pralctische  Lebe» 
trat  und  neue  Ideen  seinen  Geist  erAtllten,  die  Wissenschaft  a«eb 
schon  so  t&sch  fortscbritt,  dass  er  nicht  mdir  Masse  fand»  ihr  In 
aNen  Zweigen  sn  folgen.  Bei  grosserer  Anregung  ^00  AtMSen; 
«!••  EU  jener  Zelt  mSglich  war,  wfire  diese  Fnicbt  «eines  Geisteii 
fielleleht  nicht  nntergegangen.  Dies  ist  om  so  mehr'  au  bedaoem, 
nie  -wir  aneb  Jetzt  noch  keine  ertschOpfende  Theorie  des  Hagele' 
besHien* 

Im  Jahre  1813  sah  sich  Prechtl,  vorzugsweise  zum  Gebr<iiiche 
bei  soinen  \ Orltsiuigcn,  veranlasst,  ein  „Compendium  der  Chemie 
in  ihrer  tecfini^dien  Beziehung'*  zu  verfassen.  Dipses  Buch,  wel- 
ches mit  grosser  l'inr;irliheit  und  Klarheit  das*  Wichtigste  des  za 
jener  Zeit  Bekannten  aus  der  Chemie  enthielt,  %vurde  im  Ifi-  mid 
Auslande  so  beifällig  aufgenommcTi ,  dns?«  es  schon  nach  3  Jahren 
verjjriflfen  war.  im  Jahre  J817  erschien  die  2.  Auflage  der  „Grund- 
lehren  der  Chemie  in  technischer  Beziehung*'»  welche  bereits  von 
einem  höheren  »Standpunkte  aus,  die  damals  mehr  entwickelte 
Wissenschaft  behandelte.  In  der  ersten  Auflage  folgte  Prechtl 
noch  j^anz  den  Ideen  Berthollet's ,  während  er  in  der  zweiten 
sich  bereits  genöthigt  sah,  die  Lehre  von  den  Aequivalenten  im 
Sinne  Richter's  auisunehmen;  freilich  stellte  er  dieselbe  nicht 
an  die  Spitze,  sondern  schaltete  sie  bei  den  Salzen  ein.  Die  Art, 
wie  Prechtl  diese  Lehre  schon  sn  Jener  Zeit  behandelte,  ist 
meisterhaft  zu  nennen,  und  es  wäre  zu  wünschen,  dass  sich  manche 
viel  spätere  Schriftsteller  hierin  Prechtl  zum  Muster  genommen 
hätten.  Erhebliche,  den  Fortschritt  der  Wissenschaft .  «tiSiende 
Missverständnisse  vrfiren  unterblieben,  wenn  man  immer  so  streng 
wie  schon  damals  Precbtl  das  Tbatelcbliche  von  dem  Hy|«otbeT 
tischen  getrennt  hätte.  Er  spricht  nur  von  Aequlvalentes  nnd  be* 
sieht  diese  auf  das  des  Wasserstofies»  welches  er  ssl  eetat,  wohl 
wissend,  dass  man  nicht  genauer  rechnet,  wenn  man  dieee  and 
alle  folgenden  Aequivalente  mit  12.5  oder  Irgend  einer  endet«« 
Zahl  meltiplicirt.   Es  bedurlte  eines  langen  Umweges,  bie  mee 
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wieder  einzugehen  anfing,  dasn  die,  von  niebt  Wenigen  föf  die 
Wahrheit  selbst  gehaltene  Atonientbeorie,  nur  eine  noeh  tiemlich 
oKingelhafte  Hypothese  sei,  und  bi«  man  endlich  zur  ursprOni^ltcheif 
Einfachheit  zurückkehrte,  wie  dies  jetzt  geschieht,  wenn  gleich 
nicht  an  Bemühungen  fehlt,  die  neue  Verivirhdiii^  in  die  WtMcti- 
»cbaft  za  bringen  drohen.     *        '  * 

£«  ist  eigenthfimlicb,  dass  P recht!  keine  eigenen  Forseliaii« 
IB^en  auf  dem  ebemieehen  Gebiete  hlnteHleeet'  ob#4bl  er  dieeee 
Facli  lehrte  und  eine  ee  grttadÜclM  Kenatnle*  deeecMieii  hi  eltte 
Riehtongen  hesase,  wlbteMl  er  eieh  doch'  In  der  Pfayülk  al«  origi- 
neller Fececler  betbttigle.  BerGnmd  -bleren-  nag'  wohl  darin  wä 
«Mcben  eehi»  daee  lu  jener  Zell  die  eigentlleb  experimeetlrendd 
Riditmig  Iii  ^  Cbemle  In  Deofeebfaed  noeh  ee  wenig  enHriek«M 
mr  vnd  Freebtl  In  den  fHlberen  Jahren  wenig  GelegenbeH  butle» 
«ebie- TbiHgbelt  naeb  dieser  Seite  Mn  an  wenden.' 

Ein  halbes  Jahr,  nachdem  Prechtt  die  2.  Auflage  seiner  Cheraie 
herausgegeben  hatte,  erschien  seine  „Anleitung  für  zweckmässige 
Einrichtung  der  Apparate  lür  die  lieieuchtung  mit  Stelnkohlepgas" 
(Wien,  bei  C.  Gerold  1817).  Prechtl  hatte  zuerst  in  Oestreich 
den  iUuth,  in  Verbindung  mit  Araberger»  dem  damaligen  9ehr 
eu«gezeichneten  Professor  der  Alechanik  am  Institute,  einen  Ver> 
euch,  die  Beleuchtung  mit  8teinkobIengas  in  grOMerem  Maaaaatfibe 
aaesuftihren  und  swar  an  Insütute  aeibet. 

Der  Veraoch  gelang  man  kann  sagen  für  die  gegebenen  Ver- 
hältnisse vollstaniiig  und  es  wurden  so  viele  Anfragen  an  Prechtl 
in  dieser  Angelegenheit  gerichtet,  dass  er  sich  zur  Heraus^nbe 
der  obigen  Schrift,  der  ersten  selbständigen  in  Deutschland,  über 
diesen  wichtigen  Industriezweig  eiitschloss.  Dicisfibe  enthielt 
xuaucbe  damals  neue  Erfahrungen  und  nützliche  Winke.  - .  .  • 

Von  dieser  Zeit  an  wendete  Prechtl  «eine  Ilflerariscbe  Thlltlg- 
keit  vonOglicb  den  von  ihm  in'a  Leben  gernf|enen  rortreiTiciien  Jahr- 
bfieherp  au«  die  er  darch  seine  eigenen  Arbeiten  au  beben  iind  au 
beteben  aucbte.  Dieee  Jahrbficher  bilden  eine  unonterbrecbeneRelbe 
ron  20  Bfioden  vom  Jahre  1819  bl«  18311.  Schon  Im  Jahre  1881 
erecbien  eine  2.  Auflage  deal.  Bandea.  Sie  aiod  ein  «preebender 
Bewein,  wie  richtig  Prechtl  eeine  Aufgabe  ab  Diredor  eiaea 
Inatltntea andaaate,  dae  nach  dem  Willen  aeinea  erhabenen 
Grdttderey  eine  de?  UnIreraltJlt»  aewohl  In  Ihren  ine* 
nere»  VerbiltnIaeen,  %\n  tn  Ihrer  Tendena  glelebge« 
eieilte  Lebranatalt  fdr  die  einer  teebnfeeben  Anwitfn»  " 
d«ng  fib4geii  Naterwieeeneebaften  eehi  -«-  nnd  webl 
n««b  bleiben  seilte.  Seihet  ein  leecbtendee  BrfepM  tailleeer 
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TkütigkeH  mid  origlDeller  AniMAimg  der  WisMMcb«!!,  ri«»  « 
4ie:  iUniren  und  jüngeren  Glieder  des  Institute«  mit  «Ich  fort» 
überall  iwsx  Selbetforiicben  an,  uod  etend  Eetfaeod  and  ao- 
ff|g.eod  jedem  zur  Seite  —  ein  Vorbild  ßir  aJle.  entwickelte 
eleb  einher  auch  am  In^ititute  ein  Geist  echter  Naturforechnngt 
wie  er  noch  zu  keiner  Zeit  vorher  an  irgend  eii|e»  Punkte  der 
Monarchie  hervorgetreten  war. 

»••i.'Firecbtl  bat  in  diei>en  Jiihrbilehem  nicht  weniger  als  33gr0e- 
«ere  und  kleinere  Ahhandlqv^wi  niedergelegt  Mehrere  haben  den 
Zweck,  wichtig«  .fintileelni«g«n  ana  im  Gebiete  d«r  Mechanik, 
Cbe#ie»  Physik,  hesondeas  «Mn  sie  einen  Einflee»  wtiP%  praktische 
Lehen  an  Oben  heetitnmt  wai^o»  IweBcli  derzuateilen  und  im  V»> 
IWMdt  Mniml  «v  «ttchen  ,  and«M'Wlif«i  kfUiedier  Natur  und 
••lllgliiiror,. angepriesenen  Erfindungen  warnen,  wenn  dl»  Tbeori* 
Ton  Verne  berein  ihre  UnaaefQhrbiirk«il  ngbanweiaen  erlanblt. 
Aber  auch  an  Orif^nalsrbeiten  UeaA  es  Prechtl  niebt  fehlen, 
^itti  den^ti  hier  n'iir  ehlge  besondere  erwlhat  «eia  nOgen.  Im 
4.'Bind«r  (1823)  findest  nicb  die  Besebreibong  imd  gründnebe  Be- 
rdübdbttg  eftiM'  nidttefi '  Bu'o«i6p«B  kom  Höhenmeaaen»  dai  wobl 
baotTtsfichlich  dei*  iinvellkmnmeiieD'  AneMnmg  wegen^  in  -dvr 
fb^i'Ptihiikora  kam,  weniger  Aalbierkaaaftcft  ert«gla  ata  «a  var 
dldMta.  Preebtl  flfblta  aelbet  die  Schwierigkeiten,  weldie  ^laaai 
UntiiilBlHit  bei  der  Verfartignng  darbot,  aod  ala  ein  Bawala  Ufr 
die  Anadaaer,  mit  der  er  eine  ebmial  galkaafe  Ided  veffalgta,  mag 
dl^Q^  d^  er  apiter  Im  iO.  Baad«  der  Jabrbicber  elae  Varala- 
U^ijkox^%*  ^^ß$M|»  Inatraiaentea  angab»  wodurch  ea  jedeafalta  viel 
braai^biirfr  irardei^and  In  dleaer  YerSnderten  Geatalt  alloB  an 
depaeelbeii,,Zwe|d(  apSter  angegebenen  Inatrumenlea  dleaer  Art 
vorpaaiebiio  aela  dOrfte.  . 

Eine  «indere  im  14.  Bande  d.  Jahrb.  enthaltene  Arbeit,  die 
ebenfalJs  der  Wiederaufiiahnie  nerth  wäre,  b'xuA  die  Versuche, 
welche  Prechtl  „Über  die  Beziehung  der  Adhärenz  der  ISIetalle 
zu  ihrer  elektrischen  Differenz"  anstellte.  Es  ist  zu  bedauern, 
da8S  Prechtl  diesen  Getenütand  nicht  selbst  weiter  verfolgt  hat, 
da  ihm  auch  die  äusseren  Mitte!  hierzu  in  der  von  ihm  gegrün- 
deten vortrefflichen  Werkstätte  des  Instituten  (noch  gegenwärtig 
unter  der  umsichtigen  Leitung  des  rühmlichst  bekannten  Werk- 
meisters Herrn  (  hristopb  Starke)  reichlicher  Gebote  stand» 
als  irgend  Jemandem. 

.  Wa-flela»»  <ilt  ^amrbafflal  feMBnliabea  üaimiiabmUcbbeit«» 
f «ibiii4ma  «miicba«  Gcaabifta  Ueaami  Pf  ecbtl  'daaiiocb  ZA, 
ilab  .«ebat  der  Haraaagabe-  idaf  Jabibftebar.  a«ab  naai^M  aodaimi 
UtMNdHhM  AiMlaa.  m  bttbtWgWk   Dia  giMaa  VavffllbimM* 
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tiatti»  der  optischen  fnstrumente,  namentlich  Her  Femrl^hre,  welche 
insbosonfJere  durch  da«  Genii»  Fraunhofer 's  in  dem  ersten 
Viertel  unseres  Jahrhunderts  erreicht  w«rd,  so  wie  die  FestSlat^ 
long  ihrer  Theorie  durch  Herschel»  Yoang,  Llttrown.Ai 
lenlcten  die  Anfmerksauikeit  Prechtl's  auf  diesen  so  anziehenden 
Theii  der  Physik.  Ausi»er  verKchiedenen  Auf^fttzen  Äber  einzelne 
Theile  der  Optik  verf>ffentUchte  er  im  Jahre  1828  «eine  ,, praktische 
Üioptrilc*'  (Wien,  bei  Hcubner,  1828),  durch  welche  er  den  Künst- 
lern und  Liebhabern^  die  sich  mit  der  \  erfertieruncr  astronomischer 
Ferurrthre  helVissen,  einen  Leitladeri  in  dio  Hand  geben  wollte^ 
der  8ie  in  den  Stand  setzen  sollte  ,,die8e  optischen  Instrumente 
mit  jenem  Grade  der  Voilcndunt*^  herzustellen,  die  sie  nach  dem 
heutigen  Zustande  der  \\  is^enüchaft  und  fvunst  erriicheD  kOnoeo»^* 
Dieken  Zneck  hatte  Prechtl  auch  erreicht,  denn  es  fehlte  fperede 
damals  an  einem  ähnlichen  Werke.  Dieses  Buch  fand  daher 
schoeil  eine  grosse  Verbreitung  und  hat  gewiss  zu  dem  Atif" 
schwuoge  heigetragen,  den  die  praktische  Optik  in  Wien  fiahm, 
«od  zur  Erlangung  des  hohen  Ranges,  den  sie  noch  gegenwftrtig 
behauptet  Dasselbe  darf  jedock  nicht  fflr  eine  blosse  ZusAmnMMi« 
ateüaeg.  des  Bekannten  gehalten  werden;  PveeliU  hat  rfelmel^ 
hl  diesen  VVerkn  Aber  mehrere  Punkte  gant  nwm  AnfscbiMt 
gegeben,  so  dass  es  als  ein  Quellen  werk  erscheint  und  nie  eoUsliti 
nneb  kluifi?  benutzt  wird.  Ale  Beweis  hiefiir  kann  unter  an^m 
dienen,  dass  Prechtl  darin  zuerst  durch  genaue  Messungen  4oc 
Fraunhofer'schen  Linsen  bei  Fernrohren  zeigte,  dass  diese^ 
grosee.  Optiker  die  Hereeherschea  Formeln  der  Berechnung  der 
KrSraroungsbalbmesser  meiner  Gläser  zu  Grande  legte^  wae  eio^ 
mr  die  Praiie  wichtige  Tbataache  iet 

Wie  umfassend  und  tief  eingehend  eich  Preebtl  mit  derano* 
cessl^en  Entwickeiung  der  Naturwissenschaften,  namentlich  In  In« 
doitrieller  Beatehnng  heschfiftigte,  geht  unter  andern  aecli  daraue 
berver»  deee  er  sich  nicht  begnflgte  alles  zu  sammeln.  Wie  4H 
reiehe  Literatur  Frankieiebei  Englands,  Deutschlands,  Itdiene  vnä 
der  Tereinigten  Staaten  von  Nordamerika  ihm  darbot;  t/tkk  Bliek 
wandle  äieh  aucii  dem  ee  viele  Geheimniese  betgenden  Adlea  'bu^ 
«mI  da  war  ee  den  ilteete  Cnltnrrelk  der  Welti  die»  wie  er  eil 
eagle*  ee  eebr  verkannten  ted  nut  Darecht  oll  eo  taieaMbteten 
Ghitoeoen,  die  beaoodera  aeme  AnfneAaaiakelt  auf  eleb  segea» 
Um  mit  eigenen  Aegen  tu  aeben»  and  sieb  ein  aelbeCfilidIgee  üitbeM 
na  bSdeo»  aebeote  er  die  MObe  nleb^  aicb  adl  der  dbinesiaebea 
Spieebe  «nd  Literatur  vertraut  au  nache».  Er  betrieb  dieeea 
tadlmn  aeit  den  Jabre  1680  mit  Biferi  «nd  die  reiebe  tihMamlmg 
bUneeiacber  Weifca»  ee  une  die  von  eebier  flUbd  ipaafhiiihanaa 
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sabireicben  Notaten,  vvelcbe  er  hinterlieMH,  zeip;en  deutlich,  nie  tief 
und  mit  welcher  Vorliebe  er  »iif  diesen  (>i'o^eustand  einging.  Er 
verfolgte  dabei  den  Zweck  (worüber  er  sich  oft  gegen  den  Ver- 
fMftcr  dieser  Skizze  nus^^pracli),  die  Geschichte  der  Erfiodungeo 
ioCbioa  su  bearbetten  und  e»  ist  8ebrzu  beklagen,  das»  er  diej^en 
Plan  nicht  durchführen  konnte.  Ein  wichtiger  Beitrai^  für  die  t^o 
merkwürdigen  und  noch  »o  weniij^  gekannten  C»osetze,  narh  wel- 
chen sich  die  CulturverbäUoiRse  des  Menschengescbieebtes  ge- 
stalten, unterbleibt  dadurch  vielleicht  für  noch  lange  Zeit»  denn 
wann  \\  ird  sich  wieder  die  kenntniss  einer  noch  so  selten  betrie- 
benen Sprache  mit  gründlicher  uaturwi»i8en8chaltlicher  liildung 
bei  cineu)  Manne  in  einem  solchen  Grad»'  zusammentindeo,  wie 
dies  bei  P  recht!  der  Fall  war  und  wie  ei*  auch,  selbst  nur  zur 
annäberridcn  Lösung  einer  solchen  Aufgabe  nothwendii;  i^t.  AU 
schöner  Beweis  für  seine  Bescheidenheit  kann  angeführt  werden, 
dass  manche,  selbst  mit  Prechtt  belreundete  Manner»  von  diesen 
aeilien  aassergew<)fKdi<  hen  Studien  keine  Ahnung  hatten*  JUit 
dem  halben  Wissen  Prechtl's  in  diesem  Fache  hatte  mancher 
Meb  xum  Sprachforscher  gestempelt.  Prechtl  schwieg  davon, 
4i  er  necb  kein  ilun  binreichend  widrig  MMbeiBOodc«  BaMikal 
MtalMia«»  balte. 

Im  Jahre  1829  fasste  Prechtl»  angeregt  durch  Freih.  v.  Cotta 

und  getrieben  von  dem  patriotischen  Streben,  die  ^  aterlandische 
Industrie  nach  Kräften  zu  fördern,  den  Entschlu.ss,  ,,eine  techno- 
logische Encyklopadie  zum  Gebrauche  für  Cauieralisten»  Oekonu- 
men,  Künstler,  Fabrikanten  und  Gewerbstreibeude  jeder  Art*' 
herauszugeben. 

In  der  Tbat  erschien  der  erste  Band  diesen  schfitzbaren»  ja 
In  seiner  Art  einzig  dastehenden  Werkes  schon  im  Jahre  183Q 
(Steltgnrt,  im  Verlege  der  J.  G.  Cotta'schen  Bnchhandinng;  Wien, 
M  C«  Gerold,  In  dessen  Buchdruckerei  der  Dmck  besorgt  minie). 
Preebtl  .war  ein  zu  grfindlieber  Kenner  niler  tecbnlsebe«  Zweige 
4er  Nntiitwissenschnften,  als  dass  er  sich  bitte  die  Sehvrieiigkel* 
Isn  eines  solchen  Unternehmens  verhehlen  kfianen,  dennoch  aber 
vateaschlts|e  er  dieselben;  für  dbs  erstsfe  spricht  der  Cmsinnd« 
dass  er  sich  gleich  nnfangs  die  beiden  ansgeielcfaneten  Technolo- 
gen'.AI  tai«tt  er  ttodKnrmarsch  nb  stindige  Mitarbeiter  beige- 
eeUtOt  flir.  dae  letxtore,  dnas  er  den  Umfang  den  Werkes  auf  10 
bis  ISfiindb  resteetat^  irihrend  bereite  10  erschienen  eind.  Wer 
heent»  niidh  Im  Jnhre  1830  die  so  Obcreiis  rasehee  Fortochrltln 
der  .Netirwisseiischaften  ermessen.  Die  Zelt  «brnssender  EncjN 
hiepidlen  gnnae-Gruppen  von  Whmensehnflben.lst  roriher,  mno 
knu  .Mi'  Mhr  Wirterhicher  Pk  ehmelne  Fisher  schieihen  «od 
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MÜMPt  dieae  M«l«ii, '  wie  «II»  nm&nu  üatm'elmNnHiMi  4Imi#  Art 
Migen*  fitoMe  Seliincrij^kelteii  dir.  Wl«  Pr«dbtt  »Nein,  WBk'-m 
«Bgriff,  eioe  neu*  Seite  «bxiigeifhimii  'wiiMite,  so  «miliMer.  -Mm 
EocyldopIdieuittoriiebelMsliih  nimnch  vonalltii  MherM  W«rk«i 
dw«er  Art  dadoreb,  d4Ma  sie 'nicht  nach  SeMagw5rt«Tii/aofi» 
dern  naeb  Sachen  alphabeliaeh  geordfiat  iat,  waa  viele  Wiederhol 
hfigen  Termied  nad  eine  groaae  VereHifhchnng  erlanhfe.  Die  Hanpl- 
leodena  dea  Werben  iat  iwar,  iri«  das  Leben  Preebtrs  sdbiii; 
eine  prakitsche,  aber  mit  streng  wisaenscbafllkiber  Begrflndnnsi 
Daas  Übrigens  Precbtl  diesem  Werke  niebt  bloss  seinen  Namen 
lieb,  sondern  selbst  daran  bafs  Tbütig.^te  mltaibeltMe,  sieht  man 
«ns  der  grossen  Ansaht  der '  Arflkel,  die  von  Ihm  Terfasiit  sind; 
«nd  deren  Anzahl  in  den  Torliegenden  19  Binden  niebt  weniger 
als  9l^betiigt.  Üamntef  sind  mehrere  ron 'bddentenden  Umfange^ 
wie  «ber  ,,Gasbelettcbtiing'«  (Bd.  6. 1835)  7  Bogen  atark,  »iHdbning^ 
(Bd.7,  ]m)6Bi>gen,  ^.Leder*'  (Bd.  9, 1839  fbast  7  Bogen,  »Wns^' 
knast^  (Bd.  10^  1840)  3  Bogen  n.  s.  f.  * 

In  der  That  nahmen  avcb  dieae  Arbeiten  alle  freie  Zelt 
Preebtrs  in  Ansprnch,  welche  Ihm  die  mit  der  Ansdebnong  des 
Instituts  rasch  wachsenden  GescbSlIe  fllirig  liessen.  Er  befaaste 
sich  daher  seit  dem  Jahre  1830  nicht  mehr  mit  eigenen  Forschan* 
gen  nnd  die  nach  dieser  Periode  erschienenen  Jabrbdcher  enthal- 
ten keine  Mittheilungen  dieser  Art  von  ihm,  mit  Ausnahme  des 
oben  erwähnten  kuraeo  Aufsatzes  im  letzten  Bande  derselben.  'Nur 
mit  den  speciellen  Arbeiten  zur  Vollendung  seines  Werkes  Über 
den  Flug  der  VCgel  beschäftigte  er  sich  noch  bis  zum  Jahre  ISIOl 

D'ie  Gewissenhaftigkeit,  mit  der  Precbtl  die  binMcTrtlich  der 
Eneybiopädie  Obernonimen^n  Verpflichtungen  zu  erfüllen  suchte, 
ao  wie  sein  vorgerdektes  Alter  sind  der  Grund,  dass  die  Akademie 
sieb  iceiner  c^röüseren  Mittheilung  von  ihm  zu  erfreuen  hatte.  Die 
Jahre  der  Kraft  und  der  literarischen  Wirksamkeit  Precbtl's 
waren  vorfiber  als  unsere  Akademie  !n*s  Leben  trat,  er  gebSrte. 
deraelben  mehr  ala  Ehrenmitglied,  denn  a|a  wirkliches  an« 
Seine  frflberen  Originalarbeiten  wären  Zierden  der  Schriften  jeder 
Akademie  gewesen. 

Precbtls  Gesondheit  war  schon  im  Jahre  1847  angegriffen, 
er  veriiess  von  dieser  Zeit  an  den  Winter  htncfurrh  sptne  Wob^- 
mng  nnr  selten  und  föhlte  bald  nicht  mehr  die  Kraft  In  bich^ 
seinein  schwierigen  Amte  in  der  Weise  vorzustehen,  w  tt  er  es 
den  Staate  und  sich  aelbst  schuldig  zu  aeiA  glaubte.  Er  süchtig 
daher  Im  Jahre  1849  am  seine  Peusionlranp  ma,  die  Ihm  nlt^lht 
lese  von  U.  JnK  1849  gewährt  Wurde.  .  /  . 
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I  8e.  kk.  ApoBt  MajMtXt  gmblMi  Prechtl  bei  teer  Gefe- 
ftnKeit  In  gerechter  AnerkeoniiiiK  seioer  Verdienste  um  M^teel 
«od  WiseeWMliaft*'  dae  Ritterkreui  dea  fieterr.  kaie.  Leopoldordeoe 
m  'verleiben,  woraef  dessen  Erbebvog  Im  den  osterr.  Ritterstand, 
den  Statuten  diesee  beben  Orden«  gtmlee»  erfo%te.  Die  Stadt 
Wien  batfe  ihm  io  Aabetracht  seiner  mannigfaebeH  mit  Erfolg 
bf5nten  Bemfibangen  am  da«  Gemeindewesen  im  Jahfe  1847  das 
Bbreabtirittrracht  erthetli  Oer  Akademie  gahUrte  er  aeit  ibrat 
Gfflttdiiiig  «la  vrbrfcUclMa  Mitglied  aa  <). 

Die  letzten  fünf  Jahre  seines  thätigen  Lebens  verlebte  Precbti 
mbig  und  heiter  ira  Kreide  seiner  Familie^),  immer  noch  (geistig 
l^ch&ftigt,  hh  ihn  der  Tod  am  24.  October  1854  ereilte.  E« 
war  ihm  noch  ?ergünnt»  die  technische  Encyklopfidie  weaigsten« 
im  Mannscripte  zo  vollenden,  der  2(KISaod  derselben,  uigfeieb 
dM  loUte^  bfliadet  «icb  «atar  dar  Piaaeci  md  wiid  ulicMeaa  «i« 
aaMaaa. 

Wirft  mau  nun  Uen  Blick  zurück  auf  dai>  Lehen  und  Wirken 
Prechtr«:.  so  kann  man  nicht  umhiu,  zuzugestehen^  dasa  er  ein 
Charakter  vuii  ^seltener  Cont^equenz  und  Reiuheit  war;  die  Ansich- 
ten, welche  er  aU  junger  Mann  von  26  Jahren  in  seiner  ersten 
literarischen  Arbeit,  der  oben  ertvähnten  Schrift  über  die  Fehler 
der  Erziehung,  mit  Freimilthigkeit  und  Wärme  aussprach,  sehen 
wir  ihn  50  Jahre  später  noch  vertheidi^ren  und  befolgen,  wie  denn 
überhaupt  in  diesem  Buche  die  ganze  ITichtung  seines  späteren 
Lebens  gewissermassen  vorhergezeichnet  ist.  Sein  Gleist  war 
vorzugsweise  ein  ordnender,  berichtigender,  nach  Gründlichkeit 
atreUfiider,  eiue  ruhige,  natdrlicbe  Entwickelung  in  jeder  Richtung 
ford**rnder;  hieraui»  erklären  sich  manche  EigenibüwUold^aHaflu 
fieüeicbt  aueh  manche  Irrtbümer  «eioea  Illebens» 

Bei  einem  Manne,  dessen  Wirksamkeit  nicht  die  eines  Ge- 
lehrten allein  war,  bei  dem  vielmehr  der  Gelehrte  sehr  oft  dem 
Beamten  weichen  nmsste,  ist  der  Einfluss  der  Gestaltung  meiner 
Zeit,  der  persönlichen  Eigenschaften  der  MSnner,  mit  denen  er 
In  Wechselwirkung  stand,  auf  seine  geistige  Richtung  und  Ent* 
uickelung  weit  grösser,  als  bei  jenen  Glürklichen,  denen  es  ver- 
gönnt ist,  sich  dem  Forscbungstrieiie  ihres  Geistes  qngestitrt  und 
unbeirrt  hinzugeben.  Prechtl  hat  einen  nicht  unbedeutenden 
Theil  «einer  «taunenswerthen  Arbeitskraft  zur  Ueberwindung  von 
Widerstunden  verhraucht,  dennoch  wurde  er  mit  Gerstner  der 
Begrfipdef  der  jetzigen  technischen  lüldungsanstalten  in  Oester- 
reich« Die  Verhältnisse  und  Umstände,  unter  welchen  dies  ge- 
acbab,  nibat  ao  baiaacbten.  wird  diet  Anigaba  jAwjßBi^m  a«M»»  dai, 


Digiii^uü  L^y  Google 


aeMiierr  Minm  Jid^  MfMT-  '        '  MT 
so  «diildeni  mteraianii   

»Ii'   »  • 

1)  Das  vnllutändife  Verrelchni««  d*>r  Titel  und  anderweit  igen  Ana* 
xeichniiogen  Freclitl'«  lautet  wie  folgt:  Trechtl,  Joharin  Joseph 
Kitter  von,  Ritter  des  kai>4erl.  ö«terr«  Leopoldorden«,  k.  k.  Rc^ieriing^ratb« 
eroeritirter  liircctor  de«  k.  k.  poljtechaitchen  Inttitutee;  Khrentiittglied 
des  Industrie-  und  GewerbeYereines  in  Inner-Oesterreiiii,  der  k.  k.  Ge- 
aellschaft  der  Aerxte  zu  Wien,  der  Akademie  des  Ackerbaues  und  der 
Hiaal0  m  Teraaa,  4ea  Vereioes  sur  BefBnieriivg  dea  Gewerbafleiaaea  ia 
PmaaMi,  der  dttonoiniachM  ttvrtlMlRfr  Im  K5iiifr«iche  Sachacii,  dar 
niililacMkaMiaiaehaa  GMellacbafI  so  PoCadtm,  dar  •ll^emeiMii  aebwal- 
aorfadia«  CrMdlaelialll  fdr  die  Ketnrwiaaenacjiaflaii,  dea  ApoCbeker-Ver- 
eioee  Im  Gteaabeniigtbiim  Baden,  der  adileaiaehett  Geaallaelmft 
▼««•rliediaeke  Oaller,  der  Geaetladiefl  w  VerTellkemmeanir  der  lUbMle 
w4  Gewerbe  au  Wursberg,  dea  kdn.  pelytechnlacliea  Vereiaea  in  Baien, 
des  grossherzo^lich-iiessischen  Gcwarbarereinea  zu  Darmstadt«  dea  Ge- 
werbsvereioes  für  das  Königreich  Hannover,  4t»  Gewerhsvereines  in  Lahr, 
dea  Apotheker» Vereines  im  nördlichen  Deutschland;  Mitglied  der  k.  k. 
Landwirthschafts- Gesellschafcea  tu  Wien,  Grats.  Lnibech  Wd  Brünn, 
der  Gesclluchiiftcn  fiir  Nntiir^vissensrhaftcn  und  Ufilktindf  zu  Heidelberg 
iirui  7(1  Dresden,  der  Ge8elisf:haft  xur  Befürdcrung  der  gesanimten  Na- 
tnrwissenschaften  zu  Marburg,  des  landwtrthsrhaftnchen  Vpreinea  im 
Grossheraogthuin  Baden,  d^s  Vereines  xnr  Krmnntf rtmg  de«  Gewerba- 
geistes  in  iiobuitTn;  correspondirendes  >ltlglied  der  k*  k.  iiiftt^tute  der 
Wissenschaften  und  Künste  zu  Mailand  und  Venedig,  der  kön.  baierischen 
Akademie  der  Wiaaeaachaften ,  NatieaaMaalilatoe  aar  BefiMemag 
der  Wiaeeaaekaltea  aa  Waahington,  der  Geaellaeliall  aar  Befecderaag 
der  adlsttehea  Kfiaale  «ad  ihrer  BilfawiaaeaaeliaflleB  aa  Fraakfart  a.  H 
Aar  iiel^rtechiiiaelNa  GeaeHiahcft  an  IMef  Ekfoikfiffev-der  kl  k  Häupt- 
«id  Batideetaiadl  VIea. 

S)  Frech  tl*s  Güttin  starb  schon  im  Jahre  1837  und  er  rerlor  durch 
diesen  härtesten  Schlag  dos  Schicksals  eine  Lebensgefährtin,  die  eben 
so  ausgezeiehnf t  war  durch  Geist  und  Bildung,  als  dnrch  einen  edlea 
ChHrakler.    Au»  dieser  Ehe  aiamiiUen  9  Kinder,  nämlirh  5  Söhne  un<f 
4  Töehter.    Der  lUteate  Sohn,  Radolf,  gebo^  30.  Jänner  1821,  isr 
gegeairirt%  Im  %•  k«  Fiaaaamtaietetiaai  ak  Cencipitt  angeeteRt.  Btit 
■mekseherae^  Uwiff  U^Sefiomke»  18M  gabetea;  aitf  kallbmiaviillM» 
lAaglii«,  de«  B«age  aiidk  dar  Rnla  ^       fiirfCflB:€tamd.deii  Üi^M 
gaalear-Akudemle,  ^rd«  im  Xttw  im  timmi  MOm'Vwk '17  \Mkitm  mik 
l4.JaBl  IMl  durch  eia  Sehartachlleker  ealrieaeo.  Die  ilteate  TnehteTt 
IlbvU,  let  )|C||i4^llg  aa  deaPMnMl»  ici*1CaMl^eUtlitlpbr>iana 
Laaaa  am  k.k.  Ojmaaainm  suSpalate  terahelicht.  Die  aweite-'hMlIltfi' 
Caroline,  geboren  26.  M&ra  181 6j  atarh  an  9.  Mal  1064  ale  WIttwe 
dea  h.  k.  Bern  OherfaaaatatkMa'Or.' Ludwig  Aagaet  Kraaee.  Die 
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psljItdniachM  iMlitoto  mdl  PHUm  dar  DiveaClM  d«f  k.lt.priv*  KalNt- 
VeidlMMida-NMdlNilui»  Hern  J«a«fh  St«fliia«r«  DI«  viert*  Taabl». 
Bali  He,  gvlioraB  ».NoTeiobar  1918^  ^aaCreae  AMM  IhfwNattar,  aat- 
g«alatlel  »It  aiaam  a«li«Ma  Talanta  fdr  Malaret,  aterb  im  Sl  iahte 
ihm  AllM»     SaSayl.  IMS.  DmI  Kaafcra  aU  ta  dar  KiadlMll  naMtavtea. 

(Dato  volUtfinHig:^.  nenn  Seiten  füllende  Verzeichnita  der  säromtiirhfn 
Sr.hrfften  Prerhtt  «  uwwa  man  in  der  «ehr  verdieoatiichen  Schrift  des 
Berra  Prafeaaar  Schnitter  «elhst  nachaeben.  G.) 


Zur  CapiUdira  -  ond  RenleiiveralcheraBg* 

r 

Lehettaverticheruoga-Calcalator  der  k.  k.  p.  Axieoda  AiMcaratltca 

zu  Trieat. 


Der  BerctbMT  «im  Sanunlviig  PHtalfatarifen«  Oi  dit 
verachledeiien  gangharan  Veralcbeningwrten  aaf  dhw  Labea  «4 

Absterben  der  Menschen  ^  bedient  sich  bekanntlich  einer  Reibe 
▼OD  HUfsgrössen,  die,  spaltenweise  auseinander  abgeleitet,  die 
Elemente  bilden,  aus  deren  Zusammensetzung  schliesslich  die 
Prämien  selbst  entstehen.  Von  der  Mortalitatstafe!  au§?eheii(i, 
rechnet  er  zuerst  die  discontirten  Zahlen,  die  i!:>uinmen  der  drs- 
«BMtiften  Zahlen  y  und  wieder  die  Smom  dieser  letzten. 
einem  beatlmoiteii  V«iMcbeningsvffHnig«  entsprechende  allgeneiee 
Wmwmi  «UmI  dMto  nar  als  Weimmg^»  mit  dm  Alter  «Ii  Argawei^ 
die  MffMpMidimideii  aUfiMÜeo  m»  4ea  Sfwltee  «n  wifeebtt» 

Ist  ^  die  dem  Alter  ta  eAtoprecheode  ZeU  der  Mofwi^ 
tetafafal 
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Erlegt  nun  z.  B.  ein  mjähriges  Indbiduam  sogleich  die  Somme 
CK  and  durch  a  Jahre  sn  Anfang  jedes  Jahres  die  PrSmie  um 
bei  seinem  Abieben»  wenn  dasselbe  in  den«  <auf  die  6  ersten  Jahre 
folgenden  c  Jahren  erfolgt,  das  Capital  y  bi  hinterlassen ;  so  ist 
der  Zusammenhang  der  Grössen  m,  a»  6>  e/  «»  f  darch  die 
Crleiehung  |;egeben: 

Für  iit  =  30»  a  =  6  =  ia,  c  =20  »eigen  Tetens  s  Tafelu:, 
i>»=:135.3ö«  1;»=  2177.06,  £«+«  =  1102. 77  =  £«+*, 

hieraus  findet  man  nach  (1)  iiir 

J^O,  y^lOO:  «=16.70 

«nd  llllr 

4 

fUr  di^se  einmalige  Einlage  a  oder  jene  durch  10  Jahre,  zu  An* 
fang  desJaKree  su  entrlcbtende.Prämie  ß,.erhi\\tAm  nach  seinem 
Ahlebeti  das  Gapitai  100,  wetin  er.  cGe  nächstfolgenden  10  Jahre 
überlebt  und  in  den  daranf  folgenden  20  Jahren  stirbt. .  Zahlt  Am 
Einlage  nnd  PrSmie«  so  ist  das  Capital  gleich  200. 

Will  eio  mj ähriger,  im  Falle  er  im  Laufe  der  nächsten  u  Jahre 
stirbt,  das  Capital 

y,  2y»  3y,  ...f  oder  iiy 

besiehen,  jenachdem  dessen  Ableben  im  Laufe  des 

L  2»  3  oder  fiten 

Jahres,  erfolgt,  so  kann  die  einmalige  Einlage  anf  folgende  Art 
bestimmt  werden: 


•  )  S.  J,  J.  Littrow  .,Ueber  Lelicn§ver«i("licriing'en  nnd  an- 
dere V  crHurgiingNtiniitallen**,  Wien,  1832.  Um  die  Wiederholong 
TOnEntwicketnnir^«  welche  allenthalben  io  WerlcenfiberliebeatTerdcheraiig 
Torl(otuit)ta ,  /'II  vermeiden  und  dsa  VoMtftnliitlM  d«i  lahalU  dtfior  Abhaad- 
tpag  such  deuenigsn  möglich  sa  machen, .w^l^h«  pwsx  mU4erlIsj0i«nia^, 
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VoB  Am  V«raicliefieB  stirbmi  im  Lanfa  de«  «ton  Jabm 

'     .  < 

am  Eada  dos' «tan  Jahre«  hat  also  die  Caeae  die  Ausgabe 
diese  aaf  den  Anfang  der  Versicherung  discontirt  und  auf  alle 

■ 

Am  Mitglieder  gleichfurmig  vertheiit,  gibt: 

als  Antheil  des  Einzelnen,  am  gegenwärtigen  Werth,  der  am 
Ende  des  ^tcn  Jahres  zu  leistenden  Zahlungen«  Setzt  man  in 
diesem  Ausdruck  der  Keihe  nach  a'  =  l,  2,  3,....n  und  addirt, 
so  ist  die  Summe  oftcnbar  uicich  dem  Gesammtantheil  des  Ein- 
zelnen am  redncirten  Wert  Ii  aller  ZahhinLin  der  Cas^e  der  Gä- 
aellscbad;  also  gleich  der  einmaligen  Einlage;  '  '  ! 

Die  angedeuteten  Summen  lassen  sich  leicht  durch  die  mit 
£  md  Ef  beieicbneten  Hilf«grö«aen  eraatxea:  io  der  Xhat  iat 


i      Am  \  x       p,  w-  »i. 


dieee  Wertlie  anbetitolrt,  — durch  — ereetxtnnd  die  ho- 

moiogea  Glieder  ziuammeagelasst,  gibt  die  Formel: 


•  Soll  dieae  bedingte  C^ltal- Veraiehemog  atatt  mit  eioer  eio- 
mpligeo  Ehdac*  a»  mit  eioer»  anfange  jedes  Jahree  a»  eotrif bten* 
den  Prämie  ß  erreieht  werden  p  ao  iet  belcanntlicb: 


nicht  aber  mit  diesem  so  nützlichen  Zweige  ihrer  Anwendung  rertrant  8!ni!, 
ist  f>H  nothwrn(!tg,  pleTrli  Fiiiiran<;«  nof  dif  sf  Srfiri'f!  rt!  v'Tirrfseo»  welche 
alle«  eattUUt,  Iva«  irir  in  d«n  folgenden  Rechnungen  bedürfen,     *      ' ' 
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od«r  «ulwfiliiirt : 


a.Dm 


(3) 


ß 


Weno  r=100t  msaO«  «»90,  «o  Ist: 

204.81.135.35 


1679.11 

Die  BeetanMeile  der  Formeln  (2)  und  (3)  werden  aus  der 
Dl&tafel]  entnemmen.  Die  folgende  lileine  Tafel  gibt  solcher 
Beispiele  nelir. 

Tafel  A. 


tn 

1  ii=:20 

o 

ß  , 

1  « 

ß 

0 

06.26 

19.66 

126.8 

15.02 

B 

10.34 

4.33 

106.3 

8.25 

10 

9.96 

2.19 

113.3 

8.69 

20 

13.25 

2.92 

156.1 

12.13 

90 

17.77 

3.94 

204.8 

16.61 

4Ü 

24.ao 

6.45 

282.6 

24.03 

60 

30.00 

8.04 

308.9 

37.65 

dO 

60.96 

14.38 

492.2 

65.12 

70 

98.13 

26.02 

486.5 

70.40 

Bei  allen  Versicherangearten,  welche  Ten  dem  Ahlehen  des 
Versichernden  In  einer  bestimmten  Zeltperlede  abhaiigen, 
kann  die  Bedingung  festgeeetst' weiden»  dass»  Im  Falle  das  ent> 
gegeogesetzte  Ereignlss  statt  findet,  die  eingesahlten  Be* 
träge  wieder  anrflckgegehen  werden  und  Im  Folgenden 
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•oll  DUO ,  anter  Anweotlinig  der  Gltiehoogan  (1) ,  (2)  und  (3)  in 
eioigen  der  Versicheniiigs  -  Praxis  eDtnomineneo  Aufgaben,  die 
«llgemeine  Methode  lar  Aafetellang  der  enteprechenden.  Fonnela 
eriiatert  werden. 


Aufgabe  1. 

Am  macht  die  Einlage  «  und  will  dafür  nach  seinem  Ableben, 
wenn  dasselbe  im  Laufe  der  nächstfolgenden  n  Jahre  erfolgt,  sei- 
ner» Erben  das  Capital  y  hinterlassen.  Wenn  jedoch  diese 
Zeit  überlebt,  so  soll  ihm  die  Einla^^e  a  einfach  wieder  zurück- 
gegeben wertien.  Es  soll  die  Bediugungsgleichang  swiscbeo  m» 
a,  n  und  y  auige^teüt  werden. 

I 

Auflösung. 

Zerlegeo  wir  diesen  Vertrag  in  swei  Theile»  so  haben  wir 
erstens  die  Versiclierong  des  Capitals  y  auf  TodesIkU  innerhalb 
it  Jahren,  die  entsprechende  Einlage  heUse  x\  zweitens  die  Ver- 
sicliening  des  Capitals  a  auf  Lebens  fall  am  Ende  des  nten  Jahres, 
die  sngehurige  Einlage  heisse  y. 

X  findet  man  aus  der  Gleichung  (1)  wenn  ß^Ot  6s0  und 
essM  gesetst  wird: 

der  Kfine  wegen. 

Von  Am  Versicherten  leben  noch  am  finde  des  lUen  Jahre« 
Awt^n  vod  diese  erhalten  das  Capital  s,  dessen  hentiger  Werth 

bezeichnet  also  den  gegenwärtigen  Werth  des  Anthetls  eines  Ein- 
zelnen an  den  Ausp^aben  der  Cassc  für  Am-k-»  Ueberlebende #  und 
ist  demnach  gleich  der  Einlage  yi 

Nun  folgt  aber  ans  der  Diction  nnseree  Vertrages ,  dass  dss 
Im  zweiten  Falle  ▼ersicberte  Capital  a  gleich  der  Gesammtsin- 
lage  *+3f  sei: 
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# 

Slibstitiilren  wir  io  diese  Gleichmig  ilie  Wertbe  f6r  a  und  y  au» 

(4)  uod  (5),  80  iBt 

•  I 

di^  gvmbte  BedingongagleicliaBg  bC  aUa: 


(7) 


r  =         Dm-Dm^  ^ 


Für  m=:JO,  yi=-  20,  ^  =  100  hat  man  nach  HiHetafel  1: 

«=räi — — =30.66, 

* 1 , 04^35. 35  ■         -    '  ^3  -    >  ^ 
md  Mir  CoDtmlle 

=  311.66.  =:  9 . 56  ==30 . 66 21 . 10. 

Auf  diese  Art  wurde  die  folgende  kleine  Tafel  gerechnet. 

Tafel  1. 


m 

n  = 

5 

20. 

IT 

n 

ar 

100.^ 

0 

39 . 38 

35.75 

75.13 

91 

45.11 

13.03 

58.14 

29 

5 

7.31 

22.54 

29.86 

309 

14.18 

8.124 

22.42 

58 

10 

3.53 

13.23 

16.76 

375 

11.61 

7.01 

18.62 

60 

20 

4.54 

10.08 

20.02 

;iri4 

15.74 

8.39 

24.13 

53 

30 

6.08 

19.88 

25.96 

327 

21 . 10 

9.56 

30.66 

45 

40 

8.33 

24.36 

32.69 

292 

29.02 

9.99 

39.01 

34 

60 

13.35 

30.94 

44.29 

232 

42.16 

8.66 

60.82 

21 

60 

20.76 

36.02 

56.78 

174 

58.09 

5.10 

63.19 

70 

34.37 

35.24 

69.61 

103 

71.01 

1.83 

72.84 

1  2,6 
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Aufgabe  3. 

Am  erlegt  zu  Anfang;  eines  jeden  Jahres  die  Prämie  /5,  um 
nach  seinem  Ableben,  nenn  dasselbe  innerhalb  der  näolisttol- 
genden  7i  Jahre  erfolgt,  das  Capital  y  zu  hinterlassen;  überlebt 
jedoch  Am  diese  Zeit,  so  sollen  ihm  am  Ende  des  ?iten  Jahres 
die  n  eingezabiteo  Prämien  wieder  zurückerstattet  werden.  £fl 
•oll  /3  als  FunetioD  von  iit,  n  and  y  dargestellt  werden* 

A  II  f  1  V  «  Q  D  g. 

Wird  auch  dieser  Vertra«»  in  zwei  gleichzeitig  bestehende 
Versicherungen  zerlegt,  so  lautet  die  eine  auf  das  Capital  zahl- 
bar im  Todesfälle  innerhalb  n  Jahren,  die  jährliche  Prämie 
hierfür  sei  o: ;  die  andere  lautet  auf  das  Capital  nß,  zahlbar  im 
Lebensfalle  am  Eu^e  des  ttten  Jahres,  die  entsprechende  jährliche 
Pramie  sei  ^. 

Setit  man  In  4er  Gleichung  (1)  «  =  0,  AasO»  c  =  si,  «o  er« 
bSlt  man 

(8)   E^^En^  =r--^ 


Abkdrziiig.- 

Würde  die  Versicherung  des  Capitals  nß  durch  eine  etoma- 
lige  Eihluge  gemacht,  so  wäre  diese,  wie  In  der  vorigen  Aufgabe 
gezeigt  wurde, 

um  dleae  in  eine  njährige.  anfangs  jeden  Jahres  zu  enirichtende 
PHtnie  y  tu  fetfiTAid^hi,  mm»  sie  durch  den  Aa«ilmc|c 

dividirt  werden;  also  ist 

(9)  3'="^-i5^äs;- 

Berücksichtiget  mau  auch  hier  wieder  4ie  aus  der  I^atur  des 
Vertrages  (^prii^eu4e  Gieigbung: 
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80  hat  man  zur  BesÜnunung  tod  ß  folgende  Keckoimg:  (8)  und 
(9)  addirt  gibt 


ß.{£m^Em^SS^.l9.(Em-£m^)i-nß.iK^* 


oder 


mithin 


(11)      J—  ^-  (^-'•'^WO  — (^m-t-.!— r.  JSt^.«^.!) 

Ui  Mssda,  nssaO,  ysUX),  so  wird 

lOü  53.68—  23.98     ,  „ 
•*=rW     1679.11  =*-^^' 


I(K) 


53.08-23.98 


^  —  i  .04  •  1679. 11  -  30.42.21  ~  ^  •  ^ 


und 


42.21 


g = 20.3.490.  - 1 . 719=1:3.420— l  .701 


Zar  vergleichenden  Uehereicht  folgen  in  Tnfel  2.  «oleher 
Beispiele  mehr. 


Tafel  2. 
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11.62127.40280.088  236 


8.967 
6.022 
6.098 
7.602 
0.409 


ß 


548 
648 

010 
564 
606 

402 

14.5il|19.406^  296 
15.929.24688  182 


10.603 
6.797 
7.097 
8.951 

11.2731 


100.  .  X 

X 


12.285  15.344 


5.342 

1.111 
10.8801 

1.223 
1.701 
2.466 
3.976 
6.506 


6.041 

1.508 
1.171 
1.438 
1.719 
1.906 
1.881 
1.4341 


ß 


100.* 


11.3831113 

2.619 


10.273  0.803  lliVm 


2J051 
2.661 
3.420 
4^1 

6.857 
7.940 


136 
138 
118 
101 
77 
47 
22 
7.8 
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A  Q  f  g;  a  b  •  3. 

Am  zahlt  ein  ft!r  alle  Mal  die  6iiitime  a  und  will  bei  seinem 
Ableben  das  Capital  y  hinterlassen,  wenn  er  die  nSchstfolgenden 
n  Jahre  überlebt.    Stirbt  Am  innerhaib  dieser  Zeit,  so  soll  die 
Einlage  a  nieder  zurückgegeben  u-erdeo.   Welcher  Zuaammenbaiig  . 
beatebt  awischen  m,  a,  y  und  n? 

AttflUsDiig. 

iha  erste  Theil  der  Versicherang  kuitet  «nf  die  Summe 
sablbar  nach  Ableben  des  Am,  wenn  daeaelbe  nach  dem  ^nde 
des  nten  Jahres  errdgt»  und  die  entsprechende  Emlege  x  ergibt 
sich  aus  der  Gleichung  (I),  wenn  ßsrsQ,  6=11  ond  c  =  der  Zeit 
dee  Anegeetorbenseins  geeetst  wird,  so  dass  Ami^ssO,  also  aaeb  , 
l^«=Ot  £n,^e=0,  Em^c^i  =  0,  also  Alle»  welebe  die  n 
eteten  Jabre  fiberiebee»  dee  Capital  /  erbaltee: 

(12)       *=f75;IJS-4*-r.JSM^i]  =  ^.P. 

Der  sweite  Tbell  eetepriebt  einer  Capital*  Vereieberaiig  m»  labl- 
bar  naeb.  Ableben,  wenn  dasaelbe  imierbalb  der  niebaten  n  Jabre 
erfelgt  wid  die  JBbibige  y  gibt  die  Femel  (4),  wenn  «  an  die 
Stelle  TOD  y  geeetat  wird: 

(1?)  $=^f^>UEm-r.Em^^(Em^~T.E^ii)] 


da  ancb  die  Gleicbnng  gHt: 

•0  crbllt  mas  nacb  Addition  ron  (12)  nad  (13): 

alee 

«(r.An-JO-r-'' 

vnd 
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In  dieser  Gestalt  ißt  die  1  onnel  zur  iiunjerischen  Berechnuüi^  \  oii 
«  am  zweckniässii^stei] ,  da  ihre  liestandtheile  in  den  vorherge- 
henden Fornieln  bereits  vorkommen.  Sorjst  lieKse  sich  der  INeuüer 
aui  (r-f- + (i'JmfM i^m^^ifi)  zusammenzielicii ,  \vo  aber 
immer  (r — X)Em  neu  gerecbuet  werden  müö^ie«  u^uo  dieser 
4>ru8«ö  tt|)äter  weitec  zu  bedüflea. 

y  =  100,  m==aOt  11=320  gesetst  gibt: 


100 


'^'^  17547135.35  •  ^-^^ 
23  96 

«Ml  BW  Oeatrelles   -  ■ 
die  Zahl  21.10  In  y  lat  atur  der  Talel  1. 


r. 


Tafel  3. 


* 


tu 
« 

^20 

100.-^ 

■ 

y 

100.^ 

0 

12.81 

8.32 

21.13 

65.- 

7.08 

5.81 

12.89 

82 

19.61 

1.55 

21.16 

7.9 

12.73 

2.11 

14.84 

17 

10 

22.44 

0.82 

23.26 

a? 

U36 

1.89 

16.26 

13 

20 

27.04 

28.33 

4.8 

15.83 

2.96 

18.79 

19 

30 

32.05 

2.08 

34.13 

6.5 

17J04 

4ä6 

21j59 

27 

40 

37.23 

3.38 

40i^l 

•4 

16.54 

6M 

23.30 

41 

SO 

41.28 

6.35 

47.63 

15.— 

12.46 

9.08 

21.54 

73 

ao 

43.79 

11.47 

65.26 

26.- 

6.45 

a95 

16.40 

139 

70 

8a77 

20.29 

09.06 

52.- 

2.14 

&22 

7^6 

344 

A  II  f  g  a  h'e  4. 

■ 

Am  erlegt  durch  it  Jahre«  Im  Falle  des  Lebeos«  am  Aniange 
rinea  jeden  Jabiaa  dib  Pritete  ß.  Erfelgt  das  Ableben  den  Am 
Dacb'AblMf  dei  ntm  JkhtM^  im  laUt  dB«  'AmMi  m  Ende  daa 
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Todesjahres  die  Summe  y.  8lirUt  Am  iunerhalb  der  ft  Jahre, 
80  sollen  die  bereits  einffezalilten  Prämien  wieder  zurückerstattet 
werdeo.   Es  eoU  ^  beiBtimoit  vv^i[U^p,  weuo  m,  n  und  y  gegeben  Ut 

AaflOseog. 

Der  ersfc  l'hcil  der  Vorsichcrung  ist  eine  bedingte  Anwart- 
»ehalt  mit  /ijahiiger  i^räriiie  .t,  welche  letztere  aus  der  Glei- 
chung (2)  hervorgeht,  wenu  a  =  (),  ü  —  7i  und  c~  der  Zeit  des 
Ausgestorheuseins  gesetzt  wird,  &o  dass  Am\c  —  0,  mithin  auch 

I^m^c  —  0,   £in+c  =  0,  £w-f«f  1  =  0. 

Die  Prämie  y,  weieljc  dem  zweiten  Theile  des  Vertrages  ent- 
spricht, wird  durch  die  1  ormel  (3)  gegebeo«  weoo  ß  an  die  6teüe 
voD  y  gesetzt  iTVd»  d*  b.  69  ist 

•    .  .  .  (16) 
r  ^  ..■  £m-'- 


4  I 


dem  Inbalie  wiMrer  AnfgiJie  oacb  miHW 

werdeo»  also  die  GleichmigeD  (15)  und  (16)  addirt,  co  ist 

a      y  »      R   Q  (J'^  —  Em^n)   

niHhia 

(17) 

■  • 

'*~^^*C  r.(&-jB«H^,)-[(£rm-r.£Wi)-(£W-i'.^»iifÖT* 
C  ,         ~  «.(£«■+■  — r.iiaH-n+l)]  i 

F«f  dae  geivih&te  ZaUenbeiapiei  yrslDO«  mmSO»  naaÜO  lat 

23  98 
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uad  zur  Siebe rsteliuog  der  Rechnung: 

y= .  1 .646  =0.272=  1.645  - 1.373; 

der  Zahlwerth  16.51  in  y  wurde  mit  den  Argumenten  m  =  3U  uod 
fi;=2Ü  der  Tafel  A.  entnooimen. 

Axi  dieMlba  Art  frvrdcn  di«  Phtalto  der  folgendas  kMoM 
Tafel  gefecbnet 

Tafel  4. 


m 

71  - 

-  K 

—  9 

fl  — 

ß 

100.^ 

X 

ß 

100.« 

0 

3.780 

0.919 

4.699 

24.- 

Ü.838 

0.148 

18.— 

6 

4.392 

ai99 

4.591 

4.6 

a998 

0.089 

li)87 

9.0 

10 

4026 

0.110 

6/136 

2.2 

liM 

0102 

1.191 

0.4 

20 

5.957 

0179 

6.136 

3.0 

1.230 

0.170 

1.400 

14.— 

30 

7.U0 

a292 

7^ 

4.1 

1.373 

0.272 

1.645 

2a- 

40 

8.341 

0.480 

a821 

6.8 

1.406 

0.445 

1.851 

32.— 

60 

9.460 

0.929 

ia389 

9.8 

1.175 

0.706 

1.881 

6a- 

00 

10^ 

1.733 

12J067 

17.- 

0;723 

0.888 

1.611 

128.— 

70 

9.884 

1  3.298 

13.182 

33.— 

Ü.31Ü 

1  Ü.736 

1.046 

23a- 

Aufgabe  5. 

.  Am  lahlt  darch  n  Jabre  die  Primie  /},-iim  nach  Abflaaa  dle- 
aer  Zeit  die  Jlbrllehe,  aa  Ende  jeden  Jahrea  IklUge  Lebenaieata 
f  an  genieaaen.  Stirbt  jedocb  Am  inner  halb  der  n  Jahre«  aa 
aellett  die  licrelta  geaabiten  PrStaien  wieder  aorifclreratattat  wer* 
den.  Ea  aoU  die  PrSmie  ß  lieatimnit  werden»  wenn  ai,  n  und  y 
gegeben  iat« 

Aafloaung. 

Fflr  eiae  mm  n  Jabre  an%|eaebeiiene  Leibreate  y  iat  die  jlbr> 
Bebe  Prlaiie  flir  dleaen  Zeitraam 


(18) 

anr  AbkürMB^* 
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Wm  den  Theil  y  wegen  Mclnablnng  der  Piimlen  betriü 
H  wird  nneb  dieser  dnrcb  Fermel  (3)  beetinunt,  da  er  der  Ver- 
lieberang  eines  mit  den  nntfirlieben  Zahlen  1,  2»  3....II  steigen- 

im  Capitals  ß  entspricbt: 

(16) 

ß  (E'm--r.£'m'k^l)—(E'9$^-r.E'm^n^)—n,(Em4*-r.EmMl) 

Werden  die  Gleichungen  (18)  und  (16)  addirt,  so  ist  laut  des 
Vertrages 

(10)  = 

alle 

mitbin 

•  ^'T.(Em-Emi^n)-R,(El  - ' 

asn  statt  iS  und  5  ihre  Wertbe  substitnirt: 

(10) 

Hie  Hilfstafel  1.  gibt  Or  ysslO,  iii=30.  iis=20c 

*  -  y  •  r .  £«H^  — 1 J67Ö.  11 

473  97 

y  rs:  3.261 . =  0.S37 =3. 251  -  2. 714 . 
Hisffsn  gehört  die  folgende 
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und  Sur  Sicberstellung  der  Rechnung: 

16  51 

y  = -jqq- .  1 . 645  =  0 . 272  =  1 . 645  —  1 . 373 ; 

der  Zahl\Terth  16.51  in  y  wurde  mit  den  Argumente'/ /> 
11=:  20  der  Tafel  A.  entnommen.  /, . 


Auf  dieselbe  Art 
Tafel  gerechnet. 


Tafel  4. 


./ 


m 
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«=5 
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100. 


X 


3.780  0919 


4.392 
4.925 
5.957 
7.110 
8.341 
9.460 
10324 
9.884 


0.199 
0110 
0.179 
0.292 
0.480 
0.929 
1.733 
a298 


4.699 
4.591 
5.035 
6.136 
7.402 
8.821 


o.r 
f 

f  ,081 
^ferner 


I 

0465 
0194 


^1 
2.393 
1.542 
0.844 
0.275 


4 

14.— 

20.- 
32.— 
60.— 
123.— 
238.- 


24.- 
4.5 
2.2 

10  3^  ^      ^  (ße  analogen  Stücke  der  Aufgabe  4., 

12         '  "  •   ■•  -  •  . 

also?  =  yL; 


zahlt  du  ß/ 
•er  Zeit  die  jä'  ^ff^ 
y  zu  geniesser  jtr 
sollen  die  be 


^uit  100.^  iiberschriebenen  Spalten  io 
.tf'     M  Zahlen  aufweisen.    Es  gilt  demnach 


l^ebrsatz. 

„jShrige  Prämie  /S,  lur  den  Fall  des 
n  Jahre,  eine  Anuartschaft  oder  eine 


,  ^«"^  Asteo  «  Janre,  eine  Ann  artschalt  oder  emo 

den.  15.8  so  > -f^^  "^^^ebt  die  der  Rückzahlung  enteprechende 
gegeben  isf     y^^.  ^^jJ^rcn  Prämie  x  in  demselben  Verhältniss. 

v  .lOffc  einige  \  ersicherung-^sarten  betrachten. 


Für 
liebe  Pr 

(18) 
zur  A 


I 

L 


/  ^^^\'  rbio<^""^  zweier  Personen  abhangen  und  zu 
^fiß      l^pdfootb wendige  Bemerkungen  vorausschicken: 

,  y  die  Alter  zweier  Individuen,  so  ist  der  ge- 
t  tf^  ^  H^r  ihrcT  mit  Ende  jeden  Jahres  fölÜgeo  Ver- 

l  durf^       Gleichung  gegeben: 

y  Google 

i 


^  nnferäinger:  Zw  CapUaUtn-  und  Rcnienvcriickerung.  43^ 
jt'^''  ä;/^  *^  Datflrlicheii  Zahlen  1,  3,  3, .... ,  so  ist 


>^,^i^  ^^^^  artigen  Werthe  aller  einfachen 

'^^if^^^vjt'  'en  Altersdifferenz  v  durch  eine 


«scontirten  Zahlen  der  Lebenden 


analog  mit  der  BÜdang  Ton  B^)  die  Summen  dieeer 
/on  unten  naeh  oben.  In  diesen  awei  neuen  Spatten 
«nn  bei  dem  Argumente 


1   1        Fl  J 

und  *  J 

Bexeichnet  man  diese  Summen,  mit  Em"  und  jene  Producte  mit  « 
Dm'»  BQ  ist  allgemein 

Werden  die  Hilfszahlen         von  Neuem  in  demselben  Sinne  ad- 
dirt»  so  steht  in  dieser  drUten,  Spalte  bei. dem  Alter 

n,  — 5r^+^  ^  -fd.  ^ 

diese  Summe  heisse  E»"; 


*  >  p 


+  t«+r^   —  yitj-a^  T'-f-o», 


Iii'    diese  SiliUme  heisse  £'.. , 
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m 

0 
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10 

20 
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25.282 

a0.5I6 

27.473 


6.146 


31.428 
32.263 


30  23.979 


40 
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60 

70 


20.048 

15.436 
10.545 

6.534 


a682  31.197 

0.820  -28.209 


0.984 
1.154 

1.515 
1.771 

2.180 


21.202 

16.%] 
12.316 
8.714 


100. 


24.- 
4i5 
2.2 
3.0 
24.9631  4.1 


5.8 
9.8 
17.— 
33.- 


11=1 20 


ß 


100.^ 


4.455 
4.601 
4.307 
3.554 
2.714 
1.818 
0.962 
0.379 
0.081 


0.788 
0.414 
0.404 
0.491 
0.537 
0.675 
0.5öO 
0.465 
0.194 


5.243 
5.015 
4.711 

4.045 

3.251 
2.393 
1.542 
0.844 

0.275 


18.— 
9.0 
9.4 

14.— 
20.- 

« 

3a.— 

60.-., 
123.— 


Aua  obigen  Glelcbungcn  folgt  ferner 

^  =  ,--^  =  ^«i+^»  abei  = 


R 


Beieichnen  wir  mit  x^,  ,  A  die  analogen  Stficke  iet  Aufgabe  4, 
so  tat  anch  dort 


»  mithin  aocli  - '  = 
r— #fc  Xi 


r  —  R  X  Xi 


daher  kommt  es,  dusH  die  mit  100.-  übergcbriebeneD  SpaUea  iu 

den  Tafeln  4  und  5.  einerlei  Zahlen  aufweiaen.  £a  gilt  demnach 
folgender  ' 

I.  Lehraata. 

Am  mag  durch  eine  ?ijaliri{»e  Prämie  /5,  für  den  Fall  des 
Ueberlebens  der  nächsten  n  Jahre,  eine  Auw ;irts<  liaft  oder  eine 
Keilte  versichern,  so  steht  die  der  Kückzahlung  entsprechende 
Zusatzprämie  ^  zur  primitiven  Prämie  x  in  demselben  Verbältniss. 


Jetzt  wollen  wir  auch  einige  Versicherungsarten  betrachten, 
welche  von  der  Verbind tin^  zweier  Personen  abhangen  und  zu 
diesem  Zwecl^e  lulgeade  nothweuciige  Benierkuiigen  vorausschicken: 

Sind  11  und  n\v  die  Alter  zweier  Individuen,  so  ist  der  ge- 
geawittige  Werth        ihrer  mit  finde  jed^  JahiM  IIU%m  Ver- 

btiidungsrente  1  durch  die  Gleichung  gegeben: 
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r  =3r3üi;L^^=Fi — ^ — ss+f—  +  j 

Wachst  die  Heute  mit  den  naffiriichen  Zahlen  1«  2»  3  »  so  Ist 

ihr  redacirter  Werth  :^ 

•         n.  .    '  -  •  •  -' 

sra^;'  L — f^-J^  +^ — ^»         f^n^^  ^-^ 

BckanntHrh  (indet  man  die  gei;cii\\  iirtirjon  Wcrtlie  aller  eUilaLliyri 
Verbiodungsrenten  derselben  AltersüiAereoz  v  durch  eine 

n 

erozige  Operation: 

Man  mnitiplicirt  die  discontirten  Zf^blen  der  Lobenden  ' 

mit 

imd  bildet  (annloi;  mit  der  ßildan^  von  K,n)  die  Summen  dieser 
Producte  von  nwUm  nach  oben.  In  diesen  zvvei  neuen  Spalten 
steht  dann  bei  dem  Argumente 

»» /^-4i,4.„= — j5 —  und  — rt-  +  fmi^  

Ein        ^  A4.I .      \  »-i-t ' 

'  '    '  • 

 ^+      pr+.a       +  ^4:3— 5^+*— 

Beteicboet  man  diese  Sninmon  mit  En"  und  jene  Producte  mit  « 
80  ist  allgooiein 

n  D'n 

Werden  die  Htirssahlon  EtP  ywt  Neuem  in  demselben  Sinne  ad- 
dift,  so  steht  in  dieser  dritten«  Spalte  bei. dem  Altais 

r 

An .  An\v  .      AfjJ^l .  An^r^l  .  ^  Ai^%.  f  rr !  r+«  , 

— ^  Vi^i  +^  nr^+a— +  ••••» 

diese  Saöime  belsse  Em"; 

* 

«  +   JSipr  T-^*  ^i+ä  +d  + 

diese  6uaime  heisse  ik'  ''  : 

Mi»  4-  ^•t* 
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und  man  siebt  leUshti  dass 


Hteraiit  ist  die  ziemlich  einfache  Bletliode  Mgedeutet,  um  am 
dem»  was  bereits  vorbanden  und  zu  anderen  Zwecicea  eotliweiidlf 
ist»  die  reducirten  Wertbe  der  steigenden  Verbindeogsrenten  zu 
reehiiee»  und  die  folgende  Tafel,  welelie  die  genennteD  Hiileseb* 
lee  von  »sstiO  «a  flir  y  =  10  enthAit,  eoli  deraelbeii 
fieehea  ErllotetDOg  dienen. 

H  i  I  f  e  t  a  f  e  1  2. 


n 

1  n 

E" 

n 
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7-2207.5 
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W           ^^^^  W 

7944.2 

35676.4 

63 

1307.3 

6358.4 

27732.2 
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1828.8 
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1379.5 

5025.1 

70 
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Hieraus  ei^ibt  sieb  i,  B.  ' 

-60    6Ö075.8    -  ..^  351274.8 

wie  die  nacbfolgeode  kleine  Tafel  aafweiset.   Nach  derselben  Me- 

fftod»  «fvfdeii  atfbh  die  Zablwerthe  toa  J^^,  ir'*"^^         AT*"  , 

berectbeet»  welche  fo  den  letzten  vier  Spalten  aogesetst  eiod,  um 
sie  später  benfitaen  zu  kunnen. 
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NebiDeo  wir  »11»  Am  erlebt  ein  für  alle  Mal  die  Summe 
nm  nacb  seinem  Ableben  dem        das  Capital  y,  2/,  ^y,\.,,stf 

a«  binterlaMsen ,  je  nachdem  der  Tod  im  Laufe  des  1. ,  2. ,  3  x,  Jal»« 

fee  nacb  Abscbloss  der  Versicherung  erfolgt.  Es  eoH  die  fiislage  • 
ins  m,  »  ttud  jr  bestimmt  wevdeo. 

Sind  N  Paare,  je  vom  Alter  m  und  n  in  der  hezeichneten  Art 
versichert,  so  werden  im  Laufe  des  j;ten  Jahres  iV^  Paare  durcb 
den  Tod  de&  Am  aufgelöst,  wenn 

iV|s/V.  ;$r"-4».-^ii'  (-«»f«^"««»f Jr-  AmH'Jm^sh 

2V|  bezeichnet  also  die  Anzahl  der  am  Ende  des  a:ten  Jabtee 
TiteU  XXVI«  29 
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4S6  Cnftrdinger: "  Zur  CapUaitm'  vnä  BesamtHnfcägnmg. 

Torkommenden  Zahlftlle.  Wird  imn  Nt  niH  xf  nvHlplkirl»  du 
Product  um  x  JaJire  discootirt  und  durch  N  divldfai,  so  ist 

Nj  ,  .ry   t~Am-\       Am^g^i  .An-^M         Am^X'  An^x~l 

IS.v^'^^'La^''^  Am^l.An.f      ^  Am.AmfJ 

der  p^^GrenivfJrüsfft  Werth  des  Autheiis  eines  einzelnen  Paares  an 
den ,  am  Ende  des  ^teii  Jahres  notbivendigeo  Ausgaben  der  Casse» 

Setzt  man  in  dieser  Formel  nacli  uud  nach  a:  =  l,  2,  3.. 
und  summirt»  so  erbSIt  man  den  gegenvr£rtigen  Werth  des  Ge- 
sammtantheils eines  einzelnen  Paares  an  allen  von  der  Gasse  der 
GesellMchaft  an  leistenden  Zablnngtn »  d.  L  die  einmalige  Einlage. 
Weit  noD 

und 

so  gibt  die  Ausführung  dieses  Manövers  die  Endformel: 

Ar 


(22)  «  =  y.  .        -  ü:;] 


Aus  dieser  wird  die  jährliche,  auf  die  Dauer  des  Znsammea- 
lebens anfangs  jedes  Jahres  zu  entrichtende  Prämie  ß  geloadeo, 

wenn  maa  mit  l-^-J^  divkUrt: 

HiMBMli  ÜDdet  BUin  t.  Ii.  tat  y=100,  ms60,  «=S0: 
•«=100.[J|Q.a.36-~a0.633»349  «od  ß^j^^^Mt 

I 

auf  diese  Art  ist  d\c.  folgende  Tafel  B.  g^echnet. 

Soli  in  jedem  Fatle  nur  das  einfache  Capital  y  ausgezahlt 
werden,  so  verwandelt  sich  K  in  J  und  .man  hat  die  beksoat«« 
Formeln : 

und 
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Aufgabe  6. 

Am  zahlt  in  die  Casse  der  Geaeilschaft  die  SniDnae  a.  Für 
den  Fall,  daas  Am  vor  Bn  stirbt,  soll  der  tle1>erlebende  Bm  das 
Capital  y  erhalten;  erfolgt  aber  das  Ableben  dpß  Bm  vqt  de^i 
des  Am,  so  soll  dem  Am  die  Einlage  a  zurGckgezaliU  werdend 
Es  soll  die  BedingaogsgleichoDg  der  vier  GrSsseii  m»  n,,a9nd  y 
«efgesteUt  werden. 


AoflOsoDg. 

Auch  hier  haben  %vir  wieder  zwei  Versicherungen  in  Verbin- 
dung: Am  versichert  <^ie  Summe  y  zu  Gunsten  des  Bn  und  die 
dafür  zu  entrichtende  Einlage  sei  s,  und  wir  Icünnen  nun  sagen, 
Bn  macht  zu  Gunsten  des  Am  eine  solche  Einlage  dass  das 
entsprechende  Capital  «  gleich  der  Geammteiii^ge  «rtf  jf  seK 

Für  die  erste  Versicherung  gilt  die  Gleichung  (24): 

der  Kürze  wegen;  hierin  die  Alter  m  und  n  mit  einander  vertauscht 
und  a  an  die  Stelle  gesetzt,  gibt 
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als  die  der  zweiten  Versirherunt;  entjeprechende  ßestimmungs* 
gleichung.  Mit  UiUe  der*  auch  hier  nothwendig  «Uttündeniieo 
Relation 


(6) 


g 

findet  nin  «s/.T-f    I^t  und  bieraa«  «agy.  i  —  V* 

T  and  ü  dio  Werthe  aus  (24)  and  (26)  gesetzt,  so  «rird 


(27) 


■^m—l  .M— 1  mm 


1— 


n       «-1   ■  « 


Setzen  wir  y  =  100,  »1  =  60,  »  =  50,  so  geben  die  Formelo 
(24),  (27),  (26): 

jF«100.n|)|. 6.09-6.431=44,  g=    ,  xm^^  ===Ä7 


und 


^.ö.öl  -6.43J  =  J4.7=Ö8*7— 44.0; 


die  Tafel  6l  gibt  rar  wergletcbeDdeD  Uebereldit  mebrere  solcher 
Beispiele. 
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Aufgabe  7. 

Am  wd  B%  eriegan  raf  die  Dauer  ifcree  ZoMiMieiilelMii«  die 
jilriielw  Primi«  ß  an  Antaoge  jedes  Jahrai.  Stirbt  Am  Ter  Bm 
•0  nblt  die  GeBelieciieft  dem  B  dae  Gapital  y  ans.  Ut  aber  Am 
der  Ueberlebeade»  ae  erbllt  dieser  am  Eade  des  Todesjahres 

fOB  Bn  die  eingetahtten  Prämien  zurück.  Es  soll  ß  besöinint 
werden,  weuu  i»,  n  und  y  gegeben 

* 

AufiOsttog« 

Zerlegen  \Mr  die  gebuchte  jährliche  Prämie  ß  io  zwei  Tbeiie 
^  und      üo  da<iii 

(10)  «  +  ty  =  ^; 

4er  erste  Tbeil  soll  für  die  Versieberaiig  des  Capitala  y  aesrei- 
dbtOt  welches  nach  dem  Tode  de«  Am  in  LelieDsfiüle  des  Ai 
tiUbar  wird.  Der  aweite  Theil  y  soll  so  gewiblt  weideo«  dass 
<l«r  Ueberlebeode  Am  das  Capital 

erbält,  je  oachdem  ß»  im 

Jahre  aach  Abadflusa  der  Versieberuog  stirbt«' 

^  wird  durch  die  Gleichung  (25)  bestimmt»  mao  bat  alao 


05) 


Tbeil  y  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (23)*  wenn  /f  an  die 
Stelle  von  /  tritt  uod  m  mit  n  vertauscht  wird: 

WU  «  md  y  am  den  drei  GleidiwigaB  (10),  (S5)»  (M)  «tai- 
rirt,  M  lidet  mn 

F  F.a+O 
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liufträingtrt  Zur  ikifiMm-  und  &entmnrticätTUftg. 
od«r  eodiicb 


ifr-        ■  " 


.   .  ßcxy.   iiT?»  > 


44  44 


1-1-6.43 


=5.922,  ^  = 


l  +6.43-^^.40.47-39.63] 


=7.9Jjö 


und  , 


y  -  .        .  40 . 47 - 39 . 63]  =  2 . 063  ^  7 . 985    5 .  m 


Wenn  gehört  die 


T  a  1  e  1  7. 
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8. 

Am  und  Bn  erlegen  ein  fBr  alle  Mal  da«  Capital  Op .  Starbt 
Am  vor  Bn>  «o  soll  dem  Ueberlebenden  Bu  von  da  ab  Ende 
jeden  Jahren  die  Lebensrente  y  ausgezahlt  werden.  Stirbt  Bm 
vat  4m>  so  soll  diesem  die  Eiola^e  «  wieder  zurSckertitattet  wer- 
deik.  ''Wie  berecbnet  man  a,  wenn  m,  n  und  y  gegeben  if^t? 
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Sei  wieder 


lod  a  die  o^lbig«  Blnllge»  um  d$m  B»  dim  UcberictaMMto  f 


nenn  La  den  gegenwärtii;eD  Werth  der  Lebeo^reote  1  für  ein 
njähriges  iDdividuuui  liezeicbnet 

ff  ist  die  l£ifilage  im  Versicbening  des  Capital«  sablbar 
nach  Ableben  dea  A  tu  Gunsten  des  Ueberlebenden  Jm»  wird 
abo  naeh  Fernel  (24)  bestimmt,  indem  n»n  m  mit  n  nnd  <r  mit 

;  vertauscht ; 


(26) 


[■^n— 1     I  m  .  m~| 

räT-  »J" 


Uiernacb  erbSltsman  flir  f=^lO,  ms 60,  si  =  M: 


.  43.7  

i^Lg.e.6i-e.43] 


Anf  diese  Art  entstand  die  folgende 
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Weil 


=1+ 


an  witd: 


«ind  xi,  yi.  «1  di«  aoalogen  Stücke  der  Aefgabe  6.,  ea  Met 
«ich  ancb  dort: 


U 


Vi  

x^  ~  l^V 


X  Xi 


in  der  That  sind  auch  die  ^iahlvverthe  von  JOÜ.-  uideA^#l«in 
6.  uod  8.  einander  gleich  und  ea  beeteht  folgender 

2.  Lehraatx. 

Am  mag  durch  die  Einlage  «  fär  Bn  im  üeberlebensfalle  c4o 
Capital  oder  eine  Rente  versicbere,  so  steht  die  der  Rückzahlung 
enesj>rechende  Erhöbung  y  sur  primitiven  Prftmie  x  in  demadbca 
Verhaltniss. 

Aufgabe  9. 
Am  ond  En  erlegen  au  Anfang  jedea  Jabrea  auf  die  Dauer 
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ihres  Ztisamnienlebeos  die  Prämie  ß.  Stirbt  Am  vor  Bn»  so  aoü 
dem  Ueberlebenden  Bm  von  da  ab  Ende  jedes  Jahre?  die  Rente 
Y  ausgezahlt  werden;  erfolgt  aber  das  Ableben  des  vor  dem 
des  Am,  so  erhält  diej^er  die  elngeiiüilten  Prämien  zurück*  £a 
«oti  ß  als  FiiDctioo  von  m,  n  uod  /  dargMtellt  werden. 

Zar  Versicherung'  der  Üeherlebensrente  /  zu  Gunsten  des  Bn 
lai  eine  jäbriiche  Prämie  x  notbiveiidig»  i^elcfae  die  Gleicbung 
erfiUit: 


(32)  ar= 


 y 


Fflr  die  iweite  Gleichung 

(10)        .  «  +  y  =  |3 

MM  dann  die  Znantsprihnin  y  bo  gewSUt  werden,  dann  Am  nach 
AbMen  de«  A  die  Snmmn  ß,  2/)»  3^....  erhilt.  Ja  nachdem 
dnsneibe  tm  Laufe  den  L,  3.,  Z,,,*,,  Jahren  nach  Ahidilnnn  der 
Vfiniebemng  erfolgt  Diene  Bedingimgen  InTolrirt  die  Formel  fß^ 
wonach  man  findel,  indem  y  mit  ß  und  m  mit  ti  ▼ottanncht  wird: 


(28) 
Alan  Int 


■ 

Wird  ^"=10,  mss60,  nsM  genetnt,  no  int 


43.72 

1  ^9.43 -|^~. 40.47 
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'  D#r  Ve^gleleb  <ler  AmdrOcke  filr  41«  jf  und  p  nll  Jbmo  Am  Ad» 
^Eäm  ?i«  mklie  wir  4«tcb  jpi»  in»  ßi  MdrOdiaii  w^Uhi»  Miftt 


«—l-H 


also  Ut  auch 


wie  aoeh  ana/dan  leisten  Spaltao  der  Tatela  7.  and  9.  araichtllefc 
lat  Diea«  Glelcbnag  io  die  gewOhaliebe  Wortapracbe  flbenetst» 
gibt  folgenden 

3.  iiehraata« 

Die  der  Rflcksablang  entaprechende  Zuaataprlmie  y  bat  mr 
primittTen  Prinle-. «?  liwaaibff  ^Verbiltelaa,  ab  aoa  Am*  t»  Gao- 
aten  dea  Bm  eine  Anvrartacbaft  oder  eine  Rente  vetaicbert 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  das»  die  aafgefilhrten  drei 
Lehrsätze  aUgemeiD  gelten,  also  vom  Zinsfiisa  sowohl,  als  ytm 
der  Sterbenaordpnng  anabhiUiglgaind;  fibrigeoa  iatdaa  Verhäitpiaa 

^  eine  Function  der  Bediogungen  des  Vertragea  und  io  demsel- 
s 

bau  Vertrage  jederaeit  eine  Fimctlon  dea  Altera. 
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Die  in  diesem  Aufgaben -Cyclus  bebandelten  V^ersicberungs- 
verträge  siad  durcb  die  Bedini^uno;  der  Rückzahlung  von  der  Art» 
dass  der  versicherte  Betrag  ein  anderer  ist,  je  nachdem  einen 
Yon  zwei  niuglichen  EreigniMen  zutrifft :  er  ist  eottveder  ver&oderlicii 

a)  mit  dem  Todesfall  einer  Person*  vor  oder  nach  einer  be^ 
sfimmtoo  Epoche  (Aufgabe  1.  bis  ioel.  6.) 

oder 

b)  mit  den»  Todesfall  einer  Person  vor  oder  nach  dem  Able- 
ben einer  bestimmten  zweiten  Person  (Aufgabe  6.  bis  incl.  9.). 

'Seil  der  VeiiiicberMif  dimb  eine  jibrlldie  P^mNi 
eben  werden,  so  Ist  einer  dieaer  BetrSge  meist  verlnderlicb  mit 
der  Zahl  des  JabreSt  in  welcbem  ein  bestimmtes  Eretgnjise  er- 
folgt (Aufgabe  4.,  5.,  7.  und  9.)»  und  dieses  bat  nns  Teranlasst^ 
eioleltongsireise  die  Formel  (3)  und  später  jene  (23)  aofsustellen 
Bor  Bereebnong  .der  .PrJUale  CDr  Anvactacbafteo,  welcbe  mit  den 
natdriicben  Zahlen  steigen. 

Soll  jedoch  die  Versicherung  eines  Capitals  oder  einer  Rente 
durch  eine  einmalige  Einlage  erreicht  werden,  so  ist  das  Ver- 
sicberte  zwar  mit  den  zwei  zu  erwartenden  Ereignissen  yerschie- 
den,  ti)||eibt  aber  constaot«  ob  nun  eines  dieser  Ere^tsse  im  I., 
!2o  3  oder  X.  Jahre  nach  Abschtuss  der  Tersicoerung  erfolg 

In  beiden  Fallen  lässt  sich  der  Vertrag  in  zweie  zerlefren, 
v  ovot»  jeder  einem  der  beiilcn  Ereignisse  ent«|>richt,  und  die  Be- 
recijnunet  e^lol^t  dann  entweder  nach  den  Gleichunsen  (1),  (3),  (23) 
oder  nach  anderen  bekannten  Forroelo.  Durch  die  »<tete  Anwen- 
dung eudlich  der  aus  der  Diction  solcher  Vertrage  entspringenden 
Glcicliunjj  (6)  x^y=ct  oder  jener  (10)  ^'-^y=ß  compietirt  tnau 
die  Auzaiil  tler  (iieiehungen  auf  drei,  welche  zur  liestinniuinL,'  der 
Einlage  a  oder  der  Prämie  ß  und  ihrer  unbekannten  BesUndtheile 
o  und  y  oothwendig  und  ausreichend  sind.  , 

•  '  Unter  der  LeüMig  •  dieser  allgemeinMi  G«iiebt*|Nmkte  triü 
man  bei  der  AnflSsnng  Ibnllcber  Aufgaben  auf  keliierJel  fllbdei^ 
nise  mehr. 
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XXTU. 

■  p 

♦ 

Ueber  die  AMeitang  der  Fornehi  der  sphiriicheB  Tri- 
gonometrie  aus  einer  Figur  in  der  Ebene« 

Voa 

Herrn  Franz  Unferdintfer, 

LobamvmieheruBgt-CaleulaCor  der  k.  k.  p.  Aueada  AMicaratrlci 

so  Trieal. 


lo  Theil  XXV.  S.  225.  des  Archivs  wurde  aus  der,  wr 
Bestimmung  der  Flächenvvinkel  aus  den  K.inteniriQkeln  eiil6i 
Trieders  nöthii^en  Construction  in  der  El>ene  die  (irundformel  dw 
sphärischen  Trj^llllonlet^ie  ab^^oleitet.  Dieselbe  Construction  ioU 
DUO  betiuUt  werden  2ur  Alilettuog  einiger  auderer  Formeiu. 

Man  beschreibe  (Taf.  IX.  Fig.  6.)  noch  tob  o  als  Mittelpankt 
mit'  dem  Halbmesaer  oC^^OC^^l  die  Kreisiiitie  C^pgC^,  ver- 
iSogere  die  Oeraden  C^o'  ood  bi«  mu  ihren  Dardiscbnitteo 
p  and  q  mit  derselben »  so  ist  offenbar  C^A=Af  ood  C^ß^^P» 
alse  gebt  die  veriSngerte  Kreislinie  C^Ci  durch  q  und  jene  Cfi§ 
durch  p.  Verbindet  man  nun  mit  C4  und  C4  mit  q,  ferner 
e  mit  p  «od  f.  dvich  gaiade  UdIsb»  so  ecaMt  auun  Mobt  »• 
der  ilgiirt  4am 

yib^e- ff) .  €1^4=5  2Siii  i(a-f  6  , 

jr=4(o  +  c-6),  Ci|>  =  2Sini(6-^c-«), 

ssl(a-|*6-e),  3s2Sini(a  f  c— 6), 

^o'pC^  zzz  ^o'9C4=s  ISO— l(a  -f  6 + c). 
Sin  o>Ct     Sin  o'9C4  =  Sin  i(a  +  6  +  c). 
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spAäritcAeu  Trlgawmtirie  am  timer  figur  in  der  Säeme,  437 
Noo  Ist 


und  im 


,  o'C^     Sin  o'pi^    Sin  4(a    6  -f  c)  oT,  

«Im 

2  Sin     +  »  +  g) €^  a) 

 ss^  * 


und 


2SiD  Ua  +  c — 6)  Sin  Ua  f  6 — c) 
•  ^  «  


4Sin  4(a  -i-  ^  4-  c)  Sin  4(6  +  c — o)  Sin  U«  ^  c  ->  6)  Sin  4-  &  -  c) 
=  Siä«Ä .  Sin*c 

Nqo  ist  meb  der  Figur 

«Ct  ss;  C^il  -f  iio' = Sio  6  -i-  Sin  6 .  Cos  /I  ==:  Sin  6 .  (1  -i-  Cos 

A 

s2.Sin6.Cos>g» 
o'g=z  C^q—  C^o'  =  2Sin  6 — 2Sin  6 .  Cos*^  =2  Sin  6.  (1 — Cos«^) 


=  2Sin6.Siii*^; 


mitliiD 


»»■*f  -2Äiliid'*  Sinfr.Sinc  * 

ebenso  ist 

o'CftSs  s  Sina -I*  Sina.Cos  HsSin  a.X^ -f  Cm^ 

FsSSiDa.Cos<Sf.  .  .1 
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4i8t     Vmfiräimggrr  Ve^  dt9  k^itomm  ^  Harmes  äff 

=  2SiDa.Siii^« 

Nan  ist  im  » 

Sine—        Siuc        *'2«inU6+ c-a)' 

mithin 

^  ^     Sin \(a -t- 6-|-c)Sip4(g4tf— 6)w 
2  =  Siaa.Sinü  ' 

JB      Sin 4(6  -f  c — ff)  Sin  Ija  4 6->c) 

»««•^  sini^siSlS 

Demnacb  ist  nan  j 

m   r   o^^'    Sin|(a-|>6-fc)Sm  '(g  +  ^^g)  26;C4.Stp» 
(1)   Cos  2—  Sinn. Sin 6  C^p^CbV  ' 

^.  ,C     Sin4(6-f>c-ii)Sini(a.fc-6)    Csp,^^  ... 
C^;  oiQ-j—  Sioa.SioÄ  C^p,C^g' 

Es  wird  sich  alsbald  Gelegenheit  darbieten,  die  beiden  leUten 
Fooneln  xu  beonUen.  Es  ist  nacb  dem  Obigen 

r^9^  -         -  rn.t?  -        _  '±4^ 

2  ^  2Siii6  —  Ci^  *   ^  2  "26100"  C^p  * 


8li^(«+6-e)»$in«»; 

also  ist 
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^fldirftffüw  TtiimumiiiU  uiu  einer  mur  in  der  Ebene,  43d 

In  Bezug  auf  da«  Aö^C's  gilt  folgettd«  Pro|Mrlloiis        '  i 

o'p:o'Ci=Sin2:Sino'|>Cj  =  Sin2:— 2" »  also  2SmiI^S^ 

■  * 

oder 

Wegeo  ^o'pC^cv>^o'^C4  bat  man  aber  C^o' lo'p  —  C^' lo'q 
oder 

o'p.       s=  6to' .  o'v ; 

wird  aUo  durch  dietie  Factoren  abgekürzt,  so  zeigt  «icli 

also  sind  die  Aasdrficlce  (3)  und  (4)  einander  ^ieich. 
Die  Aehnlichkeit  der  geiiaoolen  Uxeiecke  ufpC^  und  o'qC^  gibt 
auch  folgende  Prppottious  ' 

Cip:C^q==C^o'iC^o',^ 

(5)  C4qc=:j^,.C^,  l 

umI,  im  ^o'pC^,  Cio' : ftp = Sin a'pQiSiiiÄÄiS^t Sink,  al«o 

^      „      ,  Sin«? 

Sit 

(6)  Q/>*«**Cia".-7^^^ 

Werden  nun  die  heitlen  Gleichuncen  mit  einander  rmdti|>licirt  und 
da«  Prodact  durch  die  gleichen  Factoren  abgekürzt,  so  erliältman 


i 


oder, 

Q«.  C«;»  -*  Crf.iip  ^C«»~  "  «  '        .  • 
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I 


(7) 


Dtr  erat«  Tbeil  dieser  dlcleliaog  ist  gleicli  dem  zweittn  TheUe 
in  (3),  niid  es  ist  daher 

A       B       ^    A  ^.  B  C 
y         t  os  bm  -2-^»n  ^  ^ 

Weil 
and 
se  Ut 

^o''pC4C\:  Ao'9C4»  mithin 

ans  diraen  beiden  Gleichongen  folgt  durch  Division: 

o'g.C^o*  _  o'p.Qo'  o'q.Cy    Jl  o'p . C^p'  _4_. 

die  Auedracice  (7)  and  (8)  sind  also  einander  gleich. 

F8r  das  A  ^'^Q  Proportien :  o'^ :  C^g  :sSiai(«Sii« 

also  ist: 
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I^MNMm  nr^mmMrU  mm  eimr  Figur  m  der  Säene.  44| 

nuo  ist  m  demselben  Dreiecke  o'^C^i 
•Im 


o'^ .  C40' .  =        .  Sin 


Der  erste  Tbeil  dieser  Gleichung  entipriebt  genta  den  xtreiteo 
Theile  in  (7)»  und  ee  Ut  demnach 

^  Sin  Ua+c-6j    SinÜ6  + c-  a)     äFÄ  ' 

Die  Gleicbongen  (I)  and  (II)  geben  nun  folgende: 

* 

"''  C      -       Sin«  ' 

Shij.Siaf  ^g.^.^^^^_  ^^ 
Slnf  ' 

Sip|.Co.|  sin(/,|c-a) 

«;   7? — = — ij. — - — ^- 

Coe| 

Werden  die  Gleichtinjren  a)  und  b)  einmal  addirt.  einmal  enl». 
™irt  und  macht  man  dasselbe  Manöver  mit  c)  und  d)  bei  gMfthlttiti- 
S«r  Anwendung  der  bekannten  goniometriecbeD  FemelD: 
TWl  «VI.  30 
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449      Onferdiftfer:  üeber  äie  Aöleitun§  der  Formein  der 

Cm    i:^)  SS  Cm  AT  Cm  r  Si  n  ;r  Sie  p 
SinxJrSiof  »S.SIr^^.Cm^I^  «id  Sln2«8  28inj;.CM«; 

so  erhält  mau  die  Gaus»  sehen  Formeln: 

Cos  K  ^ — ^)  _  Sin        ^)  Sin  UA-j-B)    Cos  l(a — b) 

CoaUA  +  B)    C<Mii(«-ft)  StnjM-g)    StwK«  -  *) 


Naebscbrift  de«  Herausgebers. 

Da  der  geebrte  Herr  VerfsMer  des  TorstebeDdee  Aafsatses 
auf  eine  so  sinareicbe  Weise  an  den  Gauss'aebea  Gleidiengta 
gelangt  ist»  ans  denen  sieb  bekanntlicb  auch  dorcb  Division  nn- 
mitteibar  die  Nep  er 'sehen  Analogien  ergeben,  so  scheint  es  der 
Vollst&ndigkeit  wegen  nun  aneb  noch  xweckmisstg»  die  Relatiooen 
swiscben  den  drei  Wiebeb  und  einer  Seite  dM  sphirischen  Drei» 
ocfcs  darans  absnleiten,  was  leicht  auf  folgende  Weise  geeehehen  kaan. 

Nach  dem  Obigen  ist 

Sio4(tt*f  — Sio\ti —  ^*'*^^» 

Co8Ua+W=  SSJg — Cosicj 

also»  wenn  mau  quadrirt  uod  adJirt: 

Sinne  +  SNanC 

folgUeh: 

CMnM-g)    Cosn(il-i^'-  CoäH(A  +  ^)   , 

Cm^,(A^B}  ,  Cos»;U-ig)-Cos»U^-t-Ji),, 
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spädrüeäem  TrinMometrie  atu  ätmär  figw  In  der  Eherne,  44j( 

also: 


Coo«U^  —  Ä) — Co»«iC4  +  4) ' 


und  folglich,  wio  sogleich  erhellet: 

Coene«  Cosn(^~i?)-Sln^aC 
•      »^"^  Sloil2$inB 

^.  Co8»U^  +  /^)  -  Sln«iC 

hin  A  B 

Es  ist  aber 

Co««;(ii— i?)-Sia«iC=  Cos^U^-^— Cosa{Ö0*>-i6) 
=r|Co«4(il— Ä)  +  Co«(W»-;OI  ICosi(/l— B)--Cos(l)0»— IC>| 
=    2Co»i450— i(Ä  +  C— J)  I  Cos  j45»-i(i<  +  Ä>r 
XSSin  14«»— KB  +  C—  ^)  I  Sin  (430— +  C-  Ä) } 

=  Cos  i(B  +  C—A)CQ%i{A  +  C— i5) 
und 

Cos2i(^  +  Ä)  -  Sin'i  C  =  Cos*  1  {A^B)-  Cos«(lK)«—  ^C) 
(CoeU^       4  Ci»(90»-iOl  (CoeUJ^JS)-  €08(901»- IC)} 

=r  2Co« i450-i(^  +  Ä  +  C) )  Cos  1450  -f.  -f  Ä  -  C)  I 
Xr2  SiD  1 49»—  IM  +  Ä-f.  C)  I  sin  1 4«So  +  +  Ä  -  C) } 
Sin  i  ÖO»- + ^ + C)  I  »in  i  Öö« + 4(4< + -  C)  I 

=  Cos;(^  +  B  +  C)CosU^  +  J5-C); 

also  nach  dem  Ohigeo; 

 ssTssss  • 

 CaaKi<-H^4  C)  Cos  ',(4^»^C)  ^ 

sin  tc- -  SiiilSinÄ"  ' 

oder 
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 8iiii48iD/r 

Am  der  oben  gefoDdeneo  Formel 


folgt,  weil 


ist,  aueh 


^^""•^  =        Sin  il  Sie 


CoeessttCosne—l 


2 Cog^U  -B)  —  1  Sin«^  C  -  Sin  .4  Sin  g 

t2Co>n(ii  -B)— 1 1  +  i  1  -2Sinn C)  -  Sin ^ Sing 
«  Sin  il  Sil)  ff 

Co«  r  J  -» ig)  +  Cos  C—^inA  Sin  ^ 

,  weon  man  Coe(ii— Ä)  «ntwickelt: 

Cos  C  4- Cos  .4  Cos  B 
^^—""^^ASynB  * 

woreoe  man  Co»4c  und  Sin4<?  auf  bekannte  W  eise  entwickeln  kann. 

Aus  defti  schönen  AoftiatBe  dea  Herrn  Unferdinf^er»  der 
sich  an  meinen  Aufsatz  im  Archiv.  T hl.  XXV.  S.  225,  anachlieaat» 
und  meinen  vorstehenden  BemerkunKeu  aiebt  man,  daaa  aieh  aas 
der  ganz  in  einer  Eliene  verseldilieten  Figur  Tbl  XXV. Taf, III. 
Fii».  5.  Hie  ganze  sphärische  Trigonometrie  mit  Leichtigkeit  ablei- 
ten lässt.  Eine  solche  streng  systematisch  geordnete  mSglichat 
einfache  Ableitung,  wozu  das  Material  vellatändig  in  Herrn  ün- 
ferdlnt^er's  und  m e i i u  n  Aufsätzen  enthalten  ist,  mOchte  ich 
für  zweckmässig  halten  und  würde  einem  derartigen  Aufsatie 
gern  ein.  Stelle  im  Archiv  einräumen.  Eine  adcbe  Ableilnng 
dörfte  nOtdich  fl5r  den  ünterricl  t  sein,  wie  sie  aacb  Herr  üa- 
ferdinger  nach  seinen  mir  gfitiirst  brieflich  gemachten  Mlttbei- 
longeD  praktisch  bei  m  Unterrichte  schon  erprobt  hat  G. 
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UL¥III. 

Billige  Sälie  öber  die  Zahlen* 

Von 

Herrn  Hofrath  £•  Oettiu^er, 
ProfoMor  an  der  Univertitil  so  Frei  borg  i.  B« 


}.  1. 

♦ 

Bezeichnet  rnan  die  Anzahl  «Her  ein-»  swei-,  dni^  n.  w.  biti 
matoiligra  Zahlen  durch  il|,M»  so  bat  man 

clann  die  Zahlen  onaeres  Zahlenayiitenia  aind  die  Veraettnngen 
nit  UViederhelnoffen  an  den  ▼ereehiedenen  Clasaen  oder  Dimen- 
aioneo  ana  den  Elementen 

0>   1}   2f  3,....9y 

d.  i.  aus  den  zehn  Zahlzeichen.  Alle  Gruppen,  worin  das  Zeichen 
0  als  Anfangaelement  ein  oder  mehrer«  Maie  wiederholt  eracheint, 
bilden  Zahlen  von  niederen  Stellen,  da  die  0  in  diesem  Falle 
nicht  (geschrieben  wird.  Eine  Gruppe  entsteht,  worin  die  0  aiia-> 
acbliesslich  verkommt  Sie  lllllt  aua  der  Reihe  der  Zahlen  weg« 
Ea  lat  daher 

(2)  il4^  =  P'[0,  1,  2,....9]'"-l  =  10«-l. 

Beaelchnet  man  non  die  Anaafal  aller  maifferigea  ZaUeo  durch 
Am,  to  hat  man  bieraua 

(3)  4«  =  Aum-Ai.m^i  =  iO"  -10«-i  =  » .  10— 

Dieser  Satz  schliesst  eine  Zerlei^ang  ein,  au*  weicher  wei- 
tere Anwendungen  geachOpft  werden  können. 
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Die  0  spielt  nämlich  bei  BilHiiTicj  der  Zahlen  de«  Decimal- 
«ystems  dadurch  eine  hesondere  Rolle,  dass  sie  durch  den  Vor- 
austritt keine  neue  Zahl  erzeugt,  sondern  nur  dtircli  Ihr  Erschei- 
nen auf  einer  der  nachfolgenden  Stellen.  Bei  einer  7/iziflferigcn 
Zahl  kann  sie  aUo  nur  auf  einer  der  (m — 1)  letzten  Stellen  in 
allen  möglichen  ZueaiumeMstellungeo  and  Wiederholungen  erecheinen. 

Zerlegt  man  nun  die  mzifferi<;en  Zahlen  in  lUlckeleht  auf  0« 

«o  bat  man  folgende  FäUe: 


a)  Zahleii»  di«  kebe  0  enthalten; 

b)  M      welche  ü  einmal  enthalten; 

c)  ^      welche  0  swetoial  «Dthalteo; 

m)  Zahlen,  weiche  0  (iit^l)aial  oder  aU  ein  (m— i)fachefl  entbalteo. 

Tritt  die  0  als  Liiifauhei«,  Zweifaches,  Dreifaches  u.  8.  w.  auf, 
so  ist  die  Folge,  dass  die  Classe  der  Versetzungen  mit  Wieder» 
bolungen,  worin  die  übrigen  Ziffern  erscheinen,  um  ein,  zwei, 
drei  Einfieiten  n.  s.  w.  sich  verringert.  Bringt  man  das  Gesagte 
in  Ixcchnijtif;  und  wendet  hierauf  $.  41.  meiner  Conjbinationslehre 
an ,  so  hat  man  der  Keibe  nach  für  die  oben  angedeuteten  F&lie 
Folgendes : 

a)    P*\l»  2,  3,.. ..9]«=: 9", 

tn  1 

h)  2,  3, 9]— i.Z[tii-1, 0]'  =  ^^9—1, 

c)  PXlt  2.  3, ....  9]'»-2Z[iji-l,  0]«  =^2^^^!j^^9»-«. 

d)  P'[l.  2,  3  9]«— Z[m-1, 0]»  =  ^'""^^l"!7.3^'"""^^^"~'' 

Hiemaeb  ist  die  Anzahl  aller  unffferigen  Zahlen  mit  und  olm*  Os 

oro-H-i  j.       ^ ü-i-»  ^'"—2)  (m—1) (r/1-2)  ....3.2.1, 

=  9.(9+1)— 1=9,10— 

wie  vorbin. 
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Aus  der  Zerlegung  In  §.  2.  ergibt  sich  eine  Methode,  die  An- 
mahl  aller  mzifferigeo  Zahlen  zu  bestimmen,  die  sich  durch  die  in 
ihnen  vorko rinnenden  Terschiedenen  Zahlzeichen  (nicht  durch  irer- 
•cbiedene  Stellung  derselben)  von  einander  unterscheiden.  Hierzu 
wird  nur  nütliig,  dass  ntan  die  Zahl  der  unter  sich  ▼erschiedeneii 
Gmppen  in  den  unter  a)  bis  m)  aufgerührten  Symbolen 

l»'[l,2  9]»,  P'[h2  9]»->.  P'P, 

....f*'ll,2,....9f,  P'IU  2..... 9p 

bflstfnunt 

Es  zeigt  sich  iilinilich  leicht,  dass  durch  den  Zutritt  vnn  0 
als  Ein-  oder  Meiirlaclieü  in  eine  Gruppenreihe  die  An/ahi  der 
unter  sich  verschiedenen  Gruppen  (hier  Zahlen)  weder  vermindert, 
noch  vermehrt  wird«  sondern  ganz  unberührt  bleibt. 

Untersncht  man  natniich,  um  diess  darzuthun,  zwei  versclue- 
deoe  fBnfzifferige  Zahlen,  etwa  68780  nnd  68700»  worin  die  0  ein- 
mal erscheint,  mo  liat  man 

58780 

58708 

68078 
60878 

Die  Ver<;cbiedenheit  beider  Zabiengnippen  führt  auf  folgende 
swei  Fälle  sutücIl: 

08780  und  68700; 

der  Zutritt  der  0  ist  gleichgültig  und  die  Verschiedenheit  beider 
Zahlen  beruht  auf  der  Verschiedenheit  der  fibrigen  Zahlaeicbes, 
und  ist  daaaeibei»  als  wenn  die  zwei  viersifferigen  Zahlen 

6878  und  6870 

unter  einander  fainsicbtlieh  der  Ziffern  ▼erglieben  werden  wiren. 

Dasselbe  gilt  von  jeder  andern  denkbaren  Zahl,  und  hierdurch 
ist  der  Satz  gerechtfertigt,  dass  der  Zutritt  der  0  als  ein  Ein- 
oder  Mehrfaches  auf  die  Verschiedenheit  der  Zahlen  keinen  £in- 
fluss  übt  und  daher  bei  £riirterung  der  voriiegenden  F#i|ge  nielit 
in  Betrachtung  kommt 

illcraacb  IMlt  ^e  BentiniMng  der  AmeM  nllev  unter  sieh 
versebledenen  inslfferigen  Zalilen  mit  Bestimmung  der  AossU.idir 


68760 
58706 
68070 
50870. 
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O0tting§r:  Einige  sai%e  üöer  di§  ZaAden, 

Gruppen  lotanaeo»  w«lelM  «nUtehen,  wmm  die  Verbindungen 
mtt  Wiederbolongen  ans  den  oewi  Zahlieichen  1,  2.  3,  4,  ...«9 
xnr  leten»  2teD«  3ten, ....  mten  Cluee  gebildet  werden« 

.  Bezeiclinet  man  nun  die  Aniahl  aller  unter  etcb  versebiede> 
neu  msifferigen  Zahlen  durch  Bm,  «o  erhftit  man  aoa  der  anter  (5) 
angegebenen  Schematiairang  bierßir: 

iK\    Mi      ^*lO  -"{^±m—l)  ,  9.l0....(94-m— 2) 
W  i,2,...m       +    1.2.../(m^^P'*"••  • 

yJI0Jl    5L10  ,  0 

•  1.2.3  ^  1.2  +r 

Diene  Reibe  lässt  sieb  so  uoiiormen: 

^      1.2»«. »fi  ^  1.2.3....0 

1.2.3. 4. ...10      l.-2.3....n        1.2.3....8.9.I0.  ..(Hw^-l;^ 

=  [IJ.  +  [2].  +  [3],  +  [4J, .. ..  +  1«»+  ij.  - 1 
=  [»  +  !].-•. 

Nun  ist 

.11      1.^^   .üt(wt-f  i)-  ..(m4^9)  I0.l!....(»i-i-9) 
Iw  +  lJ,-    l,2.3....m.l.2,3....Ö    ~"     1.3... .m 

=  [10],. 

Hiernach  beättraiiit  sieb  die  Anzahl  der  unter  sich,  durch  die  darin 
vorkommenden  Ziffern  verschiedenen  mstelligen  Zahlen  durch  fol- 
genden einfachen  Aueidruck; 

itti  p  _  (//i-i-l)(wf2)....(wf9)  10  ll.l2....(wf-t>g)  , 
^'  l.2...:9  1.2.3....1II  -* 

«[i«i  +  l]9-l-[10]--l; 

die  erste  Form  ist  beqoem  wenn  m  >  9»  die  sweitn  irenn  «  <9 
Int  So  hat  man  der  Reibe  naeb  fttr  die  AnsaM  aller  nnter  nieb 
feraebiedenniferignn  2ablen  in  den  EInnm»  Zebnarn»  Hnndnrtnm, 
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0*tUni*T:  mmge  Hiiiu  uter  ittt  ZaMnL 


4<t 


^     10.11.12  . 

„     10.11.12.13    ^  ^.^ 
^•=^72.374  ^'^^W' 

^      10.11.12.13.14  . 

1.2,3,4.5  *=^ÖOU 

-      10.11.12.13.14.15  , 
1.2.3.4.6.d 

V  vr.,  wälireDd  die  AomM  aller  muglicheD,  doreh  Stellung  der 
Ziffern  nod  dem  Wertbe  naeb  ▼erecbiedeoeD  Zablen  lo  deo  Einem, 
SSebnero,  HanderCern,  Taueendern  o.  e.  w. 

^4=9,  i4«s90»  i4,=900,  ^4  =  9000,  ^«=90000 

U.S.  w.  betrigt  Diene  Zablen  sind  eebr  klein,  denn  unter  den 
9  000  000  eiebeneteliigen  Zahlen  (Millionen)  befinden  aicb  nur 
11490  nnd  unter  den  9  000  000000000  dreizebnetelllgen  Zablen 
(Billionen)  nor  497419  Zablen »  die  eieb  Ten  einander  doreb  ver- 
eebiedene  Ziffern  nnteracbeiden. 


5.4. 

Mit  HOlfe  von  (8)  S<  3*  IH^t  eieb  nun  die  AniabI  aller  anter 
sich  verschiedenen  ein-,  zwei-»  drei-  n.  s.  w.  malfferigen  Zahlen 

aufgaoz  einfache  Weise  bestimmen.  Setzt  man  nämlich  1,2,  3.... m 
statt  7fi  in  (8)  und  bezeichnet  die  Summe  dieaer  Zahlen  durcb 

Ä,^=  [8],  +  [3], + 1»],+ ....  Im^Vk-m 

=  [»].  +  [2],  +  [3],  +  ti^-^  +  tm+li-tm+l). 
nnd  bierana; 

9)  Äi.«  =  [«i  +  l]io-(iii  +  l), 

oder  da 

1.2.3....r?>(m  \  ])....  (m  ^  10)     1 1 . 12 . 13 ....  (iw -f  IQ) 

l«+llia-      1.2.3....m.l.2....10      ~       1.2.3... .m  

bis 
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(m       Btm=  [«+l],o-(«i+l)=t»l»-(«+l). 

Wendet  man  diesen  Ausdruck  auf  das  Zabiensystem  an,  so 
ist  die  Anzahl  aller  Zahlen,  die  sieb  durcb  verscbiedeae  Zifero 
von  eioander  aotersclieideD: 

▼on  I  bis  9: 

M  1  „  99:  i?i^=^-3=ö. 

11  }*i 

„  1  „  909  t        fii«=-j-^3— 4=282, 

1       mmk»       J?   Ii .  12. 13.14  j# 

9f  ä  „  wm§i      Ms^^^ — 1,2. 3.4 

1  n  99999:     ^^^ss    J~  2  3.4,5 — ~"®~2997, 

^  1  „  999909:  ^••=nfMifrr'^^='^** 

11  12  17 

U.  8.  W. 


Auch  diese  Aiizahleti  sind  sehr  klein,  df  nn  unter  allen  Zaih 
len,  die  6  Stellen  und  »veniger  haben,  hetinden  sich  nur  8001, 
und  unter  atten  Zahlen,  die  l"!  Stellen  und  weniger  haben,  nur 
640633  Zahlen •  die  sieb  von  einander  durch  verscbiedeoe  Ziffero 
unterscbeideo.  Alle  öbrigen  Zablen  werden  datcb  Veraetnag 
dieser  Zifera  eraeugt. 


Die  Zahlen  zerfallen  hinsichtlich  der  Art  ihrer  Erzeugung  dord 
Ziffern  in  solche,  v^orin  einzelne  Ziffern  wiederholt,  und  in  solche, 
worin  keine  Ziffer  uiederhult  vorkommt«  Halt  man  dieeeo  Unter- 
scbied  test>  so  fragt  es  sieb 

e)  wie  groes  iet  die  Anaelil  «ller  melelligen  Zebieo»  weria 

keine  Ziffer  wiederholt  vorkommt? 

b)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  wstolli^en  Zahlen,  worfo 
eine  Ziffer  wenigstens  wiederbelt  (zwei  oder  mebrere  Male)  voiicaaial^ 

Die  Beantwortung  der  ersten  Frage  füllt  mit  der  GruppenxaU 
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Oei4img0r:  SM^  S4H€  Mäer  äfe  ZmUm.  461 

der  Verset^sunj^en  ohne  \Vicderholunf,'eri  zusammen ,  wenn  man  die 
Zahizeichen  ab  Islieoieiite  mnuut  und  dabei  die  Matar  der  0  w 
Rücksicht  siebt 

Die  AuabI  der  «stelUg^n  Zahlen»  worio  Mm  0  und  keioe 
vriedefhdte  Ziffer  vorbomiiit»  ist 

j|f=P[l,  2,  3,....91-  =  Ö'»M  =  9.8.7....  (9— m+1). 

Tritt  di«  0  an»  M  Icami  sie  jrar  ala  Einfacbea  In  den  (w— I) 
letxteo  Steilen  eiacheinen.  Die  blerdnrch  bedbgte  Zahl  iat 

2, ....  9]— »xz[iii-i.  op= 

m— I 

=  — |— 9.8....(9-m  +  2). 

Bezeichoet  man  nun  die  iragliclie  Anzabi  darch  Cm»  «o  bat  man: 

tn — 1 

(11)  a»=d»^*+-j-9"-»l-i=9.9«-»l-»=:9x9.a...(9-m+2). 

Man  sieht  hieraos»  dass  m  oicht  grosser  als  10  werden  Icano, 
wie  das  seio  muss. 

Die  Anzahl  aller  mstelligeo  Zahlen,  worin  wenigstens  eine 
Ziffer  swei  oder  mehrere  Male  wiederholt  Torkommt»  Ist  sofort: 

(12)  Dm  =  9. 10«i-»-9 .9«-»!-». 

Hieraus  folgt»  dass  die  Menge  der  Zahlen,  worin  keine  Ziffer 
wiederholt  vorkommt»  bescbrinkt;  die  Menge  derjenigen  aber,  wo- 
rin Wlederbolnngen  TOrlromaMn»  unheschrfinkt  Int  Die  erste  Art 
▼on  Zahlen  miebttü  nnr  bin  in  die  Zebntnnnend  BKUionen«  linn 
hat  hiemach  der  Reihe  nach  onter  den  ebi*»  iwel*»  drei-  bbi 
sebnatelligen  Zahlen  folgende  Mengen  für  Zahlen»  die  keine  wie- 
derholte Ziffern  CBbren: 


Anzahl  der  Istelligen  Zahlen] 

=9» 

»> 

»» 

9» 

»81» 

»» 

»  3 

n 

M 

Q  «9.9.8 

=648» 

9* 

„  4 

f* 

>» 

ss9.9<8.7 

tt 

«  6 

tf 

tt 

—  1^  •  •  • .  •  6 

n 

..  6 

$» 

M 

C>|0  :^9.9.»..Ö 

=  136080, 

n 

.,  7 

n 

M 

Cf  si9«9««*«d 

=:544320» 

m 

»  8 

f» 

9» 

0^  ^s9*9t«*«3 

:=]63'i960» 

SB 

n  a 

fft 

»» 

ss9.9**».9 

^3265920, 

f 

,.  10 

M 

$» 

= 9 .9  ....2.  I=:32a{l9m 
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Ep  ^bt  also  im  ganieii  Zablensyptem  nicht  mehr  als  8877690 
Zahlen»  witrln  jede  Ziffer  nor  aU  Eiabekee  eder  aieht  wiederhok 
Torkonnat 

L^agegen  iat  die  Menge  der  ZahieD,  ivoria  vfeoigatens  eiae 
swei-  eder  mehrereaial  wiederholt  vorkoonnl»  oach  (12): 

bei  den  latelligen  Zahlen  />|  =0, 


3  „         „  1^ 

„     »   4  „          „  />4  =4464, 

6  „  =62784, 
»    n  6  „         „  =763020, 

7  o  Dj^msm. 


M  M 
ff  «f 


Pf 

M 


n   ^     n  n      i>%  =88367040, 

„  9  ^  =896734080. 


Alle  apäteren  Zahlen  (11-,  r2«tellige  u.a.  w.;  enthaltea  wie- 
derholte Ziffern.  Die  Menge  der  1»  2,  3....  bis  lOstelligen  Zah- 
len, die  wiederholte  Ziffern  führen,  ist  II'25mal  gröMer  als  di« 
Menge  derer»  weiche  keine  wiederboite  Ziffern  fubreii*  ead  dia 
Meage  der  erstem  ist  9091122300. 


6. 

Ehe  noch  weitere  Fragen  über  die  Natur  der  Zahlen,  weris 
wiederholte  Ziffern  Terkommen,  beantwortet  werden  kGnnen,  itt 
noch  Einigen  Aber  die  Zahlen  an  bemerken,  worin  0  aebreraMl 
wiederholt  Torkommt 

Die  Menge  der  mstelligen  Zahlen,  worin  0  gerade  rmal  wie* 
dcrholt,  nicht  mehr,  nicht  nnaoigei',  verkommt»  bt  naek  daa  Bc* 
merkungen  den  2.: 

(13)   #V=P'[lf  2, ....  9J— ^  Z[iii-i,  0J'-=(m-l)r.9--' 

(m— l)(m~2)....(m— r)^_  _ 
^  \^~—r  

Hlemadi  kann  man  die  Menge  aller  Zahlen,  welche  m  und  weal- 
ger  Stellen  ftthren,  angeben»  worin  die  0  gerade  rmal  wiederholt 
eracheint.   Man  hat  in  dem  Ende  atatt  m  allmlin«;  die  Werthe 

r  -f  1,  r  f  2,  r  -|-  3, . . ..  m  %m  aetzen..  Bezeichuet  luaii  dieaa  Menge 
durch  Fr,M,  ao  gev^iuut  man: 
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(14)  #V.-=(rV«*-f (r+l)^«*+(r+^»» 

fidor  uenn  man  No.  304.  p.  167.  metne»  DifiTerenzlalcalcol«  «nweo« 
det,  m— r  statt  r,  r  statt       y  statt  schreibt: 

(15)  «■.-»r^S^ööiK— 

-r.(«i-r)^«l».«i.»^«  +  (rMiii-r)«»-^«!»!-»«^ 
-  (r),  (m  -r)'-»l«  «.•l-»9^»....(-/(r)rm^-«l(-m')rgr+i 

Die  erste  Darstellung  wird  anwendbar  sein,  wenn  r  eine  grosso 
Zahl  utk!  f/u  -  r)  nicKt  gross  ist,  die  zweite,  weoQ  {m—r)  gros« 
und  r  oiciit  gross  ist 

Di«  Menge  aller  secbsstelligeii  Zahlen,  worin  0  gerade  drei- 
nal  wiederholt  erscheint,  ist  sofort  aus  (13): 

Die  Menjje  aller  Zahlen,  welche  sechs  Stellen  und  wenijjer  filh- 
ren  und  worin  die  0  gerade  dreimal  wiedeiholt  ernchclnt,  ist  aus  (14): 

=  (Ii«  +  PJ,»*+  [31,9»=7«2a. 

Die  Menge  aller  Zahlen,  welche  y.ehn  Stellen  und  weniger  hahen 
und  worin  die  0  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  aus  (J4) 
und  (15): 

^1.10  =      9  +  [2],  9«  +  [3],93  +  . . . .  [7],  V 

y«  9 

=  j— -^4[7.8.9.9»  -  3.7.a  10.9+3.7.10.9.9  - 10.9.8]  +^=433735650. 


5.  7. 

Da  jede  Ziffer  in  den  einxeluen  Zahlen  wiederholt  vorkommen 
kann,  so  entsteht  die  Frage: 

Wie  gross  Ist  die  Ansabl  de»  mstelligen  Zahl«»» 
worio  eine  Ziffer  gerade  iinial»  eine  tirelte  gerade 
pmal,  eine  dritte  gerade  ^mai  ir lederfcolt  o.  sk  f.  ereebeliitf 

Beseichnet  man. die  «iadie  Wiedorholmig  «iBW  JäMm  diifch 
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das  Symbol  und  die  fra^rlicfce  Ascfthl  dareli  A{^,  eP,  «f....), 
so  hat  man  zur  Beantfrortung  dieser  Fnge  iwiscben  Zahlen,  die 
keine  0,  und  solchen«  die 0  enthalten ,  za  unterscheiden.  Im  ersten 
Falle  kommen  9,  im  zweiten  10  Elemente  in  Betrachtung»  die 
Letztere  jedoch  in  der  Weise,  dass  die  0  nicht  auf  der  ersten 
Stelle  eracbeinen  kann.  Hier  kommen  die  Gesetze  den  und  7.  Ab- 
schnittes meiner  Combioations- Lehre  In  Betrachtung,  iromit  aueb 
eine  Abhandlung  in  dienern  Archiv  (XV.  Bd,3.Ha  S.261.  §.7«)  an 
▼ergleichen  ist,  und  man  hat  zu  bestimmen,  nie  viele  Versetzun- 
gen die  m  einer  Zahl  vorkommenden  gleichen  nad  iingleieben 
Ziffern  unter  einander  eingeben  künnen. 

Bei  Zahlen«  welche  keine  0  enthalten,  wird  diese  Meoge  durch 
den  Ausdruck: 

l^-fH'f'^^lt 

(16)  eP,     -« ")=|,|A^ iFiMfli. 

bestimmt  x  enthält  hier  so  viele  Einheiten,  als  Exponenten  auf- 
treten. Man  findet  also  £C,  nenn  man  die  vorkommenden  Expo- 
nenten selbst  als  Einheiten  betrachtet  und  in  eine  Suinme  verei- 
nigt. Kommt  in  (16)  ein  oder  mehrere  Exponenten  wiederholt  vor, 
so  wird  <ias  Verfahren  in  Nichts  geändert  und  jede  Wiederholung 
auch  als  Einheit  p^ezhhlt.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  io 
diesem  Falle  die  Fakult.^t  9'I->  durch  die  Fakultät  1  in  der  so 
vielten  Dimension  gethellt  werden  mujäs,  aln  deieeibe  Exponent 
wiederholt  erscheint  Hiernach  wird  sein: 


(17) 


s»,  s»,  eP,  sf..-)  —  juji  ippi -X-j||r» 

r  J(e-,  e«,  «P,  «P,  e«....)  —  Jii|ia«|i.lf ii.Jpji XliiijpÜ ' 


n.  8*  w. 

Tritt  nun  die  0  als  Ziffer  in  die  fraglichen  Zahlen  ein,  so 
muss  der  Ausdruck  (iü)  für  jeden  Exponenten  p,  q  in  I3ezie- 
hun^  auf  0  besonders  in  Rechnung  gesogen  werden.  Uiernacb 
bat  man  für  die  0  als  nlaches: 

(18)  ^(eP.  ...  ^...0.)=^j^^^.9.M/''+P+y 

f6r  die  0  als  rfacbes: 
(li^  J(e*,  ef»  et 

«.  e.  w.  Deaneibe  fgiM  mr  den  Ausdntek  (17). 
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Bei  der  VVerthbcstiioniMig  ?•»  x  *m  (IS)  wi4  (10)  darf  der 
Exponent  der  0  als  Einfaches  nicht  ^ezShlt  werden,  denn  sie  tritt 
io  diesem  Falle  tör  sich  als  ein  besondercH  Element  in  den  Cal- 
cnl.  Kommen  t^leiche  Exponenten  vor,  so  tritt  0  nach  der  Natur 
der  Aufgabe  nur  für  einen  ?oii  ihnen  ein.  Im  Uebrigen  bleibt  die 
BebaDdlaiig  iwverfindert. 

Das  Gesagte  wird  sieb  in  Beaatwortong  der  Frage:  Wie 
gross  Ist  die  Ansahl  der  sechsstelligen  Zablea»  worin 
eine  Ziffer  gerade  dreimal,  eine  swelte  swelnal»  eine 
dritte  einmal  erscheintt  verdeatllebeD* 

Bier  sind  folgende  FÜle  mOglich: 

a)  die  Zahlen  ßbren  keine  0.  Es  Uf  «=3,  |i=3,  9=1, 
-f  1  -f  Issd«  nnd  man  erbilt: 

b)  Die  0  erscheint  als  Dreifaches»    Es  Ist  X8Bl-fl=3. 

=  und  et>  entsteht  ms  {lS)fc 

e)   Die  0  erscheint  als  Zweifaches: 
d)  Die  0  erscbsint  ats  Einfsebes: 

»*)=oxir5»-»><i=««»-  . 

Blemacb  Ist  die  Aniabl  aller  sechsstelligen  Zablen,  welche 
den  oben  genannten  Bedingungen  genügen: 

^  =3(^40    2160 -f2ÖöO  +  a600=3bbbO. 

Wie  gross  Ist  die  Menge  aller  secbsstelligan  Zab- 
len.  worin  swel  Terscbledene  ZIffera  gerado  Je  nwel- 
mal  nnd  swel  andere  gerade  je  einmal  Yorfcommeot 

Hier  hat  man 

a)  ebne  0,  p^^,  q^zl,  r»l»  «=l-M-f  1-f  Isd» 

od  es  wild: 
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b)  mit  der  0  («U  Zweiiacbw  «mi  Kiafachq»): 

,    ,  4.3.2.1      9.8.7  5.4 

^(^,  et,      0«)  =  X  ^_  X  j;2=a»«», 

A(e',  e». 0«)=t  a.  1.2.1  ><  TTä"  -  i  = 
die  ge««ehte  Anzahl  ist 

20412a 


{.  8. 

In  §.  7.  wurden  die  Zahlen  betrachtet,  insoferne  die  darin  vor- 
kommenden Ziffern  alle  möglichen  Stelldrigen  unter  einander  ein- 
nehmen. Schliefst  man  nun  die  unter  »ich  möglichen  \  er^et/.un- 
pcn  aus  utu!  betrachtet  die  Zahlen  nur  insoferno,  als  sie  sich  durch 
die  darin  vorkommenden  Ziffern  von  eioandei  liDtei4cbei4en ^  9Q 
wird  niao  zu  folgender  Frage  gefüiirt: 

Wie  gros«  Ist  die  Anzahl  aller  metelligen  Zahlen» 
werin  eine  Ziffer  nmal«  eine  sweite  pmal,  eine  dritte 
ymal  verfceromt,  u.e.w*«  die  sich  durch  Versehteden- 
beit  der  In  Ihnen  vorkommenden  Ziffern  vnterecheident 

Die  fragliche  Anzahl  irird  ganz  auf  die  in  §.  7.  angegebene 
Weise  ermittelt,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  das«  in  den  Aue- 
drficken  (16)  bis  (19)  {•  7.  die  Vorzahlen,  welche  durch  die  Ver- 
Setzungen  und.  Zerstreuungen  bedingt  werden»  wegOülcn.  Hier* 
nach  ist  für  Zahlen»  worin  0  nicht  erscheint: 

(2U)     B(^,  er,  et ...0  « IKI-^  =s 9.8.7.... 0)^ir-|*l)» 

(21)  jf(^,  e"»  e»,  eP....)=-pjj-=  I7ä73  * 

a.e.fr.   Für  Zahlen,  worin  0  als  n-,  rfacbea  u.  s.  w.  erscheiot: 

(38)  Ä(eP,e«....0-)  =  9'i-», 

(83)  B(if",  «!•....(►•)  =  9^1-», 

u.  8.  w.  Die  Werthbestiutmung  von  a  onterl^gt  den  fiben  ange- 
gebenen Bedingungen.  .     '  * 
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•Utinger:  Einigt  S4Hf  iläer  äie  ZoJOm.  4ßX 

Biernarh  ist  die  Menne  <)er  serliss(ellij»eii  Zahlen,  worin  eine 
Ziffer  ceraclp  dreimal,  eine  zu^Mto  zueinial,  eine  dritte  einmal  er- 
scheiot»  und  die  sich  durch  die  vorkommenden  Ziffern  unterscheiden: 

ß  s  B(e^,  e«,  c»)  +         e^  0»)  +  0«)  +  B^e^,  ««,  0>) 

=  9.8.7  +  9.8  +  9.1»  +  9*8=:  72a 

Die  Menge  alier  sechsstelligen  Zahlen,  worin  «wei  verschiedene 
Ziffern  je  zweimal  und  zwei  andere  je  einmal  erscheinen  und  die 
sich  durch  die  vorkommenden  Zilfern  unter8cheiden : 

B = ß(^,  e», «»,  «*) + i?(e»,  e»,  e»,  0«)  +        e«,  #».  0») 

_  9.8.7.6  ,  9.8.7  ,  9.8.7_^a«iA 
^1.2.1.2+   1.2  +  1.2 

wihrcnd  die  Antahl  der  hierdurch  heduigten  wirklich  ▼orkomineD- 
den  Zahlen  im  ersten  Patle  38680  und  im  sfreiten  Falle  204130 
hetrSgt.  Man  sieht,  mit  welch  geringen  Mitteln  eine  ungewöhn- 
lich grosse  Wirkung  im  Zahlensystem  hervorgebracht  wird. 

Die  Anzahl  aller  sechsstelligen  Zahlen,  worin  unter  diesen 
Bedingungen  sechs  verschiedene  Ziffern  (als  einfache)  vorkommen» 
ist  sofort: 

^    9. 8.. ..6. 4    9.8.7.6.5  _ 
1.2....6  +  1.2.3.4.5 

Für  den  speciellen  Fall,  wenn  die  Menge  aller  mstelligen  Zah- 
len, worin  lauter  verschiedene  Ziffern  als  einfache  voilnmimen» 
bestimmt  werden  soll,  hat  man: 

ir=(10)«  =  1.2.3. ...m  


9.  9. 

Die  in  {.  7.  und  {.  8.  gefnndenen  Sitie  kOnnen  an  weitem 
Anwendungen  benutst  werden; 

a)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, worin  irgend  eine  Ziiler  wenigstens  rmal 
wiederholt  erscheint; 

b)  man  soll  die  Menge  aller  mstelligen  Zahlen  be- 
stimmen, die  sich  durch  ▼ersehledene  Ziffern  unter* 
scheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wie- 
derholt erscheint 

TheU  XXVI.  81 
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Oetttnger:  Einige  iidt%e  üäer  die  ZsälM. 

üni  die^e  Fracken  zu  beantworten ,  bat  niao  die  fixponeoteo 
der  nachetebeoden  i^ynUiele 

oed 

BC«'.  e«,    ....)f  iß(e''+S      «P....),  i?(e'^+*.  i^,  ^....)-- 

ee  SU  behandele,  daes  jede  fixpenenteneuiDfoe  l&r  elcb  die  Zabl 
m  in  den  verscbiedenen  Claesen  erzeugt  oder,  was  daeaelbe  ie^ 
die  Verbindungen  mit  Wiederhofongen  xor  Summe  m  ane  den 
entsprechendes  Claaeen  zu  bilden  ond  dann  die  einseinen  Sym- 
bole nach  (16)— (19),  {.  7.,  und  (20) -(23),  {.a,  zu  onterenehee. 

Soll  hiernach  die  Menge  aller  niöerichen  sechsstell  i  2; en 
Zahlen  bestimmt  n erden,  worin  eine  Ziffer  \ventfj;stens  dreimai 
wiederboU  eracheiot«  ao  hat  mau  folgende  ^ymliole: 

-^(eS«*.«»),  A(e\e^),  A(e* ,    ,  €\  e^) .  ^(e*,e«),  J(e*,eSe'), 

naeb  (IQ** (IQ*  f*^*  ^  bebandeln.  Ane  dem  ernten  Anedmcfc» 
ergibt  aleb,  wie  in  $.7.  gezeigt  wurde»  folgende  Menge: 

Autf  den  folgenden  entstehen  der  Reihe  nach  folgende  iMengen: 
A,  =  ^(e»,  ^HAi^e^  0»)  =  •  J^+f^^J-  9.  810. 

=  il(e«,  e»,  e»  e>)  +  J(e»  e»,  e>,  0«)  +  ^ (e»,  e».  e».  0«) 

_6«l~i  9.8.7.6  ö'^i-^  9.8.7  -  ,  ,  9.8.7  5^.3 
—  *p5-  ^  PI»      1.2      +  1.2.3*  1.273 

S560480-I-25200  +  5040=90720, 
8l000490-|-«(»12i5, 

ßöi-l  o  ft  7 

=  A{e\      e^)  +  ^(eS  e»,  0')  +  ^(eS  e^,  0*)  =  ~ . 
-f  ^ .  9 . 6 .  ö  +  2 .      .  j  =  7Ö60  + 1800  +3e0 = 9720 , 
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Oeiumg^r:  SMge  S4t%e  üter  die  ZükUn.  46i 
^  =  A{e^  e^)  +  ^(«»  0»)  +  i<(«».        -j^r  .9.8+  ^  Öi.»  +  • 

die  gesacbte  Anzahl  ist  hiernach : 

A  =  141840. 

Unterracbt  man  na«  diMelbeD  Symbole  nach  (20) -(23),  $. 
00  orhilt  man  die  Menge  aller  »echsstelligen  Zahlen,  die  sich 
durch  verachiedene  Ziffern  aoteracbelden  and  worin  eine  Zifer 
weolgateii«  dreimal  wiederholt  enthalten.  Ee  entsteht  der  Reihe  nach 

=ir(A     s»)  +  JB(e»,     0»)  +  Ä(e»,  e^,  0«)  +  Ä(s».  e*,  0») 

=9.8.7  +  9.8  +  9.8+9.8  =  720, 

li=B(e».  e«)+il(s».  0«)=  +9=46, 

=  i?(e»,     eK  e«)  +  Ä(«»     e«,0»)  +  /?(e»,     e«,  0») 

__9.8.7.0    9_S\7  9.8.7 

i94s=£(s«,  eS)  +  ^€«,  0>) + 0^= 9.b+9+9=M, 

^.  =  ff  (e*,  €\  e>)  +  ^(e*,  e',0»)+Ä(eS  e\ 0*)  =  y^^ + 9.8+ j|=360, 

üg = B{tß,     + ^(s«,  0^)  +  B{ß\  0*)s=9.8+9+9=:90, 
Är=aB(s«)=9; 

^  fragliche  Aasabl  ist  hiemach 


{.  10. 

Ebifacfaer  als  In  §.9.  geschah,  lassen  sich  die  gesuchten  An- 
sahlen  finden,  wenn  man  die  in  {.  2.  nnd  J.  Z*  aufgestellte  Zer- 
leginigsweise  anwendet. 

91* 
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HBÖ  0€Uin99r:  BM§§  Säite  l^er  di9  ZmUm. 

Um  die  i]ntera)§.  9.  gestellte  Aufgabe  zu  losen,  bat  man 
alle  Glieder  des  in  {.  2.  gegebenen  Schemas  in  Calcni  xn  sieben, 
worin  0  io  der  rten  und  in  einer  höheren  Dimension  veifcenunt. 
Diess  fahrt  sn  folgender  Daretellnng: 

(24)  Jlf=(«i-l)r9^'  +  (m— I)rfi9-^» 

+  (m— l^+aÖ««^*  +  . . . .  (m  —  iji^9». 

Ausserdem  müssen  noch  fulgeudä  Ausdrücke: 

P'{1,  2  9)-,         ,  2 , . . . .  O)"»-!  Z[m  —  1 ,  Ü  > J  i , 


/»'(l ,  2  0)«-r-M  ^[m-l,  O^]'-*, 

oder  Tielmehr  die  Aosdrficke: 

/y(l,2.....9)"',  />'(l,2,....yr-',  P'(l,2,...9)»^«....P'(l,2,...9)"-'+i 

in  so  weit  nntersniAt  werden»  als  in  denselben  eine  Ziffer  wenig- 
stens rma!  Torkommt  und  die  hieraus  fliessenden  Gruppcnzahlen 
der  Reibe  nach  mit  1,  (m — (m  —  l)^,  (m  — 1),  ....  (m  —  l)r-i 
vervielfacht  werden. 

Diess  kann  durch  folgende  Formel  geschehen,  die  ich  in  die* 
aem  Archiv  (XV.  Theil.  S.  296.)  entwickelt  habe: 

(25)         'P\y»  2^,  a^....9^]9=9.2f  [rj^'.y«-»^-^ 
+9.8.7;sr;M.6-(-2^Wr+Mir8»(-S;War+«+,4».^ 


Bierin  ist rni  belassen nnd  statt  ^  atlmillgni— r-f-1,  m~r-f-2,....fit 
za  setzen.  Die  Exponenten  von  x  Im  ersten  Gllede,  von  4?  nnd  y 
im  Eweiten  Gliede,  von  Xt  jf>  t  Im  dritten  Glinde  n.  s.  f.  bilden 
die  Gruppen  der  Versetsnngen  mit  Wiederholnngen  aus  den  Ele- 
menten 0,  1,  2,  ....9<— r  snr  ersten  Cbsse  im  ersten  Gliede, 
aus  den  Elementen  0,  1,  2, ....  ^-«Sr  zur  zweiten  Classe  im  zwei- 
tefi  Gliede,  ans  den  Elementen  0,  1,  2, ....  — 3r  zur  dritten 
Clause  ira  dritten  Gliede  u.  s.  w.  Die  Reihe  bricht  ab,  wenu  der 
Exponent  von  9  negativ  werden  sollte. 
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Oettingtr:  Eintge  satte  über  tUe  ZaMen.  461 

Bestimmt  man  hiernach  die  Anzahl  der  sechsstelligen  Zahlen, 
worin  eine  Ziffer  wenigstens  dreimal  vorkommt,  so  hat  man  ans 
(24)  filr  ia  =  ö  und  r=.3: 

Aus  (25),  wenn  man  der  Reihe  nach  y=4,  5,  6^  dann  r  =  3  und 
fär  X  und  y  die  oben  angegebenen  Werthe  setzt: 

2>  93]*.  1^^=10(9. 9 +  aA 81=2070, 

'^[1»,  2»,....9«p.^  =  S.(9.9M0.3.8.9  +  9.6.8«l  =  30645, 

3  4  5 

2»,... .9^10  =  9*^-9. 3. 8. 9^+0. 6. 8^. 9-1-9. 10.8»— 9.8. 

=  100521. 

Hiernach  ist  die  fragliche  Anzahl 

^  =7704 +2970  4-30645    100521  =  141840, 

wie  oben  §.  JL  angegeben  wurde. 

Untersucht  man  nach  dieser  Methode  die  Zahlen,  die  einer 
bestimmten  Classe  zugehören,  z.  B.  die  siebenstelligen  Zah- 
len, so  erhält  man  Folgendes: 

Die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer 
wenigstens  zweimal  erscheint,  ist  nach  §.  6. 

Z>7,2= 8455680; 

die  Anzahl  aller  siebenstelligen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  wenig- 
stens dreimal  wiederholt  erscheint,  ist  nach  (24)  und  (25)  ffir 
m  =  7.  r=3i 

M  =  (6).  9*  -f  (6)4?!  +  (6)4  9>  +  (Oi^  =  1 42650 , 

^^^^//?[18, . 2»,, ...9Y=^5[9. 9«  4-9. 3.8. 9+9. 6.^1=91935, 

j^-.  5 /p[i8,     .... 9»1<^=6[9 .9n9.3.8.9^+9.6  ffl.9+9.10.8»-9. 8. 10] 

=  603126, 

A  =  ^PrP,2»,....  9yi^=9.9*-F9.3,8.9»-l-9.6.8«.9«-f9U(LBLa 

+  9.15.81^8.  [10. 9 +  15.84:3, 7. 15] 
=  1426329. 

ß,..  =2264040. 


461  0§Uim9w:  gtnige  Sdl%e  üAtr  dit  lakUn, 

Die  Anzahl  aller  siebenzifferigen  Zahlen,    vvoriri  eine  Ziffer 
wenigstenfi  v  i  e  r  m  a  i  erscbein t ,  i«t  ass  (24)  und  (25)  für  niss7,  r sd: 

M =(6)4  93  +  (6)49«  +  (ü;^9=:  J  J430, 

^i=Ofä'^l^*'  2*,.. ..9*]*=.  20.9=180, 
6  5 

4i=     'P[l\  2*, . . ««]*=5:I5[9.9  +  9.4.8] =0635, 

4t= f 2S . . 94J»  =  6[Ö . 9»  +  9 .4,8 .«  +  9 . 10 . 8«]  =  5448^, 

2«  9«p  »  9.9»  +  9.4.d.9«+9.10.8».9+9.20.8» 

=  173889, 

/^,4  =  2455-20. 

Die  Anzahl  aller  siebenstellicen  Zahlen,  worin  eine  Ziffer  we- 
nigstens funfnial  erischeiot,  i«t  för  m=7,  rss6: 

jr«(6),9«+(6X|.9r=495. 

-4  =  2», ....  9^*=  15 .  9=  135, 

il,Ä6.'P[P,  2*,....9»]«=:6[9.9  +  9.5.8J=:2646, 
il,=i'/>[l»2»,....9»f=:r9.9»+9.6,8.9+9.15.«»=  13809, 

Die  Anzahl  aller  nebenatelligen  Zahlen,  irorin  eine  Ziffer  we- 
nigatens  aechamal  erscheint,  ist: 

if  =(6)a,9«9, 

.4i  =r6.'P[l ö,  2«, . . . .  9«]«= 6 . 9  =  54, 
^='P[1«,  2«, . ...  9«f  =  9.9+9.6.8^813, 

Dj^  =  576. 

Die  Anzahl  aller  aiehenstelligen  Zahlen,  wenn  eine  Zt9ar 
eiebenmal  wiederholt  erscheint,  ist 

l>r^  =  9. 

Hieraua  bestimmen  sich  nnn  die  Anzahlen  alter  siebenstel- 
ligen Ziffern,  worin  eine  Ziffer  gerade  ein-,  zwei-,  drei-   sie- 

hennal  eracheinl  (nicht  mehr,  nicht  weniger),  und  man  erhäU: 
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QeUingtr:  £Mff0  Sdl%e  ti^r  die  ZulUen.  46^ 

E^^ür^-Dr^^lSm   -676  =15309, 

=  Z>,„  -  Dr.r  =576      -9         =676.  ' 

Ej^Or^-^O    =9        -0  =9. 

Die  Saume  sammtlicher  Anzahlen  gibt 

Ä=:£i+JE,+^  +  -..  +^^^=9000000, 

H  ie  diess  sein  mass,  and  et  bestitigt  eich  hierdorcb  die  Richtig- 

keit'der  gemachten  ScUflwe. 

{.  iL 

Um  die  unter  b>  §.9.  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  bat  HMD» 
da  die  0  al»  r-  und  Mehrfacbee  keine  neue  Gruppen  zaMrt,  die 
Symbole 

P'(l,  2, ....  9)—',  P'(l,2.....9)-^», P'a«  9)^ 

■ach  jw8.  und  §.4.  in  Beiug  auf  die  darin  vorkommenden  Ter- 
MbMenen  Ziffern  tu  uniereuchen.  Man  erbilt,  wenn  man  m— r 
«tatt  »  hl  (7)  eeUt; 

(26)  Bm^r  =  [m  -  r  +  Ii  - 1  =  [10]— r- 1. 
Ferner  bat  man  die  Symbole 

p'a,2,....9r.  P'(i,2,..  .yr'^  p'(i.2  9)^*..,. 

..•.P'(l,2  9)»-'+* 

auf  die  unter  f^ich  verschiedenen  Gruppen,  worin  irgend  «In  Ele« 
ment  wenigstens  nnal  wiederholt  erscheiot,  zu  untersnebeo« 

Dieee  gesebieht  dureb  die  in  diesem  Archive  (XV.  TbeiL 
S.  987.)  angegebene  Formel,  and  man  bat: 

(27)  'Cll^  2^,  3',....90«=[9]^+H 

-  [9-2r l81,-*+i-b-2'ltmr^^ 

+  [«  — 3r-|-liil71t-»r+»+[j[— 3rJJtÜ],_,^^-• 
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4ö4t.  OitUmger:  Einige  salze  Uder  die  Zakien, 

Hierin  bat  man  bei  der  ArivvenrluriL,'  r  zu  belassen  and  statt  g  die 
Wertbe  nt  — r  +  1,  m — r  +  2,  m  —  r  +  3....m  zusetzen. 

Soll  die  Anzahl  d«r  Mcbtstelligen  Zablen  beitimmt  werdeo, 
welche  sich  durch  ▼erschiedene  Ziiern  voterscheiden  und  worio 
eine  Ziffer  wenigetens  dreiviel  enehelttt»  ea  hat  maa  iiis=6  and 
r=3  10  setseu«  und  erhfilt  aua  (26): 

10.11.12 
1.2.3 

Av»  (27)  entsteht,  wenn  mau  r=3  und  folglich  f =4, 5, 6  schreibt: 

^='Cll'.2»  93].  =  ?jiyi  + 2.^^=405. 

^  a.      »«.    9.10.11.12  ,„  8. <). 10. II  ,8.9 

Die  gesuchte  Anzahl  ist 

Üntcrsncbt  man  anch  bier  nach  dieser  Methode  die  Zahlen, 
welche  einer  bestimmten  Classe  zuirebören,  z.  B.  die  «ieb en- 
gte 11  igen,  so  erhält  man  für  die  Anzahl  der  unter  sich  verschie- 
denen Zahlen»  worin  eine  Ziffer  siebenmal  Torkomittt  (^ss?» 
r=7): 

Bi.,r«'C[F,2^  »^^=9; 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  sechamal  erscheint  (ms?»  ^ssO,  7 
wid  rs6)»  aus  (26)  und  C/7): 

worin  eine  Ziffer  wenigstens  fünf  aal  wiederholt  encbeint  («es  7, 
rs6,  ^stt,  6,  7): 
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^.='C[1..  8.. ....  9V^'^l^i.^-^=4»: 

■ 

Fftbil  man  auf  diese  Weise  fort»  ao  erbüt  man:- 

^,,4 = 219  +  9  4*  81  +  406  +  ]486=:2m, 

=  714  +  405  +  1449  +  4131  =6ö99, 
i?,^=200lH- 2919 +«399»  11319.  i' 
^,1  =  11439. 

Hieraus  ergeben  sich  die  AozalileD  aller  siebensteiligen  Zah- 
len, worin  eine  Ziffer  gerade  sieben-,  sechs-,  fUnt-,,...  einniit 
erscheint  und  die  sieb  darcb  rerschiedepe  Ziffern  mitetiebeiden. 
Sieaiod 

= Br,6 — Bf^  s450 , 
G^ssBf^^Bft^^WO, 
G,=^„~  22^,4=4500, 
G%^Bri%^Bfi^:si4ßS0w 
Gl = Bf,i — Bff^= 120. 
Ibre  SnmM  ist  11499  j  wie  diees  sein  moM. 

{.12. 

Die  unter  b)  §.  9.  aufgestellte  Aufgabe  kann  noch  auf  eine 
einfachere  and  folgende  Weise  gelöst  frerden. 

Bemerfci  man  ogmlicli»  dass  bei  Daratellang  der  Gruppen  der 
Verbindungen  mit  nnd  ebne  Wlederhelungen  die  Anotdnnng  der 
Elemoite  bei  der  Anschrift  keinen  Etaffuti  anf  die  Gruppen  ,  qnd 
Ibre  Anaabi  übt  nnd  daae  eefert 


Djg'itized  by 


IM 


ist»  weil  immer  dieselben  Gruppen  nur  mit  anderer  Anordnunfi^ 
der  Elemente  heransfliessen ,  so  kaao  man  diese  Bemerkung  auf 

die  zehn  Zahlzeichen  anwenden  und  folgend«  Anordnung: 

C'(l,  2,  3,  •.,.9,  0>» 

wühlen. 

Werden  nnn  unter  der  vorstehenden  ElemeBteoanordnung  die 
Gruppen  (hier  m8teirK;e  Zahlen,  die  sich  durch  verschiedene  Zif> 
fern  iirter.«cheiden)  gebildet,  no  entetehen  alle  rouglicheo  Gnip> 
pen  mit  Wiederholungen,  von  denen  nur  eine,  nämlich  diejenige, 
welche  0  in  der  mten  Dimension  fahrt»  als  aieht  ralieeig  wmm^ 
eehlieesen  iet  Hlemaeh  bat  man  die  Gleicbong: 

m  C'[l,2,3,....9,0]"=[10]«-1, 

welche  schon  oben,  (8)  §.  3.,  auf  anderem  Wege  aufi^efunden  >vurde 
und  die  IMcn^e  der  mstelligen  Zahlen  angibt«  die  sieb  durch  ?6r- 
•chiedene  Ziffern  unterscheiden. 

Wendet  man  nun  da«  Gesagte  auf  Bestinniing  der  Anzahl 
•llflc  tmteUigen  Zahlen  an,  die  sich  durch  vefschiedeoe  Ziffern 
miteraeheidtn  und  worin  eine  Ziffer  wenigstens  rmal  wiederholt 
erscheint»  ee  leitet  sich  aus  der  in  diesem  Arehiv  (XV.  ThelL 
S.  287.)  angegebeneu  Fermel  feigende  ab: 

(29)  '  C\V, 2^ 3^,  ....9',(K]"=[10]«_H  1  +  [m^] [9]„,_h-i— 1 

-  [m  -  2r  +  1]  [9]^ar^.2  -  [r«  -  2r]^  [8]«-2r+a 

+  [m-.3r+l],[8]i,,^sH.,4-(«-3ri[7]»-.H.s 


Fflr  r  =  I  geht  (29)  in  (28)  flher,  wie  diess  sein  moss. 

Bestimmt  man  min  aus  (29)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
nannten Menden  der  siebenstelligen  Znhieii,  die  sich  durch  ver- 
schiedene Ziffern  unterscheiden  und  worin  eine  Ziffer  wenigetene 
einmal«  zweimal,....  siebenmal  vorkommt,  so  ist: 

Brn^'C\\\  2S....9^0»r=[IOJr-l  =  ll439, 

Br^ = 2»  9«.  ©•r= [101,  +  5[9L  -  4[9],  -  6[8], 

+  3l8]4-fl.[7]4- 1  =  11319, 

i3^^='C[lS  2*,..,.  9S      =[10]*  +  3[9]4-^l=:2l99, 
^,.='C[l».  2»  9»,  0»r =[10],  +2[9],~1=549. 

B,^^'C\\\  2*. ....  9«, 0«]»^=[10t+ 1[9],-1«99. 

^s='C[P,  '2^,....9^(Ff  =10— 1  =  9. 

Ee  eind  dieeelben  Mengen,  die  in  $•  11.  gefenden  «tiardan. 
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Littdma»:  If§imdM4$,  qui6w  (tijMäicwri pouit,  mm  stiele,  467 

Die  io  J.  9l  angegebene  Methode  wurde  Mbon  im  XV.  Hände 
des  Archive  mi^etheilt  und  ist  hier  Our  der  VolUttodigic^it 
wegen  aofgeDOiDnieD  werden. 

Mit  den  hier  angegebenen  .Sätzeit  ia^^en  sich  nun  auch  die 
Mengen  der  mstelligen  Zahlen  augeben,  H'orin  eine  Ziffer  bücb- 
«teos  mal  wiederholt  erscheint. 

Die  hier  anfgefilbrteii  Geeetoe  inden  mimltlelber  ihre  Anwen* 
dng  wf  Dednialbriiehe,  denn  die  Blnrelhnog  der  0  geeebieht  bei 
dieeen  aaf  die  amgekehrte  Weiee«  wie  bei  den  gamen  Zehteii»  nnd 
rttiiert  ihre  BedeitCaog,  wen«  ide  dea  Schlaaa  der  Ubifgea  ZiSem 
Uldea  aoUte. 


De  indiciis,  quibos  dijadicari  possit^  nuin  sit  7  aot  13 

factor  nmneri  integri  dali 

Aaetore 

IK*»  ChrUiiau0  Fr*  Lindmun, 
*  Lect  Streng«. 


Tome  XXV.  pag.  17QLaafq.  bajaa  Archiri  Do«.  Ray  er  de 
difitiene  naneromm  per  aeptem  diepataWt»  in  quam  rem  ego  qae- 

olim  loqaleiiri.  Allem  ae  0*«  Ray  er  regnlam  loveni,  quam 
k  profero,  non  qaod  regalam  divicitone  ipsa  eommediorem  dari 
poaee  existimem,  sed  qula  via,  qua  inventa  eut,  atteutiotie  noo 
profäufii  iritiigna  videtur.  • 

Sit  igitur 

Ceoatal,  iioc  polynoniom,  per  « — k  dltlaam,  suppeditare  reaidaom 
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M  limdmmmt  ß§  MMto»  fuMifi  äUmMtaH-Htüt,  mm  aU 

•t  quantitatem  sc—^k  factorem  polynomii  T  esse  non  posse,  nisi 
fst  lik=0,  Quod  si  oretiE;  specialem  valorem  accipiunt,  neceswe 
aOQ  est,  Sit  ftif  — 0,  duiiimodo  /i\  lactorem  —  A-  habeat.  Posito 
igiturar=)ü,  manilestiini  est,  iiiir7kenjni  (juemcun(|iie ,  cujus  notae 
sunt  ön-i  ct'tt.  (utque  ideo  «„,  ««-i —  n  10) ,  polynomio  T 
exhiberi.  Jara  posito  A'  =  l  auf  A'=— 1,  inveniuntur  rei;ulae  cogni- 
tae,  quaruiu  beuulicio  cogooscere  licet,  sitoe  U  aut  Ii  iactor  uu- 
Qieri  dati 

necne*  Sin  antem  k=Z  et  1;=— 3  coostitnitor,  regniae  inveDiiui- 
tnr  fActorem  7  et  factorem  13  dignoaeendi,  quae  tameo,  ot  dudc 
annt,  manifeato  onlii  aant  vaoL  Itaqne  aliae  quaereodae  aont. 

Poaltia  radictbos  cubicb  imaginariia  aoitatia  negatlFae  ^ttp  ß 

l+iV3     -  l-tV3 
atqae  ideo  «= — ^ — »  P  —  — 2 — '  quum  sit 

7=32-3+J,   13  =  3»  +  3  +  l, 

Uqaet  eaae 

7=(3-«)(3-ft,  13=(3+«)(3+j5)=(-3-a)(-3--/J). 

Utambae  regniae  simul  reperiantor,  residuum  Rk  prius  per  A;— a^ 
deinde  per  ^— rj?  dlvida^r,  ubi,  divisione  facta«  Uttera  M  privs 
aeqaalia  3,  tuoi  aequalia  —3  pooatur,   Prior  diviato  dat 

= «nÄ^  +  (a^^  (a.o*  f  «b^a-f  a»-a)  Ifl^-t^ 

Ona*-|-a«^ig"~^  -f-      -fgia-f  Oq  * 

Si  haee  eipreaalo  ulteriiia  per  k*—ß  dividitor  et  ea  para  quoti, 
qnae  est  mittema  Integer,  per  Q  designatvr«  reperimtia 

■  Ä; — ß 

Hae  fractiones  =rt  ponantur  et  ad  cundem  denomiriatorem  redn- 
cantur.  Conge^tis  deidde  terminis,  io  quibu«  a  euiideai  habet  io- 
dicem»  beaaficio  theorematis  cogoiti 
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7  out  iS  facior  numeri  integri  datL  469 

reperilur 
Qiioin  vero  «it 


liqmt 


••i. 


qnamobreni  InvMitar 

n=^_^^.iK+^«i'  

▼elf  qnia  eat 


9S 


Sfo|i  ^^Siii(|>— 1)  j 

1      p=.  *Sfap|-Sin(p-l)| 

Manifestum  est,  valorem  absolutum  qoantltatis  rk  nutnenim 

integrum  esse  oportere,  si  — k'\-\  factor  numeri  T  esse  po- 
terit.  Furictiones  goniometricao .  quae  in  forraula  inventa  insunt, 
eam  paene  inutilem  reddere  videotar.    Quum  vero  coosideramus. 


jfcSinp^-Sin(p-l)f 

*  - — ^=:l(— J)«,  «i68tp=3m. 


Sinj 


=  Ä(— 1)"»,       „  „  „=3mH-l,  , 
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3SId;>  j— Sin(|>— 1)3 
Ä  '  — — flg  +  Oi— etc.) 

Slnj 

+  3.  (tti  — «4  +  fl^  —  «tc.) 

+  2 .  (flj — Oft  +     —  etc.). 

Itaqae  numenis  datus  a  d extra  parte  ad  ainistram  id  claases 
triam  notarum  dispertiatar.  Ultima  clasaU  unam,  dua«  vel  tre» 
notaa  habere  potest.  Sit 

r=:!33117J91157i035. 

Summa  noper  allata  fit 

-1.(5— 7+9-1) +3.(3  ■^5  +  I-3)  +  2,(0^1  +  7-3) 
r=  1.6—3.4  +  2.3=0 

atqae  ideo  est  nomeraa  datiia  per  aeptera  aine  reaidao  diviaibilia. 
Posito  daolqoe  k^^Z,  fit  A«»ifc  +  lsl3  at 

^Jn  -3SiDpf-.SiD(p-l)| 

Ä  Qp  — ti.(ai-— 04+01— ate.) 


— 4.(as^a4+a4-ate.) 
—  1 .  (04 — 04+0» — etc.). 


Naoc  nomerua  dato«  iu  clasnes  quoque  dispertiatur  eodem  modo 
atque  aotea,  niai  quod  nota  peouitioM  fit  prioia  aota  cjaaab  primaa. 
SU  anmaios  dataa 

s:|119|010|69B|m|9. 
Samma.  da  qua  nane  agitur,  eat 

=sKä^3.(4-6+0-9)-"4*(ö-y+l-l)-i.<5-6+Ü-l) 
s8l.8+3J0+4.3+I.2s:6^ 

Saqnltnr«  nt  13  alt  factar  mimcri  dall. 
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Is^äma»:     umu  cooräimmnm  poiarium  in  quadralura  eU,  471 


De  tuu  coordinaUram  polarium  in  quadratara  curTarom* 

Sopplemeutum  ^uoddam  librorum  de  calculo  integrali* 

Anctore 

D*^.  Chrisiiano  Fr,  Lindman, 

Lect.  Strengn. 


Quainquam  multa  venera  coordinatarum  exeogitari  possmit, 
ftctilincnniiu  tanion,  intcrque  eas  orthoi^oualiuni ,  at^ue  jiolariuni 
Q8Q8  est  frcqucntissiiniis.  Utrumquc  genus  8ua  habet  eomtnoda, 
ita  ut  propositiim  quoddam  nunc  hoc,  nunc  illo  genere  utendo 
raciliiis  üüsequi  liceat.  In  planis  curvis  qiiadrandls  «fnmujnc  saepe 
?enu8  aeque  commode  potest  adhiberi,  interduru  vero  usu^aJUnns 
cominodior  e^t.  Verum  quidem  est»  superfidem  sectorU  ope  cooiv 
^Umm  polarimi  iiiv«iiifi>  «egnenli  aatem  coordinatic  orthogo- 
itlibus,  qua  tarne»  aola  re  deeeroendam  noa  eet,  atrnm  geiraa 
«•ordinataram  praecipue  adhibeodam  »lt>  quia  aaepe  mo  venit, 
it  eoordioalae  polarea  aaperficiem  aegmenti  commodioa  exbibeant^ 
tenodo  triangulum  addatnr  vel  aabtrabator.  Qnoin  Tero  utraque 
Htb  eaadcm  affert  utilUaiam,  eaaiaiirviii  eligenda  eat,  oujua  usus 
itnimam  affert  laborem,  id  quod  ex  aeqoatioDo  cnrvae  peedet. 
Oiunes  scriptoren  de  calculo  integrali  docent,  quae  formulac  hac 
10  re  adhibendae  sint,  sed  coordinatas  orthogorialos  eatmus  ante- 
ferre  videntur,  quoad  Vis  saepius  iitantur  earumque  usuni  pturibus 
cxemplis  illustrent.    Quae  qtiuin  ita  sint,  quidquam  nequeiis  pror- 

inutile,  qui  calculum  integralem  discere  velint,  neque  prae* 
(^eptoribas  ingratHOi,  qui  exeinpla  qualiacumque  accipiant,  facturua 
nibi  Tiaus  sum ,  si  nsnm  utriusqoe  generia  coordinatafam  in  cor* 
fit  qaUNiadaiii  algebraicis  quadrandia  inter  ae  conferain ,  praeaer^ 
6«  qoDin  oecaaio  ita  praebeatar  agendi  de  iotegraliboa  qaiiraadaiD» 
^PMUD  nmtio  jam  aatva  (Toai»XXllL  pag.  440.)  Am!»  att 
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L  Si  qul«  etm  cmrani»  quam  Folion  Carteaii  Toeant»  qm- 
drare  thII»  magaa  lade  ezaisfit  molestia,  qaod  aequatio  hojiia  coma 

«*+3f'=«r3r  0) 

tertii  est  gradus.  Facile  intelligitnr,  fnnnulam  usitatam  si.ie  ulonca 
anhatittitione  adliitieri  iion  |>osse.  Quum  vero  inelioren>  repcrire 
no?i  postum,  quam  qua  usus  est  Moll  weide  In  Lexlco  Klüi^e- 
liano  (Tora.  IV.  pag.  1'23.)>  ad  hoc  opus  iectorem  delegans  usum 
tnntum  coordinatarom  In  bac  corra  quadraoda  ostendere  conabor. 
PoaUia  Igitnr 

aaqoatio  (1)  in  aeqiatiaaeBi  «implieam 

mvtatur.  ttector  igifor  qnidam  (=  S^)  aequattone 

•  o 

daCur.  Divialonc  per  CoaV  ^apth  et  iafra  facta «  evadit 

'^»■^  2t/     (l  +  tg»9)«*CeaV 
positaque  tgV^'» 

0 

Superficies  totina  ovalla  ponendo  ip=:2  ^^P^^^  ^'g'*  Siaan- 

tem  anperficies  a  enrva  et  ordinata  qaadani  et  azi  abaciamwai 
temlnata  qnaerltar»  aeetor  a  triangulo 

taotisper  subtrahator,  dum  ait  tg^^       Tel  de  parte  corvat 
aabi  abaelaaanun  oonvesa  agatw.   Qood  al  quaeritn?  aegMalHi 
a  parte  concava  terminatam,  poDendora  est         P^o  9  fei  aagab 
Dumerandi  sunt  ab  asi  ordinatarum,  qao.  fit 
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cui  deoique  addendum  est  triaBf^idiUB.  Faoillhiie  perspicitur,  quo* 
modo  sumendus  sit  angulus  9».  quaado  segmenta  ab  iofiiiitis  eur- 
nm  »uttto  lermhiati  qaaeraDtnr. 

n*    Apud  Moigno*)  propunitur  curva,  cujus  aequatio  est 
y4-95<iV+100a«ar«— a;*=0.    ....  (4) 

Potitia 

IfssrSing»»  jrssrCoa^» 

jirodit  aeqaatio 

r«(Co«^  -  Sin  V  =  4o<(%Cm*9— 2dSiD  V 
vt|  formulia  goiüometridR  aotissimi« 

r.  =  98a«  +  gS5^  (*) 

niq«9  invtvitiif 

9i  9t 


£  figura  (Tide  Moigno)  patet,  anperficim  partis  finita«  inymiri» 

«i  in  tntegrali  per  4  mnlttpllcato  ponltor  q%  =  ,j  et  arcui  <p,  datur 

vaior,  quem  habet  <p,  quandn  eat  r^O.  Pn»lte  igitof  in 
^quatione  (ö)  r=0,  babebimua 

1  2  • 

Signum  aupenuK  i^iihibeudum  est.  Itaque  Qst 

■M  ArcCos  solito  modo  designat  arcum  miiiimuni»  cujus  Cosinus 
^      V6.  Ita  invenitar  snperficins  (A)  totius  partis  finitae 

=f  4ii«[4Ü  AfcSiu^  V  a  + 1(5— Sv^ö)] 


=  4oS[40  ArcCosf -f  1(5-2V6)] 


*)  Le^oDt  de  Calc.  Uift  et  Iniegr.  Paris  1940.  Ton.  I,  p. 
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474  i4mämmn:  9^  mm  tmrdUmtmnm  poimium  in  gmdrßjura 

Scjjmenta  partia  finitae  ut  exemplo  priore  reperiuntur.  SI  snctoms 

ab  iofinitU  rami«  terniinati  quaeruntiir«  aagulus  9  iotra  Üraitea  0 
2 

et  AfcCiis,^  V6  niBafor.   Segmottte  Im^«  hiveBbi  poMimt 

Eandem  soper6cieni  coordinatis  rectilineia  ntentea  detormiiiart 
coDabimar*  Ex  aeqoatione  (4)  inTeiiitiir 

y  =  i  V 48a* db  V  2aü4fl*— ;r*{lOüa*— 
qoae  tarnen  expreaaio  eaa  formulae  cognttae 

in  formam  concUintorem  retfii;!  lum  [>otü>{,  quia  a'^  —  ß  mm  est 
quadratum.  Nihilosecius  tonnula  illa  eo  ultJis  est,  quorl  ope  eju« 
quanütaa  sub  signo  radicttU  siniplicior  fit.   Eitimvero  babebimus 

Primeiii  omniuni  dljadlcandom,  quomodn  signa  siimere  oporteat. 
Quoniam  superficies  quaeatta  reapectu  axium  aequalie  est  et  coe- 
grnensi  satis  eat  pcaitiTos  tantum  coordmatainin  valores  conside» 
rare.  Seqeitar  M  Signum  superiea  extra  uneos  adbibeadnm  alt. 
De  signis  inter  radiealea  nene  decernendum  est.  Aequatione  (4) 
differentianda  reperttnr 

unde  patet,  tani^rntein  curvae  esse  hnr'tzonfaleni  in  duohus  pitncti«*, 
quonim  coordir»atae  sunt  x~0,  y  =  ^4aV^$^t  verticaleni  in  octo 
punctis,  quoruin  coordinatas  dedit  Moigno,  praetereaqne  in  diio* 
bus  piinctis,  qiiaeMoign«  oblitns  est  et  quornm  coordinatac  sunt 
a:=4;lü«,  y  =  0.  Kx  bis  deteni  punctis  quattunr,  quorom  coor- 
dioatae  sunt  jc  =  (ia,  y  =  +  4aV/3,  x=  —  6«^  y=:4:4rtV3,  sUa 
sunt  in  ea  curvae  parte,  de  qua  nunc  agitur.  Hinc  intelligitur, 
valore«  ipsius  ^  inlra  linutes  0  et  iaVQ  (inclus.)  et  valores  ipsios 
X  intra  liniitos  0  et  6a  (inclus.)  cnntineri.  Jani  facile  perspicitur« 
omaea  valores  ipsius  y  a  »ibilo  usque  ad  4uyZ  expressione 

exhiberi»  omnea  autero  valores  a  4ai/3  aaque  ad  4a  v/6  expressione 

* 
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81  qaaeritur  eadem  saperficiea  (=  A)  atqBe  .antea«  anveMlttr 


(7) 


0  4» 

Posito  jam 
prodit 

quiu  posttivoruiu  tantuni  valorum  ratiu  iiabenda  est  Etiamnuoc 
ambigitur,  utruiu  signuin  inter  radicale»  Kumendum  sit.  Maximum 

fbiictionk»  xSTlQQa^^y-  est  =60a^  et  locum  habet,  quando  est 

:ps=5aV2  vel  «sViüUä«^^.  LhnitM  antem  Int^gratis  (7) 
sunt  x  =  0,  T—6a,  quorom  uten|ue  minor  est  quam  5aV2, 
VtAtiit  lititur  factoris  alterius  setoper  est  major  yrnii  6«v^ 
•1  faetorea  x  lOÜa^— mBt  permatati,  ildem  valor««alqa6 
antea  invenientur.  Quoniaoi  vero  «at  V  lUöo*«— :r  pro  Omni- 
bus valoribus,  quibus  nunc  atendum  est,  sequitur,  ut  sumi  debeat 

Limitea  fiunt  z  =^0,  2  =  12«  et 

*  rtrf»  adt 

"  VIS«*  +  2az  V*^ü^^^* 

Hia  in  aeqnatiooe  (7)  aubiitUatia  eyadit 

o  0 

Poalto 


babebimaa 

a  24-~2Stt*     _  49citf<fti 

2 

Limitea  a^O,  asl2a  traa«e«at  la  ti=gV&*  «=?0  reap.»  qni- 
bae  perrotttalia  evadit 
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LiaUmam:  B€  um  cmMrdUmißmm  p^darimt  in  guaäranim 

Eodeni  mod^  t  r«pM|ttir  >k      •  -    •  •  - 

o  o 

Samma  borum  integralium  per  8a  multipUcata  dat 

2  5 
Quum  vero  äU  Arctg^  v  6  =  ArcCos    ,  valor  superüciei  idem  est 

atque  aotea»  sed  nmlto  majore  labore  ioveotus. 

äiii  autera  quaerer«tur  superficies  (=B)  a  luirte  curvati  con- 
cava  et  ordUata  quadain  et  axi  abticiäßarutn  tcruiiüaUt  habeiiemus 

■ 

ubi  est  3!\^fk^^    Facile  apparet,  qaam  lata  et  molesta  computatio 

iode  sit  oritura.  Hic  tarnen  spatiuni  oon  detur  hulc  compatationly 
qiüppe  quam  parvl  referai  »Itariut  parmquL 

UL   Alia  apud  Moigno*)  occiirrit  curva>  cujus  aequatio  e«t 

Dt  baec  earva  4»pe  coordinatanmi  poUriu|D  quadretnr»  ponatar 
jf=rCo07,  s^rSm^,  quo  facto  aequatio  (8)  traosit  in 

t*— 2arSin9>(l+2Co««y)  +  a«Sina9  =  ü.   .  .  (9) 
•  « 

Etianli  baec  aequatW  Don  a«qiie  simples  sit,  quam  quae  ^riore 

exemplo  laventa  eat»  anpeHleiea  tarnen  quaeeita  baud  difliculter 

cogooscere  licet  AeqoalloDe  (U)  aolota»  prodeoot  aeqoatioiieil 

r'^aSiD9|l  +  8Cea>9>-f  2Cofq}  V^l-l-CoaS^U 

Ut  faciliime  peraptcitur»  üle  vabor  corvam  extelßorfm,  bic  interio- 
rem  competit*    Supetficiee  aectorla  cajusdam,  quando  augulue 

eeotorbl  eet  =f|      2,^),  ezMbielar  forrnttUe  '         .  -      •  i 

_  _  '  II  .  ^ii,f 

f)  Lc.|i^SS6.  Ter»iBQ«>tinieB  eliimm  apod  3iej[yjie  etc 
^Mm  nee,  aa^iere  Melgae,  pi^ctnni,  cn^m  coenKaMa»  fpal^xs^ 
|r=0»  tll  paacttt»  dnplei»  termianii  olUmat  «it'il*«*,  aecMte  ett. 
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iiiiiMlIii—  MBfwnutiikhiWiiMiü  llniiftiriMlffL  ä7.7 

o  o  *  ■■ 

+2a2^ y^^'  Sm29)Co8<pt/9(l+2CosV)V^HCo«^9), 

—2a»         Sio2yCos9c£9(l  +  2Co6  29j}V^lirtV8V 

•  "I    .     «'  ^        'Jr.  .■!'*<,  ,  *.<..,         .  « 

Jam  est 

i        .  .        .  .  • 

lutegrali  posteriore  pooatur  Sinqpr:  v2<^in^«  <iuo  facto  evadit 

Sin 

ubi  e8t  ^4  ta  AroSin—^^^*   FaeHUote  perspicitur  eftse 


I      "      t>    <r  •    .  ■ 

.  s        1  2 
Itaque  est  *" 

±^12  ^i"  -Vi  —  iSiii      —  ^  »Sin  ö^^j, 

abi  «'^gf^iA  auperius  es(  eectgris  inferias  &e^U>M'u^  . 

sc  '  " 

cx.  gr.  est  91    o  ideoqoe  ^ss^»  reptiitur 
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SupeiMes  ««iiiienfi  cujusdam  nt  In  «zemplo.  primo  hifmiH 
potost.  '     ♦  ^  '  ' 

Usus  coürdiiiatarum  orüiof^onaliuin  hou  loco  satis  facilrs  et 
commodus,  iiiiii<  qmx]  valores  ipsius  y  inter  &e  accaratiua  distUi- 
gueudi  sunt.   Aequatione  (H)  solvenda  habcbtmus 

unde  liquct,  quantitatem  .r  valores  negativos  non  admittere.  Quia 
vero  opus  oon  e^t  iiisi  valoreii  pu.sUivos  ipsius  ^  respicere,  pooatur 

QuantitM  Uta  mdicallB  In  dm  ladioM  niibphceB  ttuwfotiMifi  pot- 
Mt  Ite  ioveoittir 

a:(*2<i— a-)  — V flur,  61  est  ar^a, 
■  I  •  ■  . 

yi  =  V^  —  V^dr(2a— a;),  ei  est  a:^a. 

Ex  bis  raloribttt  compeüt  cnnram  interiormn.  Valores  |^ 
sunt  curraa  «zterioris,  partia  coneara»,  ffy  partis  coafexaa. 
Docta  igitar  per  paaelm«  eojii«  «oardiaatae  auät  yasO»  jr=^ 

(oTi^a),  recta  axi  ordinatarum  parallela  po^itaquc  =il  superficie, 

quae  ab  hac  rerta  et  axi  abscMaaniin  et  parte  quadam  .cun^ae  ia- 
terioria  contioetur,  habebimua 

Ol)  o 

t 

=  -j-  Are  Cos  — j— ^  — (o— .T|)  V  or,  (20—^:4)—  ^  iti  Y  «ft 

atque  ideo,  poaita  X|=a,  totam  superficiem  Inter'ioreui  ^''^^j 
«t  antaa. 

Jam  vero  ai  poaoerirau«  auperficieni  ab  liadam  rectis  et  parte 
qaadani  eiirTba  ezferfaria  ooDca?a  termtoataai  ==,4»  l|ivattlaiiMia 

»I        * '         o  *  o 

quaa»  poaita     =  o,  translt  i»  ' 
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S«giDentum  a  pnrte  ( onvexa»  axt  «baciMacafn  et  oEiUiiaAi^  (^oadani 
indosum  iacillim»  reperUur. 

IV.  AigvA  BloigBO  occi^ril  ^.earva»  cojiui  atqnatlo  «at 

i^— «♦  +  26a:«^=:0.  (10) 

4 

Poaitia  jfsrSin^,  ^p^rCos^  iiiTaiiitur 

 2&SimpCqgV^^_  ...  , 

OaaV-SioV=^^*^*8^'*'  '   '  ' 

Qaando  agitnr  de  raroo,  qul  aupra  axin  abadsaarum  jacat 
(y>9^0^,  evadU 

o  o 

vel,  qooniam  est 

Sit  ex.gr.  9  SS  ^  et  evadit 

Secfor  1  ramia  aub  azi  abada^arimi  te^ninatoa  reperfiiir,  ai  ae- 
golas  9  pohitur  negatWoa,  et  aoperficiefl  aegmenti  inter  earFam  et 
efdinatam  et  azin  abaeiMaram  comprebeDsl,  al       a  trlangnlo 

s  Y  Sin  9  Coa  9=-^  Coa  '9  Sio  2^  tg  2^  aubtrabitur. 

Conrdinatis  orthogonalibaa  ntenti  computatio  fit  raolestior. 
QuaotUas  x  ex  aequaüone  (10)  quaerenda  est,  quooiam  aequatio 


Qaia  «aparfriM  lata  aotea  iamte  %u=xa*  (  T*^  37'  *«l"it«r, 

«t  fagni^piani,  faad  abiMUar,  «i         for.paaataai  {ßh^fi^,9^V(h 
all  abiciMaran  ptipradicalaiit  dedtaTj»  a^icff^vü,  ada«f aalf 
fäiias  dt  s«. 
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respectu  hojiw  qoantilatU  facUtus  soM  potent.  Sl  positivi  tan* 
tarn  valore«  quantUattun  'wiabiliam  renpiduDtitr,  pooeoda  eat 

^•=5  V  4.  y  *f-y*.  Jam  H\t  i4=  mn>ediciei  a  eorra  et  axi 
ortlioataruiii  et  recta  abscii^sarum  axi  paraiMa  ternünatae:  in^-e- 

niemu«  A^J^^  xdy=z J^^  dii^by-^yyfV^^.  PoMta  y=  5tgt, 
evadit 

«  » 

/*"'«?  </*   ,   r 


(I 


AHa  variabili  t  pro  Sin^^  iiitroducta,  qoia  tum  e^t 

Cos  4i|; = ; ;  Vr+T  +  V  r=TJ 


inTenitur 


ubi  est  S|  = 


o 

y 


Postqoani  qaaotitate«  tob  signo  /  sonto  nodo  facta«  aavt 
rationales»  reperitur 


Subatituto  vaioreipsiu8.z^  et  reductionibasquibusdani  lactia^habebiBHi« 

quae  formnla  ad#o  est  implied,  vt  dabitari  poaait»  atnfli  wrf** 
•tius  ait»  eam  adbibere  an  inveoire. 

9  I  ' 
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Literarischer  Bericht 

CVf. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gauss  zum  Gedäcbtniss.  Von  W.  Sartoriu«  r.  Wal- 
tersbaoseo.  Leipzig«  Hirzel.  1856.  1  Tbir. 

Diese  historische  Skizze  de»  grossen  Verblichenen  ist  mit 
einer  Hin<^ebung  und  einer  Wärme  des  Gefühls,  zugleich  mit  einer 
so  gro^^sen  Ueherzeugung  von  dem  unefset/lichen  Verluste,  wel- 
chen die  \Vi.«seTisehart  und  die  Georgia  Angn^ta  eriiüen,  geschrie- 
ben, dass  dieselbe  jedes  fulihMide  Herz  wahrhaft  ergreifen  musa, 
);aoz  abgesehen  von  ihrem  natürlich  höchst  interessanten  lobalte. 
Dieselbe  beabaicbtigt  mehr  eia  allgeoieines  Bild  dea  uavargleicb* 
Bcbca  Mannea  an  entner&n,  ala  aaine  bewwdaraDgifrardigaB 
wiaMnaaliallliebaii  Eodeckangen  in  einem  waitertn  Zmiamnieolitnge 
la  trfaaaan.  eine  Arbeit»  deren  £rfiUang,  wie  der  Herr  Verfaa« 
ler  in  der  Vorrede  aagt,  bald  in»  loUafeaa  Umfange  von  einer  mk 
dma  Seite  eotapreehen  werden  wird;  sie  aacbt  zugleich  acbon 
jtlzt  einer  belügen ,  fremmen  Pflicht  zu  gen0gen  und  in  einer  Zeit, 
in  welcher  der  Schmerz  Aber  den  grossen  Verlust  noch  recht  leben- 
dig ist,  das  Andenken  an  den  Hingesrhiedenen  frisch  in  der  Seele 
XU  bewahren.  Gerade  dun  h  diese  allgemeine  und  eniger  streng 
wi8senscha(tliche  Haltung  eignet  sich  die  Schrift  vorzüglich  auch 
für  ein  grösseres  Publikum,  und  ivir  folgen  nur  unserer  innersten 
Ueberzeugutig,  wenn  wir  dieselbe  hier  zur  allgemeinsten  fieach- 
hmg  in  einem  möglichst  weiten  Kreiae  dringend  empfehlen.  Äoch 
^ird  dieselbe  weaentlicfa  dazu  beitragen,  manche  unrichtige  h»*' 
«ichten  ebet  wraebledene  Erelgniaae  in  G ad aa'a  Leben  se  he» 
riehcigen  und  diene  Erelgatee  in  ihr  tkhtigee  Licht  in  etellen. 

ThLXXVI.ua  4.  4 
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Wir  miisseD  uns  leider  versagen,  hier  eine  grössere  Anzahl  fOB 
Aiisziieftn  aus  der  in  allen  J^oziehungen  sehr  intere.««anten  Schrift 
mitzutheilen,  wollen  jedoch  nicht  unterlassen.  Einiges  von  dem 
anzultihren»  wa«  der  Herr  Verfasser  über  das  religiöse  BewuMt* 
•ein  des  gresseo  Mannes  sagt. 

„Dem  religiösen  Bewnsstsein  von  Gauss  lag  ein  nnersIHIieher 
Durst  nach  Wahrheit  und  ein  tiefes,  soivol»!  auf  geistige  wie  auf 
materielle  Güt^r  sich  erstrerliendes  Gerechtigkeitsgefühl  zu  Grunde. 
Diese  beiden  gei.sii^cn  Kichtunjen  unterstützten  sich  gegenseitig, 
bezeichneten  vornehnylich  srinrn  Charakter  und  kameti  selbst  in 
den  kleinsten  Lebensverhättnisscn  immer  v%ieder  aufs  Deutlichste 
xum  Vorschein.  Alles  und  Jedes  musste  von  ihm  mit  der  äusser- 
sten  Exactitudc»  mit  der  grussten  Gewissenhaftigkeit  aosgeffilirt 
werden.  Hatte  er  es  s.  B.  mit  einer  Beobachtung;  so  tbun,  so 
sachte  er  in  ihr  sn  erreichen,  was  irgend  erreichbar  war;  fiihrte 
•r  eine  wissenschaftliche  Rechnung  aus,  so  gross  oder  so  klein 
sie  anch  sein  mochte,  sie  wurde  so  scharf  geflihrtt  als  es  die 
Hfilfsmittel  gestatteten;  hatte  er  sich  mit  Jemandem  in  Geldai* 
gelegenbeiten  ans  einander  sn  selben ,  so  blieb  der  Bntchtheil  eiaet 
Pfennipfs  gewiss  nicht  unberücksichtigt.  Gauss  zeigte  daher  den 
Grundtypu.s  eines  rcclits(  fiaffenen  Mannes;  seinen  Verpflichtungen 
in  äusserster  Strenge  nuchzukomuien ,  stand  bei  ihm  unerschüt- 
terlich fest.  Aber  auch  von  Andern  forderte  er  dieselbe  Recbf- 
schaffenheit ,  dio  er  .«selbst  auf  das  Gewissenhafteste  ausübte. 
Der,  welcher  es  gewagt  haben  würde,  anch  in  der  unbedeutend- 
sten Angelegenheit,  ihn  absichtlich  zu  hintergehen  oder  gegen 
ihn  nicht  durchaus  rechtschaffen  zn  verfahren ,  wurde  ohne  Zwei- 
fel für  alle  Zeit  seine  Achtung  und  sein  Vertrauen  vcrschent 
haben.  Er  war  Indens,  wahrscheinlich  durch  manche  Levens* 
erMrongen  belehrt,  auf  seiner  Nut,  nicht  getXnseht  xu  werden, 
und  besass  Jene  tiefe  Menschenkennfniss,  welcho  ihn  Kdraer  v«pn 
Spreu  sogleich  unter«ehe1den  Hess.'* 

Die  unerscliütterlicbe  Idee  von  einer  personlichen  Fortdauer 
nach  dem  Tode,  der  fectle  Glaube  an  einen  letzten  Ordner  der 
Dinge,  an  einen  ewigen,  gerechten,  allweisen,  allmächtigen  Gol^ 
bildete  das  Fundament  seines  religiösen  Lebens,  das  in  Verbi»*^ 
dmig  mit  seinen  nnfibertroffenen  wissenschaniichen  FororliM^gW^ 
in  einer  vollendeten  Harmonie  sich  aufgelöst  hatte,  ^ 

,,Er  selbst  sprach  sich  so  eines  Tages  aus:  „„Es  gieht  m 
dieser  Welt  einen  Genuss  des  V'erstandes,  der  tn  der  Wissen- 
schaft sich  befriedigt,  und  einen  Genuss  des  Herzens,  der  haopt* 
sächlich  darin  besteht,  dass  die  Menschen  einander  die  Mühsaki^ 
die  Beschwerden  des  Lebens  sich  gegenseitig  erleichteni«  Ist 
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aber  die  Aufgabe  de«  böclisten  Wesens,  auf  gesonderten  Kogeki 
Geschöpfe  zu  erschaffen  unfi  sie,  um  ihnen  solchen  GeiiUR^  2a 
bereiten,  80  oder  90  Jahre  existiren  zu  ia»sen,  so  vt  äre  da«  ein 
•fhimJicher  Plan'"'  (  —  das  Problem  wäre,  wie  er  sich  ein  aiide« 
m  Mal  ausdräckte,  schofel  galüat).  —  »,,0b  die  SMie  80  Jahre 
•4er  80  MUImnmii  Jdir»  l«bt»  wenn  sie  einmal  untergehen  soll» 
fs  ist  dieser  Zeitram  docli  nor  eine  Galgenfrist  Endlieb  frürde 
es  Terbei  eelo  tn§Men.  Man  wird  daher  za  der  Aoafebt  gedrfiagt» 
Ar  die  ebne  dne  streng  wisseoschafilicbe  Begründung  so  viele« 
Aedere  spriebt»  doss  neben  dieser  materiellen  Welt  «eeb  ein« 
asdere  zweite  rein  geistige  Weltordnang  existirt,  mit  ebenee  viel 
Mannigfaltigkeiten  aU  die,  in  der  wir  leben  —  ihrer  sollen  wir  theil« 
hafti?  werden.**"  —  Dieses  himmlische  Bcwusstsein  hat  seine 
Seele  {getränkt  iiiid  «rennhrt  bi^  zu  jener  stillen  Mitternacht«  in  der 
atio  Auge  sich  Itir  ewig  schloss.'* 

Absichtllcb  haben  wir  die  rellgiiise  Seite  des  grOssten  Bf  atbe* 
liflkers  und  Naturforscbers  der  nenesten  Zeit  hier  bestimmter 
bcfforgehoben  und  stellen  sie  gegenOber  den  namentlich  fdr  die 
Jagend  leicht  so  verderblich  werden  konnenden  Ansichten  einer 

gewissen  Klasse  heutli;er  Naturforscher,  die  ges^en  einen  Gauss 
flur  »fie  iVlilbeii  gegen  den  Adl^r  erscheinen.  \Ver  selbst  so!f  Im 
Ansichten,  die  Gauss  im  Leben  leiteten  und  stärkten,  tiei  in 
«»einem  Husen  triijjt,  wird  sich  durch  die  obige  kurze  Schilderung 
de«  grossen  Mannes  in  seinem  Glauben  zwar  niefit  noch  mehr 
gekr&ftigt  —  denn  der  Autoritäten  bedart  das  uahrhatt  tiete  reli* 
ijAK  Bewusstsein  wahrlich  nicht  —  aber  doch  in  allen  i^eziehun» 
fVD  gehoben  föhlen,  namentlich  jener  Klasse  heutiger  Naturfor- 
leher.gegenAber,  »die  so  gern  das  Göttliche  und  Geistige  in  den 
Sbiab  sieben  und  lediglieh  an  die  Materie  ketten  milchten.  Da* 
^r  durfte  die  religiöse  Seite  des  grossen  Mannes  in  einer  Zeit* 
lebrifl,  wie  die  Torliegende,  welche  ▼orsfl^lleb  aoeli  der  FOrde- 
iiBg  des  Jugendunterricbts  sieb  widmet,  nicht  oniieriicksicbtigt 
Mhen.  G. 


Mathematischer  und  physikalischer  Unterricht, 

Die  Leser  des  Archiv*«  werden  ea  un^  gewi^ä  Dank  uisseo, 
Wenn  wir  ihnen  die  folgende,  aus  der  Augsburger  alic^emeinen 
Zeitung;  entlehnte  Notiz  mittheilen,  die  zu  interessant  ist,  als  dass 
sie  nicht  auch  in  einer  vorzflglicb  der  Fordernnf?  dps  mathematl- 
«eben  und  physikalischen  Unterrichts  gewidmeten  Zeitschrift  auf* 
kewibrl  tn  wenden  terilieDte.   Unsere  Leser  werden  aae  dieear 
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deruog  des  fb^iiludiacheD  UnItnMte  Mf  dton  MiMn  UhiMH 
•teiteo  gewiM  mgMela  f  fol  Mtmgen  irinl«  «od  «enlehit  w»im 
aanraflltb  die  'Kafocfllch  MerraiobiMhan  Gyomaaito»  RaabclM- 
len  n. «.  w.  Iknr  für  die  F^irdeniiig  tXim  UeterriclilMnr^se  eo  aelv 
besorgteo  Regierung  gewice  Alf  die  Eirieiitneg  dieses  IneCitels  deo 
iviniislee  Dabk  seilen,  se  wie  aemeattcb  eneb  daflhr»  daas  die 
LeHnog  dieses  inetkuts  ia  die  Hiade  eines  dasa  la  allee  Beiie* 
iMMgeft  ae  sehr  beahigtea  and  audi  Ar  die  Fflrderang  dse  aMtfce- 
■Mitlschsa  aad  pliysikaibtclMti  Ont^lrriclito  adl  dem  winastea  Eifa 
beeeeltae  Manaee^  wie  H«tT  Regirr ungsratli  v.  Ettingaliaaaea 
iet,  gelegt  worden  ist  Aber  nielit  bloss  aas  dem  engerea  Kreiae  der 
genaanica  Lebraaetalten  wird  der  KaSaerlieli  r»sterreiciiiadieB  Rc» 
gieruDg  dieser  Danlc  gezollt  werden»  «ODdern  überhaupt  Ton  A0ea, 
denen  die  Förderung  des  genannten  Unterrichts  wahre  Herzens- 
sache ist  Das  Institut  spricht  m  sehr  für  sich  selbst,  als  dass 
es  notbig  wäre»  darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  verlieren.  G. 

Das  physikalische  lostitut  in  Wien. 

(Ans  der  allgemeinen  Zeitung.  Brilsgo  an  Kr«  141»  Sl.  Mai  HM.) 

Ein  längst  gefCihUer  Mangel  des  Uent^chf^n  Gymnasialunter- 
richls  iüi  dem  scharfen  Auge  de8  öj^terreic  Iii  sehen  Cultusministers 
f^ral'en  Thun  nicht  entgangen,  und  er  hat  darum  eine  Anj^talt 
gegründet,  die  brauchbare  Gymnasiallehrer  der  l^hysik  erziehen 
soll,  und  diee»e  Anstalt  einem  Manne,  dem  ReuierungKrath  von 
Etti  n  u  s  h  aijse  n,  zur  Leitung  üb^^rt^elien  ,  der  mit  ^'leicher  tJeber- 
legi  nliL-it  die  s}>eculalive,  \^  ie  die  praktische  l^hysik  l»f„' herrscht, 
und  der  \on  dem  ijlri^.stcii  Streben  beseelt  ist,  die  buch8ten  Ab- 
stractionen  der  iiKithrinalisf  hen  Physik  in  ein  gemeinfassliches 
Gewand  zu  kleldon,  ohne  darum  der  Strenge  der  Methode  und 
der  Schärfe  des  I\V5ultats  etwas  zu  vergeben.  Nach  den  Statu- 
ten, welche  aus  d«nn  IMinisterium  hervorgegangen  sw(] ,  saU  der 
künftige  GvniDasialiehrer  der  Physik  in  dieser  Anstalt  tirel  Nerae- 
ster  verweilen,  um  dort  zu  lerner» ,  wie  n)an  einfache  Instrunjente 
eigenhändig  darstellt,  wie  man  rninjdicirte  Apparate  handhabt 
und  nach  ihrem  Werthc  prüft,  und  en<lli('f»  wie  iiian  eine  selbst- 
stjindt<:e  Unter.«(uehong  anzustellen  h.it.  indem  das  Statut  diese 
Anstalt  den  ehemischen,  afirituniischen  und  physiologischen  Lä- 
l>or«torieo  zur  Seite  stellt,  hat  es  diespihe,  wenn  avch  nicht  mit 
ilberroissii;en ,  aber  immerhin  mit  reichen  Mitteln  ausgestattet,  ihr 
^ne  mechanische  WerkstStte  und  eine  Sammlung  von  feinen  Appa- 
«alaa  eiaveiMbI»  und  dem  Vorstands  aasssr  dam  aetiiifsadigan 
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  ^^^^  «iura  Mechaa^  n«<i  Ewei  physikalische  ^«aisteii- 

tap,  TM^deoen  einer  meto  EipariniMiliklor»  der  Mdm  mehr  Ma- 
tbenattker  lit»  belgegelMi. 

Diese  Vorschriften  geben  nun  freilich  Zcngntss  von  groMCf 
Einsicht  und  eine  vortreffliche  Hinweisung  aof  dae  Nothwendige, 
aber  sie  bezeichneo  schliesslich  doch  nur  die  Scbwierigkeiten«  weleb« 
der  Vorstand  zu  überwinden  hat.    Hier  ist  es  mm.  da«  folle  V«f 
dienst  des  jetzisren  Directors  von  EttingshauaeD,  daa  laat 
Unglaubliche  laüi^Uch  c^eraacht  zu  haben;  er  hfilt  der  Vorachrlft 
gemäss  die  Sttjdirenden  im  ersten  Semester  an,  sich  die  nfitbigo 
Geschicklichkeit  in  der  Behandlung  von  Holz,  Glaa  und  MeUll^ 
aof  der  Dreh  -,  Schleif-  und  HobeWiLink,   vor  dem  Schraubstock, 
dem  Lothofen  und  Bfastische  zu  «rwerben,  um  Thermometer, 
Barometer,  gläserne  Kugelapparate,  Cylii.der  unJ  Kugeln  aus  HoU, 
Kwtenti.»  w.  darxuateHen.    Bedenkt  man  die  ongehewe  Zahl 
van  Handgriffen,  ivelche  in  so  kurzer  Zeit  eingeübt  werden  soi- 
Ica,  M»  wird  man  schwerlich  auf  ein  mir  eini!»erma«üen  befriedi- 
g^mlaa  Resultat  gefasst  sein.    Betritt  man  aber  die  Werkstitte 
ved  fiberzeugt  sich  von  den  unglaublich  raf^chen  Forti,chritten  der 
Seminaristen,  «o  Ifrnt  man  ebenso  sehr  den  methodischen  Unter- 
richt, als  die  UeTul)e<^terde  der  lebendig  ant^erej^ten  Sehflkr  be- 
wundern, und  man  nimmt  die  Ueberzeugung  mit,  dass  der  zu- 
kunftige Lehrer  selbst  unter  noch  so  beschränkten  Umständen  im 
Stande  sein  wird,  für  den  Vortrat;  <ler  Physik  Anschauungsmit- 
tel XU  schaffen,  die  weoigateu«  den  aUerdringendsten  Auforderun- 
geo  entaprecbeD. 

Das  zweite  Semester  dient  dazu,  die  gewöhnlichen  Stehelez- 
perimente  vorzuieigen  und  elDxullben.   Hl«  lernt  der  snkflnftige 
Lehrer  die  Bedingungen  zum  GMcken  derVereoche  und  sogleich 
die  einfachsten  und  die  dellGateatett  Mittel  der  physifcallechen  Ex- 
perimcntirkunst  durch  eigenen  Gebraocb  kennen.  Im  letzten  Cur- 
sus  erhalten  je  zwei  Schuler  die  Aufgabe ,  irgend  eine  bedeu- 
tungsvolle, Nachdenken  und  Geaehkk  erfordernde  Arbeit  eines 
«der  mehrerer  grossen  Meister  der  Physik  sn  wlederMen»  wie 
2.  B.  den  Widerstand  fliissii^er  Leiter,  die  IntensNftt  des  thermo* 
elektrischen  Siroms,    des  Erdmagnetismus,  die  firechung^^expo- 
nenten  verschiedener  Lösungen  u.  s.  w.  za  bestimmen,  nachdem 
•ie  vorher  die  Prflfung  in  der  einschlSpigen  Literatur  bestanden 
haben.    Uro  endlich  den  Schlussstein  einzuföijen,   hfilt  Herr  von 
Ettingshausen  unentgeltlich  Vortrage  liber  die  Art  und  Weise, 
die  schwierigen  und  fundamentalen  SStze  der  Mechanik  durch  so 
einfache  Mittel,  wie  sie  den  i^ymnasiasten  Eug&ngltch  sind,  za 
beweisen  und  aDsebaulieb  blnznatellen. 
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M(k!bte  diese  Mgensrelclie  Anstalt  in  Oesterreich  nie  gerin- 
gere Anerkennung  oad  UDterstfitztnig  finden ,  als  ihr  jetat  an  Theil 
wird,  und  niuchte,  was  nicht  minder  wüuschenswerth  ist,  die«e 
AnKtalt  andern  deutlichen  Staaten  als  Master  vorleuchten,  damit 
endlich  die  Matter  aller  philosophischen  und  praktischen  Natur- 
wissenschaften zu  ihrer  sollen  Geltung  nnd  Ausbreitang  komme. 
Nicht  ohne  Bedeutung  für  den  aus  der  Anstalt  erwacbsendcD 
Nutzen  ist  es  wohl,  dass  die  physikalischen  Entdeckungen  meist 
nicht  mit  prächtigen  Instruinenten,  sondern  mit  solchen  gemacht 
werden«  die  der  Forscher  sich  selbst  xusanunenetfickt 


Polygonometrie. 

Lehrbuch  der  ebenen  P o lygonometrie,  als  Vorbe- 
^eitungs-^Vt6äeü Schaft  zu  den  Vorlesungen  über  prak- 
tische Geometrie  an  technischen  Institut&u  von  iStephan 
voll  Krusjier,  supplirendem  Professor  der  höheren  Ma- 
thematik und  praktischen  Geometrie  an  der  k.  k.  Jo- 
sephs-lndustriesch  ule  zu  Ofen.  Mit  27  in  den  Text  ge- 
druckten Figareo  io  Uolzscbn.    Ofen.  Schrupfer.  1856.  ^ 

Diene  sehr  deutlich  verfasste  Schrift  hat,  wie  ihr  Titel  schon 
benagt,  haaptsSchlich  den  Zweck,  nie  Vorbereitungs-Wiseenechafl 
au  den  Vorlesungen  fiber  Geodäsie  an  dienen ,  dabei  aber  die  Po- 
lygonometrle  doch  durchaoii  als  selbstständige  WissenscbafI  dHr« 
luetellen  und  bei  der  Darstellung  grosnte  wissenschaftliche  Strenge 
und  j^lgemelnbeil  au  erreichen»  sugleicb  euch  die  allgemeinen 
Aufgeben  durch  eine  griseere  Ansnbl  ▼olletXndig  dorcbgefilbrter 
numerischer  Bciepiele  an  erlSutern.  Wir  gl&ulient  das«  der  Herr 
Verfaeeer  diene  Zwecke  reeht  gut  erreiclrt  hat,  und  empfehlen  die 
auf  nur  50  Seiten  manches  Lehrreiche  enthaltende  ScbrUI  daher 
SU  allgemeiner  Beachtung.  Die  venehiedenen  m(iglielien  Fille 
hat  der  Herr  Verfaseer  bei  den  elnaelnen  Aufgaben  tiberall  eorg- 
filltig  SU  unCecncheiden  geeucht  und  einer  benenderen  BebandluDg 
unterworfen.  Besondere  hingewiesen  verdient  noch  auf  den  anrei- 
ten  Abecbnitft  an  werden,  in  welchem  der  Herr  Verfasser  der 
prakthwben  Anwendung  dadurch  einen  besonderen  Dienet  erweist, 
dau0  «r  mit  HQU»  ier  DtSetMiHdreebnung,  deren  Amrendnug  ihm 
der  nicbate  Zweck  eelner  Sebrift  geetnttete,  da,  wie  er  In  der 
Vorrede  sagt,  „die  bSbere  llnibemattte  an  allen  techniethen  jUehr- 
anstaiteii  der  Üstirreichlecben  Henarchie  gelehrt,  an  der  k..k. 
Joaephs-lndostriescbule  gv  Ofen  aber  ausserdem  noch  als  ein  Vor- 
nfaidiam  der  praktischen  Geometrie  angesehen  wird*'  den  Eiofluaa 
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nliitnuckt»  «releb«n  Fehler  in  den  BestimmungMtficken  ttnf  liie 
am  denselben  gezogenen  Resultate  «iisfiben»  bei  tvelcben  Enl^ 
irkkelungen  er  bis  zu  Gliedern  der  zweiten  Ordnnng  gebt  Ehen 
eo  verdient  endlich  aucb  der  dritte  Ab8chnitt  nach  unserer  Mei- 
nong  besondere  Beachtung ,  weil  der  Herr  Verfafiaer  in  demselben 
die  Büttel  angiebt,  dnreh  welebt  ea  vSglicb  wird»  in  den  Daten 
begangene  grObere  Fehler»  die  aieb  dadnreb  kund  geben»  daea 
MM  den  gegebenen  Stücken  gar  kein  Polygeii  nOglieb  int,  aufzn* 
finden  und  an  verbeaeem»  ebne  die  ganae  Meceong  an  wladerka» 
leir,  wobei  natflf lieb  aacb  die  Centrolmeeanngen  beaendem  beapreebe« 
weirdenk  Man  wird  ana  diesen  kuraen  Angaben  eraehen.  dass  die 
9ebri^lt  jedenfalls  besonders  ftr  Praktiker  lebrreieb  ist  and  den» 
Sellien  vorangswelse'  snr  BeaiAtnng  empfoblen  an  werden  verdient 


Praklische  Mechanik. 

Die  H  entim  m  u  n  der  1  orin  iinri  vStärke  gewillhter 
iJnejeri  mit  Hülfe  der  hy p  e r  h  o  I  ch  e  n  Functionen,  Von 
Dr.  W.  Lit^oH'ski.  lieson derer  Abdruck  aus  der  Zeit- 
schrift für  l^auweseo.  Jahrgang  IäS4.  Verlag  von  Ernst 
und  Korn.   Berlin.  4. 

Die  Anzeige  dieser  verdienstlichen  Ahhandlung«  die  auch  ein 
9in  mathematischcf*  interestie  darbietet,  ist  durch  zufällige  Uro- 
fände  verzögert  worden.  Indem  wir  dieselbe  jetzt  nachholen  und 
in  Folgenden  den  Hauptinhalt  anheben,  empfehlen  wir  dieselbe 
zujeich  der  Beachtung,  namentlich  desbalb,  weil  sie  eine  An- 
wedung einer  interessanten  Theorie  der  reinen  Anaiysis,  näm- 
lich 1er  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen,  auf  einen  wich- 
tigen  »cgenataad  der  IMechanik  enthält  und  darin  ihr  liauptverdieiist 
^beansruchen  darf.  Oer  lJ;ui[itiii}ialt  ist  fuij^'ciider ;  §.  1.  Einlei' 
ung.  Kurze  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen.  (Durch 
orauischickung  dieser  Theorie  ^vird  das  V'ertitandniss  der  Ab- 
indluig  namentlich  für  i^raktiker  net^entlich  erleichtert.)  §.  2. 
.nwerdungeo  der  hyperbolischen  Functionen.  In  diesem  I*ara- 
aphd)  giebt  der  Herr  Verfasser  mit  Hülfe  der  genannten  Func- 
onen  ?iue  kurze  Untersuchung  über  die  Formen  und  k^paunungen 
[er  naJi  irgend  einem  Gesetze  belasteten  Ketten  und  Gewölbe. 

3.    0ie  Gewulbe  nach  der  Theorie  von  Hagen.    In  diesem 
ara^raphen  loii^t  der  Herr  VerfaKser,   wie  er  selbst  6agt,  fast 
tt^Jrtlich  dem  Vortrage  von  Hagen,  und  iöt  nur  in  der  Rechnung 
pinen  eigenen  Weg  gegangen.  —  Angehängt  ist  eine  auch  in  rein 
Hallieinatischer  Beziehung  recht  verdienstliche  Tafel  der  byper- 
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bdUchen  Sinus.  ^  Möge  der  Abhaodlaiig  die  Terdieote  Bead^ 
taug  M  Theil  vrerdeal 


Aslrofiomie* 

Arinalen  der  fc.  k.  Sternwarte  in  Wien.  IN  ach  dem 
Befehle  Seiner  k.  Ic.  apost.  Majeatät  auf  üffentiicbe 
Kosten  h  eraugp^egeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte,  o.  «.  Professor  der  Astronomie  an  der 
"Wiener  Universität,  u.  a.  w.  Dritter  Folge  fü n Uer ÜAod. 
J»liig4iiig  im.  Wieo.  W«lU«liau«er.  im  & 

Die  k.  k.  Sterswarte  la  Wieo  ftkrt  io  Ihren  PoblicatioM 
regelmäaaiger  fort  ala  die  meiateD  übrigen  aatrononiacbeo  Anatal* 
ten,  und  jeder  Band  bringt  einen  neoen  SScbati  Ten  Beobachtun- 
gen. Das«  aicb  der  Director  der  Sternwarte »  Herr  C.  ?.  Littrovr, 
dnick  diene  ao  r^lnfiMigen  Pnidientlaneo  nm  dfe  Wissenschaft 
Ibitwiikfend  nekr  ?erdient  «Hicht,  i«t  neben  nn  oll  ki  dieseo  fite* 
iniSeeben  Beliebten  bervergeboben  «erden,  daae  es  unnöta  sein 
«^de,  darüber  neoh  willer  ein  Wort  zo  verlieren;  ausserdem  i«t 
€8  ja  belcaoDt  und  anerkannt  genug,  dass  die  regelmässige  Ver- 
Cffenfficbung  der  Beoluichtungen  seiner  Sternwarte,  namentlich 
aber  die  so  sehr  verdtenatrolle  Herausgabe  von  Piazzi'ti  Slora 
Cele>ite,zu  welcher  im  IXten  Bande  der  Denlcscbriften  der  mate- 
niatiäeh  •  naturwissenschaftlichen  Klastte  der  kais.  üsterreiolii^cen 
Akademie  der  Wissenschaften  Nachträge  erschienen  *.ijnl  (i.  s. 
Literar.  Her.  IVr.  XCIX.  S.  10.),   der   Astronomie  schon  mache 
schöne   Frucht  i?etragen  hat   (in.  s.  z  B.  die  schöne  Arbe'  von 
C.  A.  F.  Peters  über  die  eigene  Be»vegung  des  .Srius 
in  den  astronom.  Nachr.  ThI.  XXXII.  S.  9.).    Der  Vürl»«:ende 
Ban«i  der  ,,  \niialen"  enthalt  dl»  Beobaclftuiigen  am  Meridian- 
kreise vom  X.  Februar  1'''41  hl«»  14.  October  1846.    Wr  :« n  oinit^et 
Reparaturen  dienten  häulig  Aia»  Universaliiibtrument  und  cinStein- 
heil'Kches  IVlittagi^rohr  mit  Fernrohr  in  der  Axe,  öber  velches 
letztere  die  Anstalt  durch  die   Gi1te  des  Eigenfhuiners  diese» 
ßchtinen  Ingtruments,  Sr.  Exc.  de«  Herrn  (trafen  Fran?  fnlfo 
rcdo  -  Wall.s(»e,   verfügte,  für  die  Zeitbe.<^tiriiniungeo,  wt-lch« 
ilires  711  sjiezielfen  Int^Tesses  wegen  in  den  Annalen  nicht  niitge 
theilt  «urden.    iMöge  die  Wiener  Sternwarte  mif  diesen  «o  atier 
kennunffMwerthen  reeelmSsstjjen  Publicationen  unaustjese^it  fort 
fahren;  der  Gewinn  für  die  Wissenschaft  wird  nicht  auäbleibeo 

'  "iMM^M  ' 
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